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ÏÐÅÄÑÒÀÂËßÞÙÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ßÄÐÀ ÑÅÃÅ
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Ê. Ñ. Ñïåðàíñêèé, Ï. À. Òåðåõèí (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
konstantin.speransky@yahoo.com, terekhinpa@mail.ru

Ïðîñòðàíñòâî Õàðäè H2 = H2(D) ñîñòîèò èç âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé f(z), z ∈ D = (|z| < 1), äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖f‖ = sup
0<r<1

(
1

2π

2π�

0

|f(reit)|2 dt
)1/2

<∞.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H2 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ãèëüáåðòî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì è èìååò âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
ÿäðîì Ñåãå

f(ζ) = (f,Kζ), Kζ(z) =
1

1− ζ̄z
, ζ ∈ D.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ: âîçìîæíî ëè ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
f ∈ H2 â âèäå ðÿäà ïî ýëåìåíòàì ñèñòåìû {Kζn}∞n=1 ñ êîýôôèöèåíòàìè
{xn}∞n=1

f =
∞∑
n=1

xnKζn

ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê {ζn}∞n=1 ⊂ D.

Ïðåæäå âñåãî, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèå óñëîâèÿ Áëÿøêå, ò.å. óñëîâèå

∞∑
n=1

(1− |ζn|) =∞,

òàê êàê îíî ðàâíîñèëüíî ïîëíîòå â H2 ñèñòåìû {Kζn}∞n=1 (ñì., íàïð., [1]).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00152).
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Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ζn}∞n=1 ⊂ D ñïåöèàëüíîãî âèäà,
à èìåííî, ðàçáèòóþ íà áëîêè

ζn = ζk,j = rke
2πij/Nk, j = 0, . . . , Nk − 1, k = 1, 2, . . . . (1)

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾ðàäèóñîâ¿ {rk}∞k=1 óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì

0 < r1 < . . . < rk < rk+1 < . . . , lim
k→∞

rk = 1 (2)

è {Nk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî

a

Nk
≤ 1− rk ≤

b

Nk
, k = 1, 2, . . . , (3)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ 0 < a ≤ b <∞.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ζn}∞n=1 âèäà (1)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2) è (3). Òîãäà ñèñòåìà {Kζn}∞n=1 îáðàçó-
åò ôðåéì â ïðîñòðàíñòâå H2 îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî ïðîñòðàíñ-
òâà `1,2, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = {xn}∞n=1 =
= {xk,j}∞ Nk−1

k=1,j=0 , äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖x‖1,2 =
∞∑
k=1

(
1

Nk

Nk−1∑
j=0

|xk,j|2
)1/2

<∞.

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ôðåéìà èç ðàáîòû [2].
Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X, ñîñòîÿùåå èç ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
x = {xn}∞n=1, íàçûâàåòñÿ ìîäåëüíûì, åñëè ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ îðòîâ
{en}∞n=1 îáðàçóåò áàçèñ â X. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X∗ ê ìîäåëü-
íîìó ïðîñòðàíñòâó X èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó
Y , ñîñòîÿùåìó èç ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé y = {yn}∞n=1. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèé èçîìîðôèçì äàåòñÿ ðàâåíñòâîì yn = (en, x

∗), n = 1, 2, . . . , ãäå
x∗ ∈ X∗, ïðè÷åì ‖y‖Y := ‖x∗‖X∗.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}∞n=1 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ áàíàõîâà ïðîñò-
ðàíñòâà F íàçûâàåòñÿ ôðåéìîì â F îòíîñèòåëüíîãî ìîäåëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X, åñëè ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå 0 < A ≤ B < ∞ òàêèå,
÷òî äëÿ êàæäîãî íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà g ∈ G = F ∗ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå {(fn, g)}∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâàì

A‖g‖G ≤ ‖{(fn, g)}∞n=1‖Y ≤ B‖g‖G.
Âñÿêèé ôðåéì {fn}∞n=1 â F îòíîñèòåëüíî X ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ.
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Ñëåäñòâèå. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈
∈ H2 ñóùåñòâóåò ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ∈ `1,2 òàêàÿ,
÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå f =

∑∞
n=1 xnKζn.
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Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ïðîäîëæåíèè íåàääèòèâíîé ôóíêöèè ìíîæå-
ñòâà íàðÿäó ñ ïðèìåíåíèåì îáùåãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðèíöèïà ïðîäîë-
æåíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]), èñïîëüçóåòñÿ êîíñòðóê-
òèâíûé ïîäõîä ([3, 4]).

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå äëÿ ïðîäîëæåíèÿ êîìïîçèöèîííîé ñóáìåðû
èñïîëüçóåòñÿ ëåáåãîâñêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðîäîëæåíèÿ ìåðû ([5], [6]).

Ïóñòü T � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, Σ � íåêîòîðûé íåïóñòîé êëàññ ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà T , ∅ ∈ Σ, R(Σ) � êîëüöî ìíîæåñòâ, ïîðîæäåííîå
êëàññîì Σ.

Êëàññ ìíîæåñòâ, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî îáðàçîâàíèÿ ðàçíîñòè, áó-
äåì íàçûâàòü m-êëàññîì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ϕ : Σ → R+, ϕ(∅) = 0, �
íåïðåðûâíà â íóëå (ñîîòâåòñòâåííî, íåïðåðûâíà ñâåðõó â íóëå) íà Σ,
åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ {En} ⊂ Σ, ñõîäÿùåéñÿ ê
ïóñòîìó ìíîæåñòâó (ñîîòâåòñòâåííî, En ↓ ∅) ñïðàâåäëèâî

lim
n→∞

ϕ(En) = 0. (1)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ϕ : Σ → R+, ϕ(∅) = 0, �
èñ÷åðïûâàþùàÿ íà Σ, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ {En} ⊂ Σ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (1).

Ïóñòü F = {f}, f : R+ → R+, f(0) = 0, � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ,
ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ f(x) ≥ x,
x ∈ R+.
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