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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñàìîïîäîáíûõ îáúåêòîâ è èõ ñâîéñòâ,
à òàêæå ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, ïîâòîðÿþùèõñÿ âî âðåìåíè è
ïðîñòðàíñòâå, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Â ÷àñòíîñòè, îíî âîçíèêàåò â çîííîé
òåîðèè òâåðäîãî òåëà [1], êîãäà íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ, îïèñûâàþùóþ
ñîñòîÿíèå êðèñòàëëà, íàêëàäûâàþò óñëîâèÿ Áîðíà �Êàðìàíà

ψ(r̄ +Niāi) = ψ(r̄), i = 1, . . . , d,

ãäå āi � ýëåìåíòàðíûå òðàíñëÿöèîííûå âåêòîðû ðåø¼òêè Áðàâ�å, d � å¼
ðàçìåðíîñòü, Ni � öåëûå ÷èñëà. Â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå ó ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ψ : R3 → R áàçèñíûõ ïåðèîäîâ
āi òàêèõ, ÷òî ëþáîé å¼ ïåðèîä ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííûì âåêòîðîì, ò. å.
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ïåðèîäîâ āi. Äàííûå
óñëîâèÿ ïðîäèêòîâàíû ñïåöèôèêîé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è ñëåäóþò
èç ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì çàäàíà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, íåæåëè
èç ñàìîãî íåëîêàëüíîãî ñâîéñòâà ïåðèîäè÷íîñòè.

Èçâåñòíî, ÷òî ó ïðîèçâîëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f : Rn → R íå
âñåãäà ñóùåñòâóåò îñíîâíîé ïåðèîä. Ýòî èìååò ìåñòî äàæå â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå, ò. å. ïðè n = 1. Ïðèìåðàìè òàêèõ ôóíêöèé ñëóæàò ïîñòîÿííàÿ
ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïåðèîäîì ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, èíäèêàòîð
ìíîæåñòâà Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èëè ôóíêöèÿ Äèðèõëå ñ ìíîæåñòâîì
ïåðèîäîâ Q è ìíîãèå äðóãèå. Êðèòåðèåâ ñóùåñòâîâàíèÿ ó ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè f : R → R îñíîâíîãî ïåðèîäà àâòîðàì ðàáîòû íåèçâåñòíî.
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äîñòàâëÿåò òåîðåìà, êîòîðàÿ ïðèâåäåíà â êíèãàõ
[2, ñ. 8] è [3, ñ. 450].

Òåîðåìà 1. Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f : R → R íåïðåðûâíà è
îòëè÷íà îò ïîñòîÿííîé, òî îíà èìååò îñíîâíîé ïåðèîä.

Äðóãîé áîëåå èçâåñòíûé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî, åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ f : R → R èìååò îñíîâíîé ïåðèîä T0, òî ëþáîé å¼ ïåðèîä T
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îïðåäåëÿåòñÿ êàê T = kT0, ãäå k ∈ Z \ {0}. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëîã
òåîðåìû 1 äîêàçàí äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f : Rn → R, çàäàííûõ
âñþäó íà Rn. Ââåäåíî ïîíÿòèå îñíîâíîãî âåêòîðíîãî ïåðèîäà â äàííîì
íàïðàâëåíèè è èçó÷åíà åãî ðîëü â îïèñàíèè ìíîæåñòâà âñåõ âåêòîðíûõ
ïåðèîäîâ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f : Rn → R íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ
ïåðèîäîì T̄ , åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð T̄ 6= 0̄, ÷òî äëÿ âñåõ r̄ ∈ Rn âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(r̄ + T̄ ) = f(r̄).

Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî, åñëè T̄1 è T̄2 � ïåðèîäû ôóíêöèè f ,
òî äëÿ ëþáûõ k, m ∈ Z òàêèõ, ÷òî k2 +m2 6= 0, âåêòîð kT̄1 +mT̄2 òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ýòîé ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì n-ìåðíûå ïðÿìûå `T̄ (ā) ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì T̄ ,
ãäå ā ∈ Rn � ðàäèóñ-âåêòîð íåêîòîðîé òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé ïðÿìîé
`T̄ (ā). Ýòó òî÷êó ìîæíî âûáèðàòü, íàïðèìåð, â ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè
〈r̄, T̄ 〉 = 0, òîãäà ñîîòâåòñòâèå ā → `T̄ (ā) áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.
Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé `T̄ (ā) èìååò âèä r̄ = ā+ tT̄ . Çäåñü è
âñþäó äàëåå t ∈ R � ïåðåìåííàÿ, T̄ = |T̄ | T̄ . Âäîëü êàæäîé òàêîé ïðÿìîé
ôóíêöèÿ f : Rn → R ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ f(r̄)

∣∣
r̄∈`T̄ (ā)

= f(ā + tT̄ ), ò. å.

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé gā(t) = f(ā+ tT̄ ) îäíîé ïåðåìåííîé.

Ëåììà. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f : Rn → R, ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T̄ ,
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì |T̄ | âäîëü êàæäîé ïðÿìîé `T̄ (ā) ñ
íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì T̄ .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò ïîêàçàòü ïåðèîäè÷íîñòü ñ ïåðèîäîì |T̄ |
ôóíêöèé gā : R→ R.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü f : Rn → R ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T̄ .
Ïåðèîä T̄0 íàèìåíüøåãî ìîäóëÿ, ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì T̄ , íàçîâåì
îñíîâíûì ïåðèîäîì ôóíêöèè f â äàííîì íàïðàâëåíèè T̄ .

Òåîðåìà 2. Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T̄ ôóíêöèÿ f : Rn → R
íåïðåðûâíà è îòëè÷íà îò ïîñòîÿííîé âäîëü õîòÿ áû îäíîé ïðÿìîé
`T̄ (ā), òî îíà èìååò îñíîâíîé ïåðèîä â äàííîì íàïðàâëåíèè T̄ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f íåò îñíîâíîãî ïåðèîäà
â íàïðàâëåíèè T̄ , òîãäà ñóùåñòâóåò å¼ ïåðèîä S̄ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî
ìîäóëÿ, ñîíàïðàâëåííûé ñ T̄ . Ïî ëåììå |S̄| � ïåðèîä ôóíêöèé gā, ïðè
ýòîì õîòÿ áû îäíà èç íèõ, ñîãëàñíî òåîðåìå 1, èìååò îñíîâíîé ïåðèîä,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàëîñòè |S̄|.

Òåîðåìà 3. Åñëè ó ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèÿ f : Rn → R ñóùåñòâóåò
îñíîâíîé ïåðèîä T̄0 â äàííîì íàïðàâëåíèè T̄ , òî ëþáîé å¼ ïåðèîä T̄ ,
êîëëèíåàðíûé T̄ , èìååò âèä T̄ = kT̄0, ãäå k ∈ Z \ {0}.

Ïóñòü T̄0 � îñíîâíîé ïåðèîä ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f â íàïðàâ-
ëåíèè T̄ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîëëèíåàðíûé T̄ å¼ ïåðèîä
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S̄ = αT̄0, ãäå |α| > 1 è α /∈ Z, òîãäà âåêòîð S̄ − [α] T̄0, ñîíàïðàâ-
ëåííûé ñ T̄ , òàêæå áóäåò ïåðèîäîì ôóíêöèè f êàê íåòðèâèàëüíàÿ ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ å¼ ïåðèîäîâ S̄ è T̄0 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, íî
|S̄ − [α]T̄0| = {α}|T̄0|, ò. å. åãî ìîäóëü ìåíüøå |T̄0|, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî T̄0 � îñíîâíîé ïåðèîä ôóíêöèè f â íàïðàâëåíèè T̄ . Çäåñü [α]
è {α} îáîçíà÷åíû öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòè ÷èñëà α ∈ R.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè
f : Rn → R ÿâëÿåòñÿ m-ìåðíîé ðåø¼òêîé, ïîðîæä¼ííîé ïåðèîäàìè
T̄1, T̄2, . . . , T̄m, òîãäà âñå ýòè ïåðèîäû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè â äàííûõ
íàïðàâëåíèÿõ T̄1, T̄2, . . . , T̄m ñîîòâåòñòâåííî.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èç [4, ñ. 13], m-ìåðíîé ðåø¼òêîé íàçûâàþò
ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ íåòðèâèàëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèåé ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ.
Ïóñòü T̄1, T̄2, . . . , T̄m ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäàìè ôóíêöèè f , íî ïåðèîä T̄i íå
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â íàïðàâëåíèÿõ T̄i è −T̄i, òîãäà ïî òåîðåìå 3 åãî âèä
T̄i = kiT̄0i, ãäå T̄0i � îñíîâíîé ïåðèîä ôóíêöèè f â íàïðàâëåíèè T̄i, à
ki ∈ Z \ {0} è ki 6= ±1. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäîâ ôóíêöèè f
ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé, òî ïåðèîä T̄0i ïðåäñòàâèì íåòðèâèàëüíîé ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé T̄0i = α1T̄1 + α2T̄2 + · · · + αmT̄m âåêòîðîâ T̄1, T̄2, . . . , T̄m ñ
êîýôôèöèåíòàìè αi ∈ Z, i = 1, . . . , m. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∑

j 6=i

kiαjT̄j + (kiαi − 1)T̄i = 0̄.

Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ T̄1, T̄2, . . . , T̄m, èç íåãî ñëåäóåò
kiαj = 0 ïðè âñåõ j 6= i, è kiαi = 1, ò. å. ki = −1 èëè ki = 1, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ î âåêòîðå T̄i. Òàêèì îáðàçîì,
âñå áàçèñíûå âåêòîðû ðåø¼òêè ïåðèîäîâ äàííîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè
f : Rn → R ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè â ñâîèõ íàïðàâëåíèÿõ.

Îáðàòíîå íåâåðíî, ò. å. íå âñÿêèé íàáîð èç m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
îñíîâíûõ ïåðèîäîâ äàííîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f â ñîîòâåòñòâóþùèõ
íàïðàâëåíèÿõ áóäåò áàçèñîì m-ìåðíîé ðåø¼òêè å¼ ïåðèîäîâ. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ïðèâåäåì ôóíêöèþ f : R3 → R âèäà (x, y, z)→ sinx sin y+ z2,
êîòîðàÿ èìååò äâóìåðíóþ ðåø¼òêó ïåðèîäîâ, ïîðîæä¼ííóþ áàçèñíûìè
âåêòîðíûìè ïåðèîäàìè T̄1{π; π; 0} è T̄2{−π; π; 0}, îñíîâíûìè â íàïðàâ-
ëåíèÿõ T̄1{ 1√

2
; 1√

2
; 0} è T̄2{− 1√

2
; 1√

2
; 0}. Íî ïàðà âåêòîðîâ T̄1{2π; 0; 0} è

T̄2{0; 2π; 0}, îñíîâíûõ ïåðèîäîâ äàííîé ôóíêöèè â íàïðàâëåíèÿõ ī è j̄
ñîîòâåòñòâåííî, áàçèñíûìè âåêòîðàìè ðåø¼òêè ïåðèîäîâ íå ÿâëÿþòñÿ.
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Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ ðàññìàòðè-
âàëàñü â ðàáîòàõ È. Â. Áîéêîâà, Á. Ã. Ãàáäóëõàåâà, È. Ê. Ëèôàíîâà,
À. Ì. Ëèíüêîâà è èõ ïîñëåäîâàòåëåé. Íåêîòîðûé îáçîð ðàáîò ïî ýòîé
òåìàòèêå ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [1]. Èç çàðóáåæíûõ ðàáîò îòìåòèì ðàáîòó
[2], ãäå ïîñòðîåíû êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû òèïà Ãàóññà äëÿ ãèïåðñèíãó-
ëÿðíîãî èíòåãðàëà ñ âåñîâîé ôóíêöèåé.

Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ãèïåðñèíãóëÿðíîãî
èíòåãðàëà [3, 4]

Af = A(f ;x) =
1

π

+∞�

−∞

f(t)

(t− x)2
dt, x ∈ (−∞; +∞), (1)

ïîíèìàåìîãî â ñìûñëå êîíå÷íîé ÷àñòè ïî Êîøè�Àäàìàðó, ãäå f(x) �
ïëîòíîñòü èíòåãðàëà.

Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé êëàññîâ ôóíêöèé êàê â ðàáîòàõ
[5�7].

Ïóñòü Lnf = Ln(f ;x) � äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, èíòåðïîëè-
ðóþùàÿ f(x) ïî óçëàì

xk = tg(kπ/N), k = −[(N − 1)/2], n, n = [N/2], (2)

ãäå [ξ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ξ.
Àïïðîêñèìèðóÿ ïëîòíîñòü èíòåãðàëà (1) âûðàæåíèåì Lnf ïîëó÷èì

êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó

Af = A(Lnf ;x) +Rnf =
1

N

n∑
k=−[(N−1)/2]

a
(n)
k (x)f(xk) +Rnf, (3)
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