
Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû â êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ â êðó-
ãå ôóíêöèé òèïà Ð. Íåâàíëèííû áûëè ïîëó÷åíû àâòîðîì â [4] è [5]. Ìóëü-
òèïëèêàòîðû èç ïðîñòðàíñòâ Πq (q > 1) â êëàññû Õàðäè Hp (p > 0)
îïèñàíû â [3].
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Ñèñòåìà {ϕk(x)} îïðåäåëåííûõ íà [0, 1] ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ñëàáî
ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ 1 6 k1 < k2 < . . . < ks,
s > 2 � 1

0

ϕk1
(x)ϕk2

(x) . . . ϕks(x) dx = 0 (1)

(ñì. ðàáîòó Â. Ô. Ãàïîøêèíà [1]). Ïðè s = 2 èç (1) ñëåäóåò îðòîãîíàëü-
íîñòü ñèñòåìû {ϕk(x)}. Áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèè ϕk(x) íîðìèðîâàííûìè
â L2(0, 1).

Â [1] äëÿ îðòîíîðìàëüíûõ ñëàáî ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñèñòåì äîêàçàíî
íåðàâåíñòâî Õèí÷èíà: ïðè ëþáîì 2 < p <∞( � 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckϕk(x)

∣∣∣∣∣
p

dx

)1/p

6 Ap

(
n∑
k=1

c2
k

)1/2

. (2)

ÎÍÑ, óäîâëåòâîðÿþùèå (2) ïðè ëþáîì 2 < p < ∞ è íàçûâàþòñÿ S∞
ñèñòåìàìè.

À. ß. Õèí÷èí óñòàíîâèë (2) äëÿ ïåðâîé S∞ ñèñòåìû � ñèñòåìû Ðà-
äåìàõåðà

rk(x) = sgn sin(2kπx), k = 1, 2, . . . .
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Êàê óñòàíîâëåíî, S∞ ñèñòåìû îáëàäàþò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ

ñâîéñòâ: ïðè {cn} ∈ l2 ðÿäû
∞∑
k=1

ckϕk(x) áåçóñëîâíî ñõîäÿòñÿ âî âñåõ

Lp(0, 1), 1 6 p <∞, áåçóñëîâíî ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó íà (0, 1), èç ñõîäè-

ìîñòè ðÿäà
∞∑
k=1

ckϕk(x) íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû ñëåäóåò ïðè-

íàäëåæíîñòü {ck} ïðîñòðàíñòâó l2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

� 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckϕk(x)

∣∣∣∣∣ dx > C

(
n∑
k=1

c2
k

)1/2

({ϕk(x)} � ñèñòåìà Áàíàõà).
Äëÿ ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû (÷àñòè÷íî) óñòàíîâ-

ëåíû Ðàäåìàõåðîì, Õèí÷èíûì è Êîëìîãîðîâûì.
Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå îïðåäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîãàòîå ìíîæåñòâî

S∞ ñèñòåì.
Ïóñòü Φ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ íà (0, 1/4)

ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì ñ åå ïîìîùüþ äâå ôóíêöèè

Ψ(1)(x) =


Φ(x) 0 < x < 1

4
,

Φ
(
1
2
− x
)

1
4
< x < 1

2
,

−Φ
(
x− 1

2

)
1
2
< x < 3

4
,

−Φ(1− x) 3
4
< x < 1;

Ψ(2)(x) =


Φ(x) 0 < x < 1

4
,

−Φ
(
1
2
− x
)

1
4
< x < 1

2
,

−Φ
(
x− 1

2

)
1
2
< x < 3

4
,

Φ(1− x) 3
4
< x < 1.

Â òî÷êàõ 0, 1/4, 1/2, 3/4 ôóíêöèè Ψ(1;2)(x) ïðîèçâîëüíû. Ïóñòü äàëåå

ϕ
(1;2)
1 (x) =

∥∥∥Ψ(1;2)(x)
∥∥∥−1

2
·Ψ(1;2)(x), 0 6 x < 1,

ϕ
(1;2)
1 (x+ 1) = ϕ

(1;2)
1 (x).


Îïðåäåëèì äâå ÎÍÑ

ϕ
(1)
k (x) = ϕ

(1)
1 (2k−1x), ϕ

(2)
k (x) = ϕ

(2)
1 (2k−1x), k = 1, 2, . . . .

Ïðè Φ(x) = 1 ñèñòåìà {ϕ(1)
k (x)} åñòü ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà, ïðè

Φ(x) = 4x ñèñòåìà {|ϕ(1)
k (x)|} � ïîäñèñòåìà ñèñòåìû Ôàáåðà �Øàóäåðà,

ïðè Φ(x) = sin 2πx ñèñòåìà {ϕ(1)
k (x) = sin 2kπx}. Ïðè Φ(x) = 1 ñè-

ñòåìà {ϕ(2)
k (x)} � ïîäñèñòåìà Óîëøà �Ïýëè, ñîñòîÿùàÿ èç ïðîèçâåäå-

íèé äâóõ ñîñåäíèõ ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà, ïðè Φ(x) = 1− 4x ñèñòåìà

{ϕ(2)
k (x)} � ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííàÿ ñèñòåìà Ôàáåðà �Øàóäåðà, ïðè

Φ(x) = cos 2πx � {ϕ(2)
k (x) = cos 2kπx}.

273



Óòâåðæäåíèå 1. Ñèñòåìû {ϕ(1)
k (x)}, {ϕ(2)

k (x)} � ñëàáî ìóëüòèïëè-
êàòèâíûå ñèñòåìû è, åñòåñòâåííî, S∞ � ñèñòåìû.

Óòâåðæäåíèå 2. Ðÿäû

∞∑
k=1

ckϕ
(1)
k (x), {ck} ∈ l2

íàèëó÷øå ñõîäÿòñÿ âî âñåõ Lp(0, 1), 1 6 p <∞, òî åñòü

inf
{am}

∥∥∥∥∥∑
k>ν

ckϕ
(1)
k (x) +

ν−1∑
m=1

amϕ
(1)
m (x)

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥∑
k>ν

ckϕ
(1)
k (x)

∥∥∥∥∥
p

,

ãäå 1 6 p <∞, ν = 1, 2, . . . . Ïîíÿòèå íàèëó÷øå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà äëÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû è C(0, 2π) ââåäåíî â 1937 ã. Ñ. Í. Áåðí-
øòåéíîì [2].

Ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç [3] ìîæíî óñòàíî-
âèòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ω(δ) òàêîãî,

÷òî lim
δ→+0

ω(δ)
δ = +∞ ñóùåñòâóþò ôóíêöèè

fω(x) =
∞∑
k=1

akϕ
(1;2)
nk

(x),

ãäå ϕ
(1;2)
k (x) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå, òàêèå, ÷òî

|fω(x+ h)− fω(x)| 6 C1ω(h)

lim
|h|→0

|fω(x+ h)− fω(x)|
ω(|h|)

> C2 > 0 ïðè 0 6 x 6 1.

Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ g(t) � íå÷åòíîé ñèñòåìû {g(ϕ
(1;2)
k (x))} òàêæå

ñëàáî ìóëüòèïëèêàòèâíû è {
�
ϕ

(1;2)
k (x) dx, ñ íóëåâûì ñðåäíèì ïî (0, 1)}

òîæå ñëàáî ìóëüòèïëèêàòèâíû.
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