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Ïóñòü N = 2n, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî ZN =
= {0, 1, . . . , N − 1} ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ñ îïåðàöèåé ïîêîîðäè-
íàòíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2:

a⊕ b :=
n−1∑
ν=0

|aν − bν| 2ν, a, b ∈ ZN ,

ãäå ÷èñëà aν, bν áåðóòñÿ èç äâîè÷íûõ ðàçëîæåíèé

a =
n−1∑
ν=0

aν2
ν, b =

n−1∑
ν=0

bν2
ν, aν, bν ∈ {0, 1}.

Ïðîñòðàíñòâî CN ñîñòîèò èç êîìïëåêñíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

x = (. . . , x(−1), x(0), x(1), x(2), . . . ),

òàêèõ, ÷òî x(j + N) = x(j) äëÿ âñåõ j ∈ Z. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x èç CN ìîæåò áûòü çàäàíà âåêòî-
ðîì (x(0), x(1), . . . , x(N − 1)). Ëèíåéíûå îïåðàöèè â ïðîñòðàíñòâå CN

îïðåäåëÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â CN

ââîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

〈x, y〉 :=
N−1∑
j=0

x(j)y(j), ‖x‖ := 〈x, x〉1/2.

Âåêòîðû f0, f1, . . . , fm îáðàçóþò ôðåéì Ïàðñåâàëÿ äëÿ CN , åñëè äëÿ
êàæäîãî x ∈ CN âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

‖x‖2 =
m∑
k=0

|〈x, fk〉|2

(ñì., íàïðèìåð, [1]). Îá îðòîãîíàëüíûõ áàçèñàõ â CN è íåêîòîðûõ
èõ ïðèìåíåíèÿõ äëÿ öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ñì., íàïðèìåð, â [2,
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ãë. 11] è [3]. Îðòîãîíàëüíûå âñïëåñêè â CN , àññîöèèðîâàííûå ñ äèñêðåò-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Óîëøà, ïîñòðîåíû â [4]. Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè
êîíñòðóêöèÿ âñïëåñêîâûõ áàçèñîâ èç [4] îáîáùàåòñÿ íà ôðåéìû Ïàðñå-
âàëÿ.

Äëÿ ëþáûõ k, j ∈ ZN ïîëîæèì {k, j}2 :=
n−1∑
ν=0

kn−ν−1jν, ãäå

k =
n−1∑
ν=0

kν2
ν, j =

n−1∑
ν=0

jν2
ν, kν, jν ∈ {0, 1}.

Ôóíêöèè Óîëøà äëÿ ïðîñòðàíñòâà CN îáîçíà÷àþòñÿ

w
(N)
0 , w

(N)
1 , . . . , w

(N)
N−1

è îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

w
(N)
k (j) = (−1){k,j}2, w

(N)
k (l) = w

(N)
k (l +N),

ãäå k, j ∈ ZN , l ∈ Z.
Ôóíêöèè w

(N)
0 , w

(N)
1 , . . . , w

(N)
N−1 îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â CN ,

ïðè÷åì ‖w(N)
k ‖2 = N äëÿ âñåõ k ∈ ZN . Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîë-

øà ñîïîñòàâëÿåò ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó x èç CN ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x̂

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âåêòîðà x ïî ñèñòåìå w
(N)
0 , w

(N)
1 , . . . , w

(N)
N−1 :

x(j) =
N−1∑
k=0

x̂(k)w
(N)
k (j), x̂(k) :=

1

N

N−1∑
j=0

x(j)w
(N)
k (j), k ∈ ZN .

Äëÿ êàæäîãî k ∈ ZN îïåðàòîð äâîè÷íîãî ñäâèãà Tk : CN → CN

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(Tkx)(j) := x(j ⊕ k), x ∈ CN , j ∈ ZN .

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ CN , k, l ∈ ZN , èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà

〈x, y〉 = N〈 x̂, ŷ 〉, (̂Tkx)(l) = w
(N)
k (l) x̂(l).

Ïóñòü u0, u1, . . . , ur ∈ CN è N1 = 2n−1. Åñëè ñèñòåìà

B(u0, u1, . . . , ur) = {T2 ku0}N1−1
k=0 ∪ {T2 ku1}N1−1

k=0 ∪ · · · ∪ {T2 kur}N1−1
k=0

ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ â CN , òî B(u0, u1, . . . , ur) íàçûâàåòñÿ
ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ ïåðâîãî ýòàïà â CN , ïîðîæäåííûì íàáîðîì âåê-
òîðîâ u0, u1, . . . , ur.

266



Òåîðåìà. Ïóñòü âåêòîðû u0, u1, . . . , ur ∈ CN , r ≥ 1, òàêîâû, ÷òî
äëÿ ìàòðèöû

M(l) :=
N√

2

(
û0(l) û1(l) . . . ûr(l)

û0(l +N1) û1(l +N1) . . . ûr(l +N1)

)
(1)

ïðè êàæäîì l = 0, 1, . . . , N1 − 1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

M(l)M ∗(l) =

(
1 0

0 1

)
. (2)

Òîãäà ñèñòåìà B(u0, u1, . . . , ur) ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ ïåðâîãî
ýòàïà â CN , ïîðîæäåííûì íàáîðîì âåêòîðîâ u0, u1, . . . , ur.

Ïðè óñëîâèè (2) ìàòðèöó M(l) ìîæíî äîïîëíèòü äî óíèòàðíîé ìàò-
ðèöû ïîðÿäêà r + 1. Ïîýòîìó èç (1) è (2) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

|ûs(l)|2 + |ûs(l +N1)|2 ≤
2

N 2
äëÿ s = 0, 1, . . . , r, l = 0, 1, . . . , N1 − 1.

Èç ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû âèäíî, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôðåéìà
Ïàðñåâàëÿ ïåðâîãî ýòàïà â CN äîñòàòî÷íî âûáðàòü âåêòîð u0 ∈ CN ,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

|û0(l)|2 + |û0(l +N1)|2 ≤
2

N 2
, l = 0, 1, . . . , N1 − 1,

à çàòåì íàéòè âåêòîðû u1, . . . , ur ∈ CN òàêèå, ÷òî äëÿ ìàòðèöû M(l) âû-
ïîëíåíî ðàâåíñòâî (2). Äàëåå ïî àíàëîãèè ñ [4] äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî
m, m ≤ n îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàäè÷åñêèõ ôðåéìîâ Ïàð-
ñåâàëÿ m-ãî ýòàïà äëÿ CN . Ïîäîáíûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ñ
ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Âèëåíêèíà-Êðåñòåíñîíà (ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ îðòîãîíàëüíûõ âñïëåñêîâûõ áàçèñîâ ïðèâåäåíà
â [5]).
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