
ÓÄÊ 517.9

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÍÅÊÎÒÎÐÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÐßÄÀÌÈ
ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ

À. È. Ðàôèêîâ (Óôà, Ðîññèÿ)
azat@ra�kov.me

Ïóñòü äàíû êðàòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë Λ =
= {λk, νk} ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé ∞ è îãðàíè÷åííàÿ âûïóê-
ëàÿ îáëàñòü D ⊂ C. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì H(D) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé,
àíàëèòè÷åñêèõ â çàìûêàíèè îáëàñòè D, ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè íà êîìïàêòàõ.

Öåëü ðàáîòû � ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìî-
ùüþ ðÿäîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîêàçàòåëÿìè λn. Èçâåñòåí
ðåçóëüòàò À. Ô. Ëåîíòüåâà [3, ãë. IV, � 6, ï. 4, òåîðåìà 4.6.8] î ðàçëîæåíèè
ôóíêöèè f(z), àíàëèòè÷åñêîé â D̄, â ðÿä äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êàíîíè÷åñêîå
ïðîèçâåäåíèå L(λ), ïîñòðîåííîå ïî òî÷êàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, èìååò
õîðîøèå îöåíêè ñíèçó, â ÷àñòíîñòè, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âïîëíå
ðåãóëÿðíîãî ðîñòà:
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ãäå α ∈ C � ïàðàìåòð, à 0 < ρ1 < ρ2 < ρ3 < . . . � íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ðàäèóñîâ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ: ρk+1/ρk −→ 1
ïðè k → +∞ è ïðè ëþáîì ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð K(ε), íà÷èíàÿ ñ êî-
òîðîãî íà îêðóæíîñòÿõ ∂B(0, ρk) âûïîëíÿåòñÿ ïîäõîäÿùàÿ îöåíêà ñíèçó
íà L(λ); ωL(µ, α, f) � èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ Ëåîíòüåâà:

ωL(µ, α, f) = e−αµ
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Çäåñü C � çàìêíóòûé êîíòóð, îõâàòûâàþùèé D̄, íà êîòîðîì (è âíóòðè
êîòîðîãî) ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà, γ(t) � ôóíêöèÿ, àññîöèèðîâàííàÿ
ïî Áîðåëþ ñ L(λ).

Âûÿñíèëîñü, ÷òî ïðèìåíåíèå òåõíèê, îïèñàííûõ â ðàáîòàõ [1] è [2],
ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ýòîò ðåçóëüòàò. Âî-ïåðâûõ, ïåðåéòè îò êîëåö ê ¾îò-
íîñèòåëüíî ìàëûì¿ ãðóïïàì, òåì ñàìûì ñóùåñòâåííî óìåíüøèâ ðàçáðîñ
òî÷åê Λ âíóòðè ãðóïï. Âî-âòîðûõ, ïîäîáðàòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëå-
ìåíòîâ ñèñòåìû {zkeλnz}+∞,νn−1

n=1,k=0 òàê, ÷òî ðàçëîæåíèÿ ïî íèì èìåþò áîëåå
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ïðîñòîé âèä. Íàêîíåö, çàïèñàòü óñëîâèå òåîðåìû â òåðìèíàõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ââåä¼ì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ìíîæåñòâ U = {Um}+∞

m=1 íàçîâ¼ì ðàçáèåíèåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, åñëè âñå ìíîæåñòâà Um ñîñòîÿò èç òî÷åê Λ, ïîïàðíî

íå ïåðåñåêàþòñÿ è
+∞⋃
m=1

Um = Λ. Â òàêîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî ââåñòè åù¼

îäíó íóìåðàöèþ òî÷åê Λ, çàâèñÿùóþ îò U : òî÷êè ãðóïïû Um ïðîíóìå-
ðóåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì êàê {λm,k}Nmk=1 (Nm � êîëè÷åñòâî òî÷åê λk,
ëåæàùèõ â Um), êðàòíîñòü λm,k îáîçíà÷èì êàê νm,k. Ðàçáèåíèå U íàçîâ¼ì
îòíîñèòåëüíî ìàëûì, åñëè

lim
m→+∞

max
1≤k,l≤Nm

∣∣∣∣λm,k − λm,lλm,k

∣∣∣∣ = 0.

Íàêîíåö, çàWD(ϕ, ψ) îáîçíà÷èì äëèíó äóãè ýòîé îáëàñòè ìåæäó òî÷-
êàìè êàñàíèÿ îïîðíûõ ïðÿìûõ, ïðîâåä¼ííûõ â íàïðàâëåíèÿõ arg t = ϕ
è arg t = ψ; çà WΛ(ϕ, ψ) � ôóíêöèþ óãëîâîé ïëîòíîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Λ. Îáå ýòè ôóíêöèè îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ 0 ≤ ϕ ≤ ψ ≤ 2π, êðîìå
íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî íàáîðà çíà÷åíèé.

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíà îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü D ⊂ C è
ïðàâèëüíî ðàñïðåäåë¼ííàÿ ïðè ïîðÿäêå 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C,
äëÿ êîòîðîé WΛ(ϕ, ψ) = 1

2πWD(ϕ, ψ).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà {em,k}+∞,Nm
m=1,k=1 ýêñïîíåíöèàëüíûõ

ìíîãî÷ëåíîâ, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f(z) ∈ H(D) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä
âèäà

f(z) =

+∞,Nm∑
m=1,k=1

dm,kem,k(z),

ñõîäÿùèéñÿ â H(D).
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