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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïî-
ëó÷åíèåì íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â ðàáîòàõ [1�4]. Äîêà-
çàíî ñâîéñòâî íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè òðàåêòîðèé äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî âêëþ÷åíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííîé èçìåðèìî-ïñåâäîëèïøèöåâîé ïðàâîé ÷à-
ñòüþ îò íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ñâîé-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé ÷àñòüþ ïðÿìîãî ìåòîäà [3�4] ïîëó÷åíèÿ íåîá-
õîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å Ìàéåðà ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â
âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, äèôôåðåíöèàëüíîå
âêëþ÷åíèå, óñëîâèå èçìåðèìî-ïñåâäîëèïøèöåâîñòè ìíîãîçíà÷íîãî îòîá-
ðàæåíèÿ.

1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç T := [0, 1] îòðåçîê ïðÿìîé ñ ìåðîé Ëåáå-
ãà íà íåì è σ-àëãåáðîé L èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ. ×åðåç E

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00259a).
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îáîçíà÷àåì ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî c σ-àëãåáðîé áîðåëåâ-
ñêèõ ìíîæåñòâ B, à ÷åðåç E∗ - åãî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. ×åðåç
Br(a) := {x ∈ E | ‖x − a‖ < r} (Br(a) := {x ∈ E | ‖x − a‖ ≤ r}) îáî-
çíà÷àåì îòêðûòûé (çàìêíóòûé) øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå a ðàäèóñà r > 0
â ïðîñòðàíñòâå E. Îáîçíà÷àåì ÷åðåç %(x,A) := inf{‖x − y‖ | y ∈ A} �
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x ∈ E äî ìíîæåñòâà A ⊂ E. ×åðåç P(E) îáîçíà÷àåì
ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E, ÷åðåç F(E) �
ìíîæåñòâî íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ èç ïðîñòðàíñòâà E.

×åðåç AC(T,E) îáîçíà÷àåì ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñò-
âî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ò.å. òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíê-
öèè f : T → E èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò ñóììèðóåìàÿ ïî Áîõ-
íåðó ôóíêöèÿ v : T → E òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ T ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

f(t) = f(0) +

t�

0

v(τ)dτ,

ò.å. ôóíêöèÿ v : T → E èãðàåò ðîëü ïðîèçâîäíîé (â êîíå÷íîìåðíîì
ñëó÷àå ñ íåé ñîâïàäàåò) è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê f ′ := v.

Ïóñòü äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F : T ×E → P(E) îïðåäåëåíî
äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå âèäà

dx

dt
∈ F (t, x), t ∈ T. (1)

×åðåç RT (F,C0) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî â AC(T,E) âñåõ òðà-
åêòîðèé x(·, x0) äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1) íà îòðåçêå T ïðè
óñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà x0 ∈ C0.

Ïóñòü çàäàíû íåêîòîðîå ìíîæåñòâî C0 ∈ F(E) è íåêîòîðàÿ òðà-
åêòîðèÿ x̂(·) ∈ RT (F,C0) äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1), êî-
òîðóþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå òåñòîâîé ôóíêöèè. Îáîáùàÿ
îïðåäåëåíèÿ ðàáîò [2�4], ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå ñòðîãîé èçìåðèìî �
ïñåâäîëèïøèöåâîñòè îòîáðàæåíèÿ F äëÿ ñëó÷àÿ òàêîé òåñòîâîé ôóíê-
öèè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãîâîðÿò, ÷òî F : T × E → F(E) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ ñòðîãîé èçìåðèìî � ïñåâäîëèïøèöåâîñòè îêîëî òðàåêòî-
ðèè x̂(·), åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëî ε > 0 è ôóíêöèè l(·) ∈ L1(T,R1

+) òàêèå,
÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè ãèïîòåçû:
Ãèïîòåçà 1 (ïñåâäîëèïøèöåâîñòü). Ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ
R : T → R1

+ ∪ (+∞) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà

G(t, x) := F (t, x) ∩ (x̂′(t) +R(t)B1(0)), ∀t ∈ T, x ∈ Bε(x̂(t)) (2)

âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
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2.1) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v(·) ∈ C(T,E), ó êîòîðîé v(t) ∈ Bε(x̂(t))
ïðè âñåõ t ∈ T , îòîáðàæåíèå t→ G(t, v(t)) èçìåðèìî íà îòðåçêå T ;

2.2) äëÿ ï.â. t ∈ T è ëþáûõ x1, x2 ∈ Bε(x̂(t)) ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

G(t, x1) ⊂ F (t, x2) + l(t)‖x1 − x2‖B1(0).

Ãèïîòåçà 2 (óìåðåííûé ðîñò). Ñóùåñòâóþò ÷èñëî γ ∈ (0, 1) è ôóíê-
öèÿ η(·) ∈ L1(T,R1

+) òàêèå, ÷òî ïðè ï.â. t ∈ T âåðíà îöåíêà 0 < η(t) ≤
γR(t) è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

F (t, x) ∩ (x̂′(t) + η(t)B1(0)) 6= ∅, ∀x ∈ Bε(x̂(t)).

Ãèïîòåçà 3 (íåâûðîæäåííîñòü). Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ε
l(t)

m(1) + 1
≤ η(t) ï.â. t ∈ T.

Çäåñü è äàëåå m(t) :=
� t

0 l(τ)dτ, t ∈ T , γ̃ := min
{

1−γ
γ ; 1

2e
−m(1)

}
.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî F : T × E → F(E) óäîâëåòâîðÿåò
îïðåäåëåíèþ 1.

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà (òåîðåìû 1) ïðèâåäåì íåêîòî-
ðûå îïðåäåëåíèÿ è ëåììû.

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ρ0(·) ∈ L1(T,R1
+) îïðå-

äåëèì ìíîæåñòâî

D0(F, ρ0(·)) :=
{
x(·) ∈ AC(T,E) | ‖x(·)− x̂(·)‖AC <

ε

4
; (3)

%(x′(t), F (t, x(t))) ≤ ρ0(t); η(t) + ‖x′(t)− x̂′(t)‖ ≤ 1

γ
η(t) ï.â. t ∈ T

}
.

Ëåììà 1. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ ρ0(·) ∈ L1(T,R1
+), óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ íåðàâåíñòâó 0 ≤ ρ0(t) ≤ γ̃ η(t) ïðè ï.â. t ∈ T . Òîãäà äëÿ ëþáîãî
x0 ∈ E òàêîãî, ÷òî ‖x0 − x̂(0)‖ < δ0, ãäå δ0 := γ̃ ε

(m(1)+1) e
−m(1)−1, ñóùå-

ñòâóåò ôóíêöèÿ x(·) ∈ D0(F, ρ0(·)) òàêàÿ, ÷òî x(0) = x0.
Çàìå÷àíèå. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå, êîãäà ρ0(t) = 0, èç ëåììû 1 ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî x0 ∈ C ∩ Bδ0(x̂(0)) ãèïîòåçà î íåâûðîæäåííîñòè
(ãèïîòåçà 3) ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå òðàåêòîðèè x(·) ∈ RT (F, x0) òà-
êîé, ÷òî ‖x(·)− x̂(·)‖AC < ε

4 .
Âûáåðåì ïàðàìåòð a ∈ (0, ε). Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ρ0(·) ∈ L1(T,R1

+)
îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {ρk(·)}k∈N ⊂ L1(T,R1

+) ïî ôîð-
ìóëå

ρk(t) := l(t)

(
ϑk +

� t

0

ρk−1(τ)dτ

)
, k ∈ N, (4)
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ãäå

ϑk :=
b

2k
e−2m(1), k ∈ N, b :=

a

4(m(1) + 1)
. (5)

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ρ0(·) ∈ L1(T,R1
+) ðÿä

+∞∑
k=1

ρk(t), ïî-

ðîæäåííûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (4), (5), ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ, è ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

+∞∑
k=1

ρk(t) ≤ l(t)

(
b+

� t

0

em(t)−m(τ)ρ0(τ)dτ

)
ïðè ï.â. t ∈ T.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ ρ0(·) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ρ0(t) ≤ γ̃ ε
l(t)

m(1) + 1
, ï.â. t ∈ T, (6)

òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

+∞∑
k=0

ρk(t) ≤
3

4
η(t),

+∞∑
k=0

(ρk(t) + ϑk/4) < η(t), ï.â. t ∈ T.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ôóíêöèè ρk(·) è ÷èñëà ϑk îïðåäåëåíû ñîîò-
íîøåíèÿìè (4), (5), (6). Ïðè êàæäîì k ∈ N îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Dk(F, ρk(·)) :=
{
x(·) ∈ AC(T,E) | ‖x(·)− x̂′(·)‖AC <

ε

4
+

+
k−1∑
l=0

(
ϑl+1 +

� 1

0

ρl(τ)dτ

)
; %(x′(t), F (t, x(t))) ≤ ρk(t); (7)

+∞∑
l=k

(
1

4
ϑl+1 + ρl(t)

)
+ ‖x′(t)− x̂′(t)‖ ≤ 1

γ
η(t), ï.â. t ∈ T

}
Ëåììà 3. Ïðè ëþáîì k ∈ N∪{0} ìíîæåñòâî Dk(F, ρk(·)) íå ïóñòî,

äëÿ ëþáîãî x(·) ∈ Dk(F, ρk(·)) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖x(·)−x̂(·)‖AC <
ε è ïðè ï.â. t ∈ T ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

%(x′(t), F (t, x(t))) = %(x′(t), G(t, x(t)));

F (t, x(t)) ∩ (x′(t) + r(t)B1(0)) = G(t, x(t)) ∩ (x′(t) + r(t)B1(0)),

ãäå r(t) := %(x′(t), F (t, x(t))) + 1
4ϑk+1.
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Ëåììà 4. Çàôèêñèðóåì íîìåð k ∈ N, ìíîæåñòâî S :=
Dk−1(F, ρk−1(·)) èç (7) è ÷èñëî ϑ = ϑk èç (5). Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå f : Dk−1(F, ρk−1(·)) → Dk(F, ρk(·)) òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x(·) ∈ S ïðè âñåõ t ∈ T ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

� t

0

‖f ′(x(·))(τ)− x′(τ)‖dτ ≤ 3

4
ϑ+

� t

0

%(x′(τ), F (τ, x(τ)))dτ,

� t

0

%(f ′(x(·))(τ), F (τ, f(x(·))(τ)))dτ ≤ 1

2
ϑ+

� t

0

l(τ)‖f(x(·))(τ)− x(τ)‖dτ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ρ0(·) ∈ L1(T,R1
+), óäîâëå-

òâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó (6), çàäàíî ìíîæåñòâî S0 := D0(F, ρ0(·)) (ñì.
(3)). Ïóñòü çàäàíû ÷èñëî a ∈ (0, ε], ÷èñëî δ1 > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå
íåðàâåíñòâó

δ1 ≤
a

64(m(1) + 1)
e−2m(1),

è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ d : Bε/4(x̂(0))→ E òàêàÿ, ÷òî ‖d(x)− x‖ < δ1

ïðè âñåõ x ∈ Bε/4(x̂(0)). Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
r: S0 → RT (F, d(Bε/4(x̂(0)))∩C0), óäîâëåòâîðÿþùåå äëÿ ëþáîãî x(·) ∈ S0

ñîîòíîøåíèÿì:
r(x(·))(0) = d(x(0)),

‖r(x(·))(t)− x(t)‖ ≤
� t

0

em(t)−m(τ)ρ0(τ)dτ +
a

2(m(1) + 1)
, ∀t ∈ T.
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