
äëÿ âñåõ t ∈ (GP)d \ A. Åñëè ôóíêöèÿ f ñóììèðóåìà, òî äàííûé ðÿä
ÿâëÿåòñÿ åå ðÿäîì Ôóðüå �Âèëåíêèíà.

Â [7] äëÿ êðàòíûõ ðÿäîâ Óîëøà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðÿäîâ, ñõîäÿ-
ùèõñÿ âíå ìíîæåñòâ Äèðèõëå äëÿ ñèñòåì {gk}, áûëà ðåøåíà äëÿ ñõîäè-
ìîñòè ê ïðîèçâîëüíûì ôóíêöèÿì f . Äëÿ ýòîãî áûë ïîñòðîåí ïðîöåññ
èíòåãðèðîâàíèÿ, îïðåäåëåííûé íà êëàññå, âêëþ÷àþùåì âñå ïîäîáíûå
ôóíêöèè.
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Ïðè ìàêðîñêîïè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ÷àñòî
èñïîëüçóþò êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå äîðîæíîãî äâèæåíèÿ

∂ρ

∂t
+
∂Q(ρ)

∂x
= 0, x ∈ R, t > 0. (1)
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Çäåñü ρ = ρ(x, t) � ïëîòíîñòü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà â òî÷êå x â ìîìåíò
âðåìåíè t. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî 0 6 ρ(x, t) 6 ρmax ñ ïîñòîÿííûì
çíà÷åíèåì ρmax > 0. Ôóíêöèÿ q = Q(ρ) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
äèàãðàììîé äîðîæíîãî äâèæåíèÿ (ñì. [1]). Îíà âûðàæàåò çàâèñèìîñòü
èíòåíñèâíîñòè äâèæåíèÿ ïîòîêà îò åãî ïëîòíîñòè. Êàê ïðàâèëî, ôóíê-
öèÿ Q(ρ) âûïóêëà ââåðõ íà ïðîìåæóòêå [0, ρmax ] è îáðàùàåòñÿ â íóëü íà
åãî êîíöàõ: Q(0) = Q(ρmax) = 0. Çàäàäèì òàêæå íà÷àëüíîå óñëîâèå

ρ(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R, (2)

ãäå 0 6 ϕ(x) 6 ρmax ïðè x ∈ R.
Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé óêàçûâàåò íà ðÿä îñîáûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ íà-
ëè÷èåì ðàçðûâíûõ ðåøåíèé (ñì. [1�5]). Ýòî îñëîæíÿåò ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå ïëîòíîñòè ρ(x, t) ïðè t > 0. Êðàòêèé îáçîð ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñì. â [6]. Îáñóäèì îòäåëüíî
ïðåäëîæåííûé íåäàâíî ìåòîä äâèæåíèÿ ðàçðûâîâ, ýôôåêòèâíî ðàáîòà-
þùèé ïðè ñïåöèàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Âûäåëèì êëàññ êóñî÷íî ëèíåéíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ äèàãðàìì

Q(ρ) = kjρ+ bj, ρj−1 6 ρ 6 ρj, j = 1, . . . , n, (3)

ãäå n > 2 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ëèíåéíûõ êóñêîâ (òðàíñïîðòíûõ ôàç)
ñ ãðàíèöàìè

0 ≡ ρ0 < ρ1 < . . . < ρn−1 < ρn ≡ ρmax.

Âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû k1, b1, . . . , kn, bn âûáðàíû òàê, ÷òîáû
ôóíêöèÿ Q(ρ), çàäàííàÿ â (3), ÿâëÿëàñü íåïðåðûâíîé è âûïóêëîé ââåðõ
íà [0, ρmax ]. Íà÷àëüíîå óñëîâèå (2) áóäåì çàäàâàòü â êëàññå êóñî÷íî ïî-
ñòîÿííûõ ôóíêöèé.

Èòàê, âîçüìåì êóñî÷íî ëèíåéíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ äèàãðàììó Q(ρ)
è êóñî÷íî ïîñòîÿííîå íà÷àëüíîå óñëîâèå ϕ(x). Òîãäà îáîáùåííîå ðåøå-
íèå ρ(x, t) ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè (1), (2) áóäåò îïðåäåëåíî â êëàññå
êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, è ýòî ðåøåíèå ìîæíî êîíñòðóêòèâíî ïî-
ñòðîèòü, óêàçàâ àëãîðèòì äâèæåíèÿ èìåþùèõñÿ ðàçðûâîâ.

Âûäåëèì îäèí ðàçðûâ x = ξ(t) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè
ïëîòíîñòè

ρ+ = ρ(ξ(t) + 0, t), ρ− = ρ(ξ(t)− 0, t) (4)

ñïðàâà è ñëåâà îò íåãî. Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè (ñì. [4]) äâèæåíèå ðàç-
ðûâà îïðåäåëÿåòñÿ èçâåñòíûì óñëîâèåì Ãþãîíèî

ξ′(t) =
Q(ρ+)−Q(ρ−)

ρ+ − ρ−
. (5)
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Äëÿ ñîçäàíèÿ ïðàâèëüíûõ ¾ýíòðîïèéíûõ¿ ðàçðûâîâ ââåä¼ì äîïîëíè-
òåëüíîå óñëîâèå Îëåéíèê [5]. Íóæíî, ÷òîáû âåëè÷èíû (4) ïîä÷èíÿëèñü
íåðàâåíñòâó

(Q(ρ)− l(ρ))(ρ+ − ρ−) > 0 (6)

ïðè âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ρ, íàõîäÿùèõñÿ ìåæäó ρ+ è ρ−.
Çäåñü

l(ρ) ≡ Q(ρ+)−Q(ρ−)

ρ+ − ρ−
(ρ− ρ−) +Q(ρ−).

Óñëîâèå Îëåéíèê (6) îáåñïå÷èâàåò îäíîçíà÷íîå ïîñòðîåíèå îáîáùåííîãî
ðåøåíèÿ, èñêëþ÷àÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ïðèìåðû, ðàçîáðàííûå â [7].

Ïåðå÷èñëåííûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ôîðìàëèçîâàòü àëãîðèòì
äëÿ ýâîëþöèè ðàçðûâîâ ðåøåíèÿ ρ(x, t) ïðè t > 0. Óñëîâèå Ãþãîíèî (5)
â ñëó÷àå êóñî÷íî ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ρ(x, t) çàäàåò ïîñòîÿííóþ ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ êàæäîãî ðàçðûâà ξ(t) äëÿ òåõ âðåìåí t, ïîêà ýòî ðàç-
ðûâ ñîõðàíÿåòñÿ. Ïðè ïåðåñå÷åíèè ðàçðûâîâ îíè îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí
ðåçóëüòèðóþùèé ðàçðûâ, ó êîòîðîãî çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ñëåâà ñîîòâåò-
ñòâóåò çíà÷åíèþ ïëîòíîñòè ñëåâà äëÿ ñàìîãî ëåâîãî èç ïåðåñåêàþùèõñÿ
ðàçðûâîâ, à çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ñïðàâà � çíà÷åíèþ ïëîòíîñòè ñïðàâà
äëÿ ñàìîãî ïðàâîãî èç ïåðåñåêàþùèõñÿ ðàçðûâîâ.

Åñëè ðàçðûâ ξ(t) â ìîìåíò âðåìåíè t0 > 0 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Îëåéíèê (6), òî òàêîé ðàçðûâ çàìåíÿåòñÿ íà íåñêîëüêî íîâûõ ¾ïðîìå-
æóòî÷íûõ¿ ðàçðûâîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ óæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Îëåéíèê (ïîäðîáíåå ñì. â [6]). Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò âååð ðàçðûâîâ
íà ïëîñêîñòè (x, t), èñõîäÿùèé èç òî÷êè (ξ(t0), t0).

Ìåòîä äâèæåíèÿ ðàçðûâîâ â ñâîåé èçíà÷àëüíîé ôîðìå ïðèìåíèì
ëèøü äëÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2) è êóñî÷íî ëè-
íåéíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ äèàãðàìì âèäà (3). Âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîáðàæåíèÿ àïïðîêñèìàöèè, çàìåíÿÿ ïðîèçâîëü-
íóþ êóñî÷íî ãëàäêóþ äèàãðàììó Q(ρ) íà áëèçêóþ ê íåé êóñî÷íî ëè-

íåéíóþ äèàãðàììó Q̃(ρ), à êóñî÷íî ãëàäêîå íà÷àëüíîå óñëîâèå ϕ(x) íà
ñîîòâåòñòâóþùåå êóñî÷íî ïîñòîÿííîå óñëîâèå ϕ̃(x).

Äàííûé ïîäõîä ñî÷åòàåòñÿ òàêæå ñ ðÿäîì äðóãèõ êâàçèëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îòëè÷íûõ îò óðàâíåíèÿ äîðîæíîãî äâè-
æåíèÿ. Ïðîâåäåííûå òåñòû äàëè, íàïðèìåð, õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïðè àï-
ïðîêñèìàöèè èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿ Õîïôà

vt + vvx = 0, x ∈ R, t > 0, (7)

äåéñòâóþùåãî äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé v = v(x, t) â ìîäåëè èíåðöèîííîãî
äâèæåíèÿ ¾íåéòðàëüíûõ¿ ÷àñòèö (ñì. [2]). Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëå-
íû ïðèìåðû è èëëþñòðàöèè ðàáîòû êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû, ðåàëèçó-
þùåé ìåòîä äâèæåíèÿ ðàçðûâîâ, â òîì ÷èñëå è äëÿ óðàâíåíèÿ (7).
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïî-
ëó÷åíèåì íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â ðàáîòàõ [1�4]. Äîêà-
çàíî ñâîéñòâî íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè òðàåêòîðèé äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî âêëþ÷åíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííîé èçìåðèìî-ïñåâäîëèïøèöåâîé ïðàâîé ÷à-
ñòüþ îò íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ñâîé-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé ÷àñòüþ ïðÿìîãî ìåòîäà [3�4] ïîëó÷åíèÿ íåîá-
õîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å Ìàéåðà ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â
âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, äèôôåðåíöèàëüíîå
âêëþ÷åíèå, óñëîâèå èçìåðèìî-ïñåâäîëèïøèöåâîñòè ìíîãîçíà÷íîãî îòîá-
ðàæåíèÿ.

1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç T := [0, 1] îòðåçîê ïðÿìîé ñ ìåðîé Ëåáå-
ãà íà íåì è σ-àëãåáðîé L èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ. ×åðåç E

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00259a).
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