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Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà (LCA-ãðóïïà), è
ïóñòü F � òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (ÒÂÏ), ñîñòîÿùåå
èç êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà G. Áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâî F
òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíûì, åñëè F èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèé (ñäâèãîâ) τy : f(x) 7→ f(x − y), f(x) ∈ F , y ∈ G, è âñå
îïåðàòîðû τy ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå F .

Çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâîH ⊆ F íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíò-
íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè τy(H) ⊆ H äëÿ ëþáîãî y ∈ G.

Ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé èëè îáîáùåííûì õàðàêòåðîì íàçûâàåò-
ñÿ ïðîèçâîëüíûé íåïðåðûâíûé ãîìîìîðôèçì èç ãðóïïû G â ìóëüòèïëè-
êàòèâíóþ ãðóïïó C∗ := C \ {0} íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. ×àñòíûì
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ñëó÷àåì ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðû � íåïðåðûâ-
íûå ãîìîìîðôèçìû ãðóïïû G â ãðóïïó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ
ðàâíûõ 1.

Ïóñòü F � òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íà ãðóïïå G, H � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â F .

Îïðåäåëåíèå 1. Â ïðîñòðàíñòâå F ñïðàâåäëèâ ñïåêòðàëüíûé àíà-
ëèç, åñëè ëþáîå íåíóëåâîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â F ñîäåð-
æèò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ.

Êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì î ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà
î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé LCA-ãðóïïû G ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ñïðàâåäëèâ
â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå L∞(G), ñíàáæåííîì ñëàáîé òîïîëîãèåé
(ñì., íàïðèìåð, [1, ãë. II, �3, ïðåäë. 3]).

Îäíèì èç åñòåñòâåííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ
ìîæíî èçó÷àòü ñïåêòðàëüíûé àíàëèç, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî C(G) âñåõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà LCA-ãðóïïå G. Íàèáîëåå èçó÷åí çäåñü ñëó÷àé,
êîãäà G � äèñêðåòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî C(G) ñîñòî-
èò èç âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà G è ñíàáæàåòñÿ òîïîëîãèåé
ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè. Äëÿ äèñêðåòíûõ àáåëåâûõ ãðóïï â ðàáîòå [2]
ïîëó÷åí êðèòåðèé ñïðàâåäëèâîñòè ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà â ïðîñòðàí-
ñòâå C(G). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ LCA-ãðóïï âîïðîñ îá îïèñàíèè ãðóïï, äëÿ
êîòîðûõ ñïðàâåäëèâ ñïåêòðàëüíûé àíàëèç â ïðîñòðàíñòâå C(G) îñòàåòñÿ
îòêðûòûì.

Äðóãèì åñòåñòâåííûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâî S ′(G) âñåõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà íà LCA-
ãðóïïå G. Îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà S ′(G) äëÿ ïðîèçâîëüíîé LCA-
ãðóïïû G äàíî â ðàáîòå Ô. Áðþà [3].

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà G � äèñêðåòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Â ýòîì
ñëó÷àå îáîáùåííûå ôóíêöèè èç S ′(G) ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè ôóíêöèÿ-
ìè, ïîýòîìó áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâî S ′(G) ïðîñòðàíñòâîì ôóíêöèé
ìåäëåííîãî ðîñòà íà G. Ïðèâåäåì óäîáíîå äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèå
ïðîñòðàíñòâà S ′(G) íà äèñêðåòíîé àáåëåâîé ãðóïïåG. Îòäåëüíî ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àé, êîãäà G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà, è îáùèé
ñëó÷àé, êîãäà G � ïðîèçâîëüíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ áåñêîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà,
v1, . . . , vn � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ãðóïïû G. Ëþáîé ýëåìåíò x ∈ G ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå x = t1v1 + · · · + tnvn, ãäå tj ∈ Z (òàêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì). Äëÿ x ∈ G îïðåäåëèì ÷èñëî
|x| ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . . } ðàâåíñòâîì

|x| := min{|t1|+ · · ·+ |tn| : x = t1v1 + · · ·+ tnvn, tj ∈ Z, j = 1, . . . , n}.

Äëÿ ôóíêöèè x 7→ |x| ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: 1) |x| ≥ 0 è
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|x| = 0⇔ x = 0; 2) |−x| = |x|; 3) |x+y| ≤ |x|+ |y|, x, y ∈ G. Ôóíêöèÿ |x|
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êâàçèíîðìû íà ãðóïïå G. Áóäåì íàçûâàòü åå
êâàçèíîðìîé, ïîðîæäåííîé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ v1, . . . , vn.

Äëÿ ëþáîãî k > 0 ÷åðåç S ′k(G) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûõ ôóíêöèé f(x) íà G, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

|f(x)|(1 + |x|)−k → 0 ïðè |x| → ∞. (1)

Îòíîñèòåëüíî íîðìû

‖f‖k := sup
x∈G
|f(x)|(1 + |x|)−k

ìíîæåñòâî S ′(G) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Î÷åâèäíî, ÷òî
S ′k1

(G) ⊆ S ′k2
(G) ïðè k1 < k2, ïðè÷åì âëîæåíèå íåïðåðûâíî.

Ïóñòü

S ′(G) :=
⋃
k>0

S ′k(G).

Ïðîñòðàíñòâî S ′(G) ñíàáäèì òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ S ′k(G) (ñì., íàïðèìåð, [4]). Òîãäà S ′(G) ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíî âûïóêëûì ïðîñòðàíñòâîì. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà êâàçèíîðìû ëåãêî
äîêàçàòü, ÷òî ÒÂÏ S ′(G) áóäåò òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà G � ïðîèçâîëüíàÿ áåñêî-
íå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà P ⊂ G
îáîçíà÷èì ÷åðåç GP ïîäãðóïïó â G, ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì P . Òàê
êàê ãðóïïà GP êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ, òî óæå îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñò-
âî S ′(GP ). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f íà ãðóïïå G ïóñòü σP (f) = f |GP �
îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f íà ïîäãðóïïó GP .

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðîñòðàíñòâî S ′(G) ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé f
íà ãðóïïå G, òàêèõ, ÷òî σP (f) ∈ S ′(GP ) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîä-
ìíîæåñòâà P ⊂ G. Ïðîñòðàíñòâî S ′(G) ñíàáæàåòñÿ òîïîëîãèåé ïðî-
åêòèâíîãî ïðåäåëà ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ S ′(GP ), ò. å. ñëà-
áåéøåé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèåé, äëÿ êîòîðîé âñå îòîáðàæåíèÿ
σP : S ′(G) 7→ S ′(Gp) íåïðåðûâíû (îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ïðîåêòèâíûõ
ïðåäåëîâ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ ñì., íàïðèìåð, â [4]). Òîãäà
ïðîñòðàíñòâî S ′(G) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëûì ïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé äèñêðåòíîé àáåëåâîé ãðóïïû G â ïðîñòðàí-
ñòâå S ′(G) ñïðàâåäëèâ ñïåêòðàëüíûé àíàëèç.

Ëþáàÿ àáåëåâà ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä êîëüöîì Z öåëûõ ÷è-
ñåë. Ìîùíîñòü ìàêñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé íàä Z ñèñòåìû ýëå-
ìåíòîâ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ðàíãîì áåç êðó÷åíèÿ
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ãðóïïû G. Ïóñòü r0(G) � ðàíã áåç êðó÷åíèÿ ãðóïïû G. Îòìåòèì, ÷òî
â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðàëüíûé àíàëèç â ïðîñòðàíñòâå C(G)
ñïðàâåäëèâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìîùíîñòü r0(G) ìåíüøå, ÷åì
êîíòèíóóì. Â îòëè÷èå îò ýòîãî ðåçóëüòàòà, ïî òåîðåìå 1, ñïåêòðàëüíûé
àíàëèç â ïðîñòðàíñòâå S ′(G) ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîé äèñêðåòíîé àáåëåâîé
ãðóïïû G.
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Îáîçíà÷èì X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖, E � âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà X. Çàäà÷åé âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ
ïîèñê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

E(x)→ min
x∈X

. (1)

Ìíîæåñòâî D ⊂ X íàçûâàþò ñëîâàðåì â X (ñì., íàïðèìåð, [1]), åñ-
ëè êàæäûé ýëåìåíò èç D èìååò íîðìó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ åäèíèöó è
spanD = X. Ñëîâàðü D íàçûâàþò ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ êàæäîãî
g ∈ D òàêæå −g ∈ D. Íàñ èíòåðåñóåò ïðèáëèæåííîå ðàçðåæåííîå ðåøå-
íèå çàäà÷è (1):

E(x)→ inf
x∈Σm(D)

, (2)

ãäå Σm(D) � ìíîæåñòâî m-÷ëåííûõ ïîëèíîìîâ èç ñëîâàðÿ D.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øèõ m-÷ëåííûõ ïðèáëèæåíèé ìîãóò áûòü

ïðèìåíåíû æàäíûå àëãîðèòìû. Àëãîðèòì Ôðàíêà �Âóëüôà [2], êîòîðûé
òàêæå èçâåñòåí êàê ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà [3], ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñà-
ìûõ èçâåñòíûõ æàäíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøå-
íèé óñëîâíûõ çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè. Îáîáùèëè ýòîãî àëãîðèòìà
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