
Ïóñòü äëÿ êîýôôèöèåíòîâ çàäà÷è K1,2 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íåâû-
ðîæäåííîñòè, êîòîðûå â ñëó÷àå L = {t : |t| = 1} ïðèìóò âèä:

Gk1(t)Gk1[α(t)] +Gk2(t)Gk2[α(t)] ≡ 1,

Gk1[α(t)]Gk2(t) +Gk1(t)Gk2[α(t)] ≡ 0,

Gk1[α(t)]gk(t) +Gk2[α(t)]gk(t) + gk[α(t)] ≡ 0

.
Â ñòàòüå [2] áûë ïîäðîáíî èññëåäîâàí íåâûðîæäåííûé íîðìàëüíûé

ñëó÷àé çàäà÷è K1,2, êîãäà êîýôôèöèåíòû çàäà÷è íå ìîãëè îáðàùàòüñÿ â
íóëü íà êîíòóðå.

Òåïåðü æå ðàññìîòðèì èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé çàäà÷è K1,2, êîãäà
Gk1(t) ìîæåò èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé íà êîíòóðå, åñëè ñäâèã êîíòóðà
α(t) � ïðÿìîé, èëè Gk2(t) ìîæåò èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé íà êîíòóðå,
åñëè ñäâèã êîíòóðà α(t) îáðàòíûé.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîãäà çàäà÷à K1,2 ñâîäèòñÿ ê äâóì òðåõýëåìåíò-
íûì êðàåâûì çàäà÷àì òèïà Êàðëåìàíà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â
èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå, ïîäðîáíî èññëåäîâàííûì, íàïðèìåð, â [3, 4].
Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è K1,2 â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå,
äîêàçàíà íåòåðåâîñòü.
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Êëàññè÷åñêèå ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà ïîäðîáíî èçó÷åíû íà ñòàíäàðò-
íîì îòðåçêå [0, 1] (ñì. [1�5]). Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà ýòèõ ïî-
ëèíîìîâ íà [0, 1] îòìå÷åíû â [6�9]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàìåòèëñÿ îñî-
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áûé èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà íà ñèììåòðè÷íîì îòðåç-
êå [−1, 1] (ñì. [10�17]). Ïðè ïåðåõîäå ê [−1, 1] ðÿä èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ñòàí-
äàðòíûõ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà ïåðåíîñèòñÿ áåç èçìåíåíèé, äðóãèå, àë-
ãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà, íàîáîðîò, çíà÷èòåëüíî âèäîèç-
ìåíÿþòñÿ. Ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîãî îòðåçêà [−1, 1] âàæåí ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó çäåñü ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà ñîõðàíÿþò ñâîé-
ñòâà ÷åòíîñòè èëè íå÷åòíîñòè èñõîäíîé ôóíêöèè f ∈ C[−1, 1]. Äëÿ ñè-
ñòåìàòè÷åñêîé ðàáîòû ñ ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà íà [−1, 1] óäîáíî èìåòü
íàáîð ñòàíäàðòíûõ ôîðìóë, àíàëîãè÷íûõ èçâåñòíûì ðàíåå äëÿ [0, 1]. Â
íàñòîÿùåé çàìåòêå äàí êðàòêèé ñâîä êëþ÷åâûõ ñîîòíîøåíèé è ðåçóëü-
òàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f ∈ C[−1, 1] ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà
ââîäÿò ôîðìóëîé

Bn(f, x) =
1

2n

n∑
k=0

f

(
2k

n
− 1

)
Ck
n (1 + x)k (1− x)n−k, n ∈ N. (1)

Ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà óêëîíåíèé â äóõå òåîðåìû Ïîïîâè÷ó [6] âûãëÿäèò
òàê

|Bn(f, x)− f(x)| 6 2ω

(
f,

1√
n

)
, x ∈ [−1, 1], n ∈ N, (2)

ãäå ω(f, δ) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f .
Äëÿ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà [−1, 1] ñòàíäàðòíîìó óñëîâèþ

Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L > 0, îöåíêà (2) äîïîëíèòåëüíî óòî÷íÿåòñÿ:

|Bn(f, x)− f(x)| 6 L√
n
, x ∈ [−1, 1], n ∈ N. (3)

Ýëåìåíòàðíûé ïðèìåð ôóíêöèè f(x) = L |x| ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêà (3)
òî÷íà ïî ïîðÿäêó è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèñóòñòâèÿ êîíñòàíòû L.

Äëÿ ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà äåé-
ñòâóåò àíàëîã ôîðìóëû Òåìïëà [7], à èìåííî, ïðè âñåõ n ∈ N èìååì

Bn+1(f, x)−Bn(f, x) =
1

2n+1

n∑
k=1

Qn,k(f) (1 + x)k (1− x)n−k+1 (4)

ñ êîýôôèöèåíòàìè

Qn,k(f) = Ck
n+1 f

(
2k

n+ 1
− 1

)
−Ck

n f

(
2k

n
− 1

)
−Ck−1

n f

(
2(k − 1)

n
− 1

)
.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (4) ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå ïðàâèëî ðåãóëÿð-
íîãî ïîïàðíîãî ñîâïàäåíèÿ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C[−1, 1] êóñî÷íî ëèíåéíà íà [−1, 1] ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì òî÷åê èçëîìà, ïðè÷åì àáñöèññû âñåõ òî÷åê èçëîìà ðàöèîíàëüíû
è çàïèñàíû â âèäå íåñîêðàòèìûõ äðîáåé

xj =
pj
qj
, j = 1, . . . , r,

ãäå
pj ∈ Z, qj ∈ N, |pj| < qj, j = 1, . . . , r.

Ïóñòü q = HOK( q1, . . . , qr ). Òîãäà, åñëè âñå ÷èñëà

p1, q1, . . . , pr, qr (5)

ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûìè, òî ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà ôóíêöèè f ïîä÷èíåíû
ïðàâèëó ïîïàðíîãî ñêëåèâàíèÿ

Bqm+1(f, x) = Bqm(f, x), m ∈ N. (6)

Åñëè æå ñðåäè ÷èñåë (5) åñòü õîòÿ áû îäíî ÷åòíîå ÷èñëî, òî ïðàâèëî
ñêëåèâàíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

B2qm+1(f, x) = B2qm(f, x), m ∈ N. (7)

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèë (6), (7) äàíî â ñòàòüå [12].
ßâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ çàïèñü ïîëèíîìîâ (1) ïî ñòåïåíÿì ïåðåìåí-

íîé x èìååò âèä

Bn(f, x) =
n∑

m=0

an,m(f)xm, n ∈ N, (8)

ãäå

an,m(f) =
1

2n
Cm
n

n∑
k=0

Dk
n,m f

(
1− 2k

n

)
(9)

ñî çíà÷åíèÿìè
Dk
n,m =

∑
j

(−1)j Cj
mC

k−j
n−m. (10)

×èñëà Dk
n,m ïðè ôèêñèðîâàííîì m ∈ N ñ ïåðåìåííûìè n, k îáðàçóþò

ñâîåîáðàçíûå ¾òðàïåöèè¿, ïîñòðîåííûå ïî ïðàâèëó Ïàñêàëÿ äëÿ îïðåäå-
ëåííûõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèé (ïîäðîáíåå ñì. [10, 16]).

Ýòè æå òðàïåöèè âîçíèêàþò ïðè ðàçëîæåíèè áèáèíîìà

(1− x)m (1 + x)n−m =
n∑
k=0

Dk
n,m x

k (11)

ñ ôèêñèðîâàííûì m ∈ N è ïåðåìåííûì n > m.
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Ôîðìóëû (8)�(11) ñëóæàò èñòî÷íèêîì ìíîãî÷èñëåííûõ êîìáèíàòîð-
íûõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà íà [−1, 1]
(ñì. [16]).

Îòäåëüíî îáñóäèì âàæíûé ïðèìåð f(x) = |x| íà [−1, 1]. Îáîçíà÷èì
ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà òàêîé ôóíêöèè ÷åðåç Bn(x). Ïðèìåíÿÿ ôîðìó-
ëó (4), ïîëó÷àåì, ÷òî

B2m+1(x) = B2m(x), m ∈ N, (12)

B2m+2(x) = B2m+1(x)− 1

m+ 1
2−2m−1Cm

2m (1− x2)m+1, m ∈ N. (13)

Îòñþäà âûâîäèì ðàçëîæåíèå

B2m(x) = 1−
m∑
k=1

1

2k − 1
2−2k Ck

2k (1− x2)k, m ∈ N, (14)

óïîìÿíóòîå áåç äîêàçàòåëüñòâà â ðàáîòå Ïîïîâè÷ó [6]. Âçÿâ âòîðóþ ïðî-
èçâîäíóþ, èìååì

B′′2m(x) = 2−2m+1Cm
2mm (1− x2)m−1, m ∈ N. (15)

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ áèíîìà è äâóêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óñòàíàâëèâàåì
ÿâíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ çàïèñü

B2m(x) = 2−2mCm
2m

[
1 +

m∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
Ck
m x

2k

]
, m ∈ N. (16)

Ïîëíîå îáîñíîâàíèå ôîðìóë (12)�(16) ñì. â [13]. Ðÿä ñïåöèàëüíûõ ñî-
îòíîøåíèé, ñëåäóþùèõ èç ñîïîñòàâëåíèÿ ôîðìóëû (16) ñ îáùèì ïîäõî-
äîì (8)�(10), îòìå÷åí â [17].

Îòäåëüíî îáñóäèì ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ â ôîðìóëå (16). Òðå-
áóåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì íîìåðå n = 2m íàéòè ìàêñèìàëüíûé (ïî
ìîäóëþ) êîýôôèöèåíò è îöåíèòü åãî ðîñò ïðè n = 2m → ∞. Ââåäåì
îáîçíà÷åíèå

a2m,2k = 2−2mCm
2m (−1)k−1 βm(k), m ∈ N, k = 1, . . . , m,

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè

βm(k) =
1

2k − 1
Ck
m, m ∈ N, k = 1, . . . , m. (17)

Îáîçíà÷èì åùå

µ2m ≡ max
16k6m

|a2m,2k| = 2−2mCm
2m max

16k6m
βm(k), m ∈ N, (18)
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ñ ÷èñëàìè βm(k) èç ôîðìóëû (17). Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ âåëè÷èíû (18)
âåðíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

µ2m ∼
√

2

π

2m

m2
, m→∞,

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà
√

2

π

2m

m2
< µ2m < 1.2215 ·

√
2

π

2m

m2
,

äåéñòâóþùàÿ ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m > 8. Âàæíûå äåòàëè îòëè÷àþò
ýòîò ïðèìåð îò ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íîãî ìîäóëÿ íà ñòàíäàðòíîì îòðåç-
êå [0, 1] (ñð. [14] è [8]).

Îòìåòèì åùå ðàáîòó [11], ãäå óêàçàíû îñíîâíûå ôîðìóëû, ñâÿçàííûå
ñ ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà äëÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè fp(x) = xp ïðè p ∈ N
è x ∈ [−1, 1].

Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü È. Â. Òèõîíîâó è Â. Á. Øåðñòþêîâó çà áîëü-
øóþ ïîìîùü â èññëåäîâàíèè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà íà ñèììåòðè÷íîì
îòðåçêå.
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Ïóñòü G � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà (LCA-ãðóïïà), è
ïóñòü F � òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (ÒÂÏ), ñîñòîÿùåå
èç êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà G. Áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâî F
òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíûì, åñëè F èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèé (ñäâèãîâ) τy : f(x) 7→ f(x − y), f(x) ∈ F , y ∈ G, è âñå
îïåðàòîðû τy ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå F .

Çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâîH ⊆ F íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíò-
íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè τy(H) ⊆ H äëÿ ëþáîãî y ∈ G.

Ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé èëè îáîáùåííûì õàðàêòåðîì íàçûâàåò-
ñÿ ïðîèçâîëüíûé íåïðåðûâíûé ãîìîìîðôèçì èç ãðóïïû G â ìóëüòèïëè-
êàòèâíóþ ãðóïïó C∗ := C \ {0} íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. ×àñòíûì
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