
(2) ïðè f(t) ∈ C([0, +∞); E). Ïóñòü f(t) ∈ Cn−1((0, +∞); E), òîãäà â
òî÷êàõ t = kh, ãäå k = 0, . . . , n − 1, ðåøåíèå èìååò k ïîðÿäêîì ñèëüíîé
äèôôåðåíöèðóåìîñòè, à â äðóãèõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (0; +∞) îí ðàâåí n.
Ýòè ôàêòû ñîãëàñóþòñÿ ñ èçâåñòíûìè ñâåäåíèÿìè [6, ñ. 20] î ñêàëÿðíûõ
(E = R) óðàâíåíèÿõ ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì.

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïðèìåíèì ê èññëåäîâàíèþ áîëåå îáùåé çàäà÷è
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(t) = ϕ(t), −h ≤ t < 0, u(0) = u0.
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Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì íåñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈f, g〉 =

� 1

−1

f(x)g(x)w(x) dx+ A1f(1)g(1) +B1f(−1)g(−1)+

+A2f
′(1)g′(1) +B2f

′(−1)g′(−1), (1)
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ãäå w(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ ïî÷òè âñþäó íà [−1, 1] âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, A1,
A2, B1, B2 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî S ñî ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì (1) íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëå-
âà. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ n-é ñòåïåíè ñ ïîëîæèòåëü-
íûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì

{qn(x)} : qn(x) ≡ qn(x;A1, A2, B1, B2) (n = 0, 1, 2, . . . ; x ∈ [−1, 1]),

îðòîíîðìèðîâàííûõ ïî îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ (1).
Ïðîñòðàíñòâî S è ïîëèíîìû qn(x) ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ìíîãèõ èñ-

ñëåäîâàòåëåé â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè òåîðèè ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-
ëèçà, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êâàíòîâîé ìåõàíèêè
è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.

Ïîëèíîìû qn(x) îáëàäàþò ðÿäîì íåîáû÷íûõ ñâîéñòâ: íå óäîâëåòâî-
ðÿþò òðåõ÷ëåííîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ, íóëè èõ ìîãóò íå ïðè-
íàäëåæàòü ïðîìåæóòêó îðòîãîíàëüíîñòè è ò.ä.

Íàïðèìåð, îðòîíîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû qn(x) äëÿ âñåõ n, n =
= 0, 1, 2, . . . , x ∈ [−1, 1], óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

(x3 − 3x)qn(x) = αn+3qn+3(x) + βn+2qn+2(x) + γn+1qn+1(x) + δnqn(x)+

+γnqn−1(x) + βnqn−2(x) + αnqn−3(x), q−3(x) = q−2(x) = q−1(x) ≡ 0,

ãäå lim
n→∞

αn = 1
8 , lim

n→∞
βn = 0, lim

n→∞
γn = −9

8 , lim
n→∞

δn = 0, è ýòîò ïîðÿäîê �

íàèìåíüøèé.
Ïóñòü [c, d] � ïðîèçâîëüíûé ïðîìåæóòîê èç (−1, 1). Îðòîíîðìèðî-

âàííàÿ ñèñòåìà {qn(x)} ïðèíàäëåæèò êëàññó Q([c, d]), åñëè âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ:

1) îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ {qn}∞n=0 ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíà íà [c, d]:

max
c≤x≤d

|qn(x)| ≤ C <∞;

2) äëÿ ðåêóððåíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè âñåõ n = 0, 1, 2, . . . âûïîë-
íÿåòñÿ coîòíîøåíèå

n∑
k=0

(|αk − αk+1|+ |βk − βk+1|+ |γk − γk+1|+ |δk − δk+1|) ≤ C <∞.

Êëàññó Q([c, d] ([c, d] � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò èç (−1, 1)) ïðè-
íàäëåæèò ñèñòåìà ñèììåòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ Ãåãåíáàóýðà �Ñîáîëåâà

{B̂(α)
n (x) ≡ B̂

(α)
n (x;A1, A1, A2, A2)} (n = 0, 1, 2, . . . ; x ∈ [−1, 1]), îðòîíîð-

ìèðîâàííûõ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1): w(x) = (1−x2)α,
α ≥ −1

2 .
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1. Ýêñïîíåíöèàëüíûå ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ
ðÿäîâ Ôóðüå �Ñîáîëåâà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ìíîæåñòâî ôóíêöèé:

R =

{
f(x), x ∈ [−1, 1],

� 1

−1

|f(x)|w(x) dx <∞, f(±1), f ′(±1) ñóùåñòâóþò

}
.

Êàæäîé ôóíêöèè f ∈ R ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðÿä Ôóðüå �
Ñîáîëåâà

f(x) ∼
∞∑
k=0

ck(f)qk(x), ck(f) = 〈f, qk〉, k = 0, 1, 2, . . .

Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíûå ñðåäíèå ðÿäà Ôóðüå �Ñîáîëåâà

Uh(f ;x;u;α) ∼
∞∑
k=0

exp(−huα(k)) ck(f)qk(x).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íà ïðîèçâîëüíîì ïðîìåæóòêå [c, d] ⊂ (−1, 1)
îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ {qn}∞n=0 ïðèíàäëåæèò êëàññó
Q[c, d]) è ïðè êàæäîì h > 0

exp(−huα() lnx = O(1), x→ +∞. (2)

1. Åñëè u() ∈ C2(0,+∞), u′′(x) < 0, x ∈ (0,+∞), 0 < α ≤ 1, òî
ñîîòíîøåíèå

lim
h→0

Uh(f ;x;u;α) = f(x) (3)

èìååò ìåñòî â êàæäîé òî÷êå Ëåáåãà x ∈ (c, d) ôóíêöèè f

f ∈ L2
w(E) ∪ L1

w[c, d], E = [−1, 1]\[c, d].

2. Êðîìå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [−1, 1] è âåñ w(x)
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí íà [c, d], òî ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòå
K ⊂ (c, d) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (3).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è â äîïîëíåíèå
ê (2) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C = Cu,α > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ h > 0,
x ∈ (1,+∞) âûïîëíÿåòñÿ

xh exp(−huα(x)uα−1(x)|u′(x)| ≤ C

è ôóíêöèÿ

V (x) = αhuα(x){[u′(x)]2 − (α− 1)[u′(x)]2 − u(x)u′′(x)]} (α > 0)

èìååò íà (0,+∞) êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé. Òîãäà ïðè âñåõ α > 0 ñïðàâåä-
ëèâû óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 òåîðåìû 1, ñîîòâåòñòâåííî.
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2. Ïîëèíîìèàëüíî-ýêñïîíåíöèàëüíûå ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ

Ïóñòü πn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . , an > 0, � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî-
÷ëåí n-é ñòåïåíè; ââåäåì

Wh(f ;x; Λ) =
∞∑
k=0

exp−hπn(k)) ck(f)pk(x).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 1 è 2.

3. Îáîáùåííîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

Ïóñòü {qn(x)}∞n = 0 � ñèñòåìà ïîëèíîìîâ n-é ñòåïåíè, îðòîíîðìè-
ðîâàííûõ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1), êîòîðûå ïî íåïðå-
ðûâíîé ïåðåìåííîé x ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà D: Dxqn = µnqn(x), n = 0, 1, 2, . . . , µn → −∞,
n→ +∞.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-

âîäíîñòè: ∂u(x,t)
∂t = Dxu(x, t), lim

t→0
u(x, t) = f(x).

Îáùåå ðåøåíèå (â ñìûñëå Ñ. Áîõíåðà) èìååò âèä

u(x, t) =
∞∑
n=0

eµntcn(f)qn(x), cn(f) = 〈f, qn〉 (n = 0, 1, 2, . . . ).

Èçëîæåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü îáîáùåííîå
óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå òåîðåìû 1 è 2 ïî-
ëó÷åíû â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ À. Ä. Íàõìàíîì.
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Ïóñòü C � êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, H(C) � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ
ôóíêöèé â C. Åñëè f ∈ H(C), òî îáîçíà÷èì ÷åðåç n(r) ÷èñëî íóëåé
ôóíêöèè f â êðóãå |z| ≤ r.

Ïðè âñåõ 0 < p < +∞ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êëàññ öåëûõ ôóíêöèé:

Ap
ρ(C) =

f ∈ H(C) :

+∞�

1

(lnM(r, f))p

r1+ρ
dr < +∞

 ,
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