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Ïóñòü M < N � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, è ïóñòü {ϕi}Ni=1 � íàáîð íîð-
ìèðîâàííûõ (‖ϕi‖ = 1) âåêòîðîâ â FM , ãäå ïîëå F ìîæåò áûòü êàê
âåùåñòâåííûì R, òàê è êîìïëåêñíûì C. ×èñëî maxi6=j |〈ϕi, ϕj〉| íàçû-
âàþò êîãåðåíòíîñòüþ íàáîðà {ϕi}Ni=1. Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ âîïðîñàõ
âàæíî íàéòè íàáîð èç N íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ â FM ñ ìèíèìàëü-
íîé êîãåðåíòíîñòüþ. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ñòàâèòñÿ âîïðîñ
îá îïòèìàëüíîì ðàñïîëîæåíèè ïðÿìûõ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå: äëÿ
âåùåñòâåííûõ íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ ϕi è ϕj, |〈ϕi, ϕj〉| = cos θi,j ãäå
θi,j � îñòðûé óãîë ìåæäó ïðÿìûìè, ïîðîæäåííûìè âåêòîðàìè ϕi and
ϕj. Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê íîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ {ϕi}Ni=1 ñ ìèíèìàëü-
íîé êîãåðåíòíîñòüþ ýêâèâàëåíòåí ïîèñêó òàêîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìûõ,
ïðè êîòîðîì ìèíèìàëüíûé óãîë ìåæäó ïàðàìè ïðÿìûõ ïðèíèìàåò ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïàðû M < N êîãåðåíòíîñòü
íàáîðà èç N åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ FM îãðàíè÷åíà ñíèçó: îíà îòëè÷íà îò
íóëÿ, òàê êàê íå ñóùåñòâóåòN îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ â FM , êðîìå
òîãî êîìïàêòíîñòü äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ åäèíè÷íûõ ñôåð èç FM îáåñ-
ïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü êîãåðåíòíîñòè êàê ôóíêöèè îò {ϕi}Ni=1. Õîðîøî
èçâåñòíà íèæíÿÿ îöåíêà Óýë÷à äëÿ êîãåðåíòíîñòè [1, 2].

Òåîðåìà 1. Åñëè M < N , è {ϕi}Ni=1 � ïðîèçâîëüíûå íîðìèðîâàííûå
âåêòîðû â FM , òî √

N −M
M(N − 1)

≤ max
i6=j
|〈ϕi, ϕj〉|.

Ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {ϕi}Ni=1 � ðàâíî-
óãîëüíûé æåñòêèé ôðåéì (ETF) â FM .

Ïî íàáîðó âåêòîðîâ {ϕi}Ni=1 â FM îïðåäåëèì îïåðàòîð ñèíòåçà Φ
M ×N -ìàòðèöåé, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû {ϕi}Ni=1. Îïåðà-
òîð àíàëèçà Φ∗ äëÿ {ϕi}Ni=1 îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé, ñîïðÿæåííîé ê ìàò-
ðèöå îïåðàòîðà ñèíòåçà. Êîìïîçèöèÿ ΦΦ∗ îïðåäåëÿåò ôðåéìîâûé îïåðà-
òîð. Ôîðìèðóÿ êîìïîçèöèþ â äðóãîì ïîðÿäêå, ïîëó÷èì ìàòðèöó Ãðàìa
G = Φ∗Φ, äëÿ êîòîðîé (Φ∗Φ)(i, j) = 〈ϕi, ϕj〉.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò ãðàíòà ÐÔÔÈ 17-01-00138).
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Ñèñòåìà âåêòîðîâ {ϕi}Ni=1. îáðàçóåò æåñòêèé (tight) ôðåéì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ÷èñëî α > 0 òàêîå, ÷òî ΦΦ∗ = αI. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðîêè ìàò-
ðèöû Φ îðòîãîíàëüíû è èìåþò îäèíàêîâûå íîðìû.

Ôðåéì {ϕi}Ni=1 íàçûâàåòñÿ ðàâíîóãîëüíûì, åñëè êàæäûé âåêòîð {ϕi}
èìååò åäèíè÷íóþ íîðìó, è çíà÷åíèÿ ìîäóëåé ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé
|〈ϕi, ϕj〉| ïîñòîÿííû äëÿ ëþáûõ ïàð i 6= j, òàêèì îáðàçîì, äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ìàòðèöû Φ∗Φ ðàâíû 1, à âíåäèàãîíàëüíûå èìåþò îäèíàêî-
âûå ìîäóëè. Ðàâíîóãîëüíûé æåñòêèé ôðåéì (ETF = equiangular tight
frame) � ýòî ôðåéì, êîòîðûé îäíîâðåìåííî æåñòêèé è ðàâíîóãîëüíûé.
Èìåííî íà òàêèõ ôðåéìàõ, è òîëüêî íà íèõ, äîñòèãàåòñÿ ãðàíèöà Óýë÷à.

Ìèíèìàëüíàÿ êîãåðåíòíîñòü ðàâíîóãîëüíûõ æåñòêèõ ôðåéìîâ ñòàëà
ïðè÷èíîé ìíîãèõ ïîëåçíûõ ïðèëîæåíèé òàêèõ ñèñòåì. Êîíñòðóêòèâíûå
ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ETF ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì ïîèñêà ìíîãèõ èññëåäîâà-
òåëåé.

Ïðèìåð ìàòðèöû îïåðàòîðà ñèíòåçà â R6, ñòðîêè êîòîðîé îðòîãîíàëü-
íû, ñòîëáöû íîðìèðîâàíû, è ïàðû ñòîëáöîâ èìåþò îäèíàêîâûå ìîäóëè
ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ïðèâîäèòñÿ íèæå [3]:

Φ =
1√
3


1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

1 1 −1 −1 0 0 0 0 1 1 −1 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 −1 −1 0 0 0 0 1 1 −1 −1

1 −1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 −1 1

0 0 0 0 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 0 0 0 0

.

Âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì â ïîñòðîåíèè ETF âûãëÿäèò ïðè-
ìåíåíèå ìåòîäîâ òåîðèè ãðàôîâ. Îáíàðóæåíà ñâÿçü ìåæäó âåùåñòâåí-
íûìè ETF è ñèëüíî ðåãóëÿðíûìè ãðàôàìè.

Ìàòðèöà ÃðàìàG âåùåñòâåííîãî ETF ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåùåñòâåí-
íóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ðàñïîëîæå-
íû 1, íà âíåäèàãîíàëüíûõ � ± ãðàíèöà Óýë÷à. Òàêàÿ ìàòðèöà âåñüìà
ëåãêî ïåðåâîäèòñÿ â ìàòðèöó ñìåæíîñòè A íåêîòîðîãî ãðàôà.

Ñîîòíîøåíèå G2 = αG ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöà A äîëæíà îáëà-
äàòü äîïîëíèòåëüíûìè ñèììåòðèÿìè. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñìåæíîñòè
ãðàôà ñ V âåðøèíàìè, ò.å. V × V âåùåñòâåííàÿ áèíàðíàÿ (0 − 1) ñèì-
ìåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ñ íóëÿìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ñîîòâåòñòâóþùèé
ãðàô íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà èìååò îäè-
íàêîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí-ñîñåäåé, äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ñóùåñòâóåò
íàòóðàëüíîå k òàêîå, ÷òî A1 = k1, ãäå 1 îáîçíà÷àåò âåêòîð-ñòîëáåö ñ
åäèíè÷íûìè êîîðäèíàòàìè. Òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíûì
ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè (V, k, λ, µ), åñëè êàæäûå äâå ñîñåäíèå
âåðøèíû èìåþò ðîâíî λ îáùèõ ñîñåäåé, à êàæäûå äâå íåñîñåäíèå âåð-
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øèíû èìåþò ðîâíî µ îáùèõ ñîñåäåé. Ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðàô (SRG) ñ
òàêèìè ïàðàìåòðàìè îáîçíà÷àåòñÿ SRG (V, k, λ, µ).

Êàæäûé ETF {ϕi}Ni=1 â RM ïîðîæäàåò SRG c V = N − 1 âåðøèíàìè
è ïàðàìåòðàìè k, λ, çàâèñÿùèìè îò M è N, à òàêæå µ = k/2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé SRG (V, k, λ, µ) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí
â âåùåñòâåííûé ETF.

Ïóñòü B � V × V -ìàòðèöà ñìåæíîñòè äàííîãî ãðàôà, ïðè÷åì µ =
= k/2. Ïîëàãàåì N = V + 1 è îïðåäåëÿåì N × N ìàòðèöó ñìåæíîñòè
ñîîòíîøåíèåì

A =

[
0 1∗

1 B

]
Äàëåå, èñïîëüçóÿ ìàòðèöó A è β ∈ R, îïðåäåëÿåì ìàòðèöó G ñîîò-

íîøåíèåì
G = 2βA + (β + 1)I− βJ.

Ìàòðèöà G ñèììåòðè÷íàÿ, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè åäèíèöû, âíåäèàãî-
íàëüíûå ýëåìåíòû ±β.Ìàòðèöà G ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà íåêîòîðîãî
M ×N ETF ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ M è β.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåíóëåâûå ñèíóñ-ðÿäû ñî ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ ìî-
íîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî íóëåé íà [0, π]
òàêîãî ðÿäà íå ìîæåò èìåòü ìåðó áîëüøå, ÷åì π/3. Ïðè÷åì åñëè ýòî
çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, òî ïî÷òè âñå ìíîæåñòâî íóëåé ëåæèò íà îòðåç-
êå [2π/3, π].

Ïóñòü

f(x) =
∞∑
n=1

an sinnx, a1 > 0, an ↘ 0, (1)

1Ïîëíûé òåêñò ïðåäñòàâëåí â æóðíàë "Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè".
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