
íà [a, b] äëÿ âñåõ n, òî ôóíêöèè fn äëÿ êàæäîãî n è ôóíêöèÿ f àá-
ñîëþòíî èíòåãðèðóåìû ïî Êîëìîãîðîâó �Áèðêãîôó (è, ñëåäîâàòåëüíî,
M-èíòåãðèðóåìû) íà îòðåçêå [a, b] è âåðíî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå
òåîðåìû 1.
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Ìû èçó÷àåì ãëàäêèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ
ôóíêöèé f(z, t), 0 ≤ t ≤ 1, ñ ïåðèîäàìè ω1 = ω1(t) è ω2 = ω2(t), êîòîðûå
èìåþò êðèòè÷åñêèå òî÷êè aj(t) ïîðÿäêà mj, 0 ≤ j ≤ N , è åäèíñòâåííûé
ïîëþñ ïîðÿäêà n â íà÷àëå êîîðäèíàò. Åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
aj(t) 6≡ 0 (modω), 0 ≤ j ≤ N , aj(t) 6≡ ak(t) (modω), j 6= k, ãäå ω �
ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ âåêòîðàìè ω1 è ω2, è

a0(t) + a1(t) + . . .+ aN(t) = 0. (1)

Ïóñòü Aj(t) = f(aj(t), t) � êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(z, t),
ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèì òî÷êàì aj(t). Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íà-
õîæäåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâî-
ðÿþò aj(t) è ïåðèîäû ω1(t) è ω2(t) â ñëó÷àå, êîãäà çàâèñèìîñòè Aj(t) íàì
èçâåñòíû.

Ýòà çàäà÷à èìååò âàæíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî çàäàíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî S = S(t), 0 ≤ t ≤ 1,
êîìïëåêñíûõ òîðîâ, ò. å. êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà
íóëü, ðàçâåòâëåííî íàêðûâàþùèõ ñôåðó Ðèìàíà. Òîãäà èçâåñòíû ïðî-
åêöèè òî÷åê âåòâëåíèÿ Aj(t) ïîâåðõíîñòè S(t) íà êîìïëåêñíóþ ïëîñ-
êîñòü è ñîîòâåòñòâóþùèå êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ mj. Èñêîìàÿ ñèñòåìà

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû �� 17-01-00282 è 17-41-160345).
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ñåìåéñòâî ôóíêöèé
f(z, t), óíèôîðìèçèðóþùèõ ñåìåéñòâî S(t). Åñëè, ê ïðèìåðó, íàì èçâåñò-
íà ôóíêöèÿ f(z, 0), òî ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñ
íà÷àëüíûìè äàííûìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ôóíêöèè f(z, 0), ìû ïîëó÷à-
åì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ ôóíêöèé f(z, t) ïðè âñåõ t ∈ [0; 1]; ïî ýòèì
çíà÷åíèÿì ìîæíî âîññòàíîâèòü è ñàìè ýòè ôóíêöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïî çàäàííûì ïðîåêöèÿì òî÷åê âåòâëåíèÿ è èõ êðàòíî-
ñòÿì ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì. Íà ýòî âïåðâûå îáðàòèë âíèìàíèå Ãóðâèö [1, 2]. Ñðåäè ðå-
çóëüòàòîâ ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà íåýêâèâàëåíòíûõ íàêðûòèé ñ çàäàííûì
òèïîì âåòâëåíèÿ óïîìÿíåì ðåçóëüòàòû À. Ä. Ìåäíûõ [3, 4], ñì. òàêæå
[5�7]. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ðî-
äà íóëü çàäà÷à, àíàëîãè÷íàÿ ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü, áûëà ðåøåíà íàìè
â [8] äëÿ ñëó÷àÿ ïîëèíîìîâ è â [9] äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Ñëó÷àé
ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ïðîñòûìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ íàä êîíå÷íîé
÷àñòüþ ïëîñêîñòè è åäèíñòâåííûì ïîëþñîì áûë èññëåäîâàí â [10]. Çäåñü
ìû îáîáùàåì ðåçóëüòàòû ýòîé ñòàòüè íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ êðàòíî-
ñòåé âåòâëåíèÿ; ïðè ýòîì, êàê è â [10], ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëþñ ó ôóíêöèé
f(z, t) îäèí è ðàñïîëàãàåòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé Âåéåðøòðàññà è ââå-
äåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ.

Îäíîé èç îñíîâíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ P-ôóíêöèÿ
Âåéåðøòðàññà

P(z) =
1

z2
+
∑′

[
1

(z − ω)2
− 1

ω2

]
.

Êàê ïðèíÿòî â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, çíàê ¾øòðèõ¿ ó ñóììû
(ïðîèçâåäåíèÿ) îçíà÷àåò, ÷òî ýòà ñóììà (ïðîèçâåäåíèå) áåðåòñÿ ïî âñåì
íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ω ðåøåòêè ω. Â îêðåñòíîñòè íóëÿP-ôóíêöèÿ èìå-
åò ðàçëîæåíèå

P(z) =
1

z2
+
g2

20
z2 +

g3

28
z4 + . . . ,

ãäå g2 è g3 � òàê íàçûâàåìûå èíâàðèàíòû Âåéåðøòðàññà, îïðåäåëÿåìûå
ðàâåíñòâàìè

g2

60
=
∑′ 1

ω4
,

g3

140
=
∑′ 1

ω6
.

Äçåòà-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà

ζ(z) =
1

z
+
∑′

[
1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

]
îáëàäàåò ñâîéñòâàìè: ζ ′(z) = −P(z),

ζ(z + ωk) = ζ(z) + ηk, k = 1, 2,

211



ãäå ηk = 2ζ(ωk/2). Îáîçíà÷èì ζ̃(z) = ζ(z) − 1/z. Ýòà ôóíêöèÿ èìååò
óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàçëàãàåòñÿ â îêðåñòíîñòè
íóëÿ â ñòåïåííîé ðÿä

ζ̃(z) = − g2

60
z3 − g3

140
z5 + . . .

Íàêîíåö, ñèãìà-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà

σ(z) = z
∏′

{(
1− z

ω

)
exp

(
z

ω
+

z2

2ω2

)}
ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé öåëîé ôóíêöèåé, îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè:

σ′(z)

σ(z)
= ζ(z), σ(z + ω) = εσ(z)eη(z+ω/2),

ãäå η = mη1 +nη2, åñëè ω = mω1 +nω2, ε = 1, åñëè ω/2 ∈ ω; â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ε = −1 . Îáîçíà÷èì σ̃(z) = z/σ(z). Ýòà ôóíêöèÿ èìååò óñòðàíè-
ìóþ îñîáåííîñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàçëàãàåòñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ
â ðÿä

σ̃(z) = 1 +
g2

240
z4 +

g3

840
z6 + . . .

Íàì òàêæå áóäåò íåîáõîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò èç [10], äàþùèé
âûðàæåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè lnσ(z) = lnσ(z;ω1, ω2) ïî
ïåðåìåííûì ω1, ω2.

Òåîðåìà 1. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

∂ lnσ(z)

∂ω1
=

1

2πi

[
1

2
ω2(P(z)− (ζ(z))2) + η2(zζ(z)− 1) + ω2

g2

24
z2

]
,

∂ lnσ(z)

∂ω2
= − 1

2πi

[
1

2
ω1(P(z)− (ζ(z))2) + η1(zζ(z)− 1)− ω1

g2

24
z2

]
.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê çàäà÷å îá îïèñàíèè ïàðàìåòðîâ óíèôîðìèçèðóþ-
ùèõ ôóíêöèé ïî òðàåêòîðèÿì êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé Aj(t). Ïðîèçâîäíàÿ
f ′(z, t) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

f ′(z, t) = c

N∏
j=0

σmj(z − aj)

σn+1(z)
, (2)

ãäå aj = aj(t), c = c(t) 6= 0 � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî,
N∑
j=0

mj = n.
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Ïîñêîëüêó ìû ðåøàåì çàäà÷ó óíèôîðìèçàöèè, äîïîëíèòåëüíûì ëè-
íåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïëîñêîñòè z ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ω1(t) ≡ 1,
0 ≤ t ≤ 1, à ñäâèãîì â ïëîñêîñòè îáðàçà � ÷òîáû A0(t) = 0, 0 ≤ t ≤ 1.
Ýòî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè, è â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü ýòè
óñëîâèÿ âûïîëíåííûìè.

Îáîçíà÷èì

Gk(z) =
σn+1(z)

n∏
j=0,j 6=k

σmj(z − aj)
, G̃k(z) = Gk(z) (σ̃(z − ak))mk .

Òåîðåìà 2. Ðàññìîòðèì ãëàäêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé âèäà (2) ñ ïåðèîäàìè ω1 = 1 è ω2 = ω2(t).
Ïóñòü Ak = Ak(t) � êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(z, t), ñîîò-
âåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèì òî÷êàì ak = ak(t), ïðè÷åì A0(t) = 0,
0 ≤ t ≤ 1. Òîãäà ak, 1 ≤ k ≤ N , ω2 è ïàðàìåòð c óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùåé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ȧk =
1

c

[
Ȧk

mk!

(
G̃

(mk)
k (ak)−mk

∂mk−1

∂ξmk−1
G̃k(ξ)[ζ(ξ)− ζ̃(ξ − ak)− η1ak]

∣∣∣∣∣
ξ=ak

)
−

−
n∑

j=1,j 6=k

Ȧj

(mj − 1)!

∂mj−1

∂ξmj−1
G̃j(ξ) [ζ(ξ)− ζ(ξ − ak)− η1ak]

∣∣∣∣
ξ=aj

 ,
ω̇2 =

2πi

c

n∑
k=1

Ȧk
G̃

(mk−1)
k (ak)

(mk − 1)!
,

ċ/c = −
N∑
j=0

mj

[
ζ(aj)ȧj + ω̇2

∂ lnσ(aj)

∂ω2

]
+

+ n
n∑
k=1

Ȧk

(mk − 1)!

∂mk−1

∂ξmk−1
G̃k(ξ) [P(ξ) + η1]

∣∣∣
ξ=ak

,

ãäå ïðîèçâîäíàÿ ∂ lnσ/∂ω2 ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ âòîðîãî
ðàâåíñòâà èç òåîðåìû 1.

Çäåñü òî÷êà ñâåðõó áóêâû îçíà÷àåò îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïî ïàðàìåòðó t. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñëå íàõîæäåíèÿ ak, 1 ≤ k ≤ N ,
ïàðàìåòð a0 ëåãêî íàõîäèòñÿ ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (1).
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Ïóñòü Pn � îðòîãîíàëüíûé ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà ñòåïåíè n è En+1 �
ìíîãî÷ëåí Ñòèëòüåñà ñòåïåíè n + 1, îïðåäåëåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïî-
ñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ óñëîâèåì

1�

−1

En+1(x)Pn(x)xkdx = 0, k = 0, 1, . . . , n, n ≥ 1.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî íóëè {ξi,n+1}n+1
i=1 ìíîãî÷ëåíà En+1 ÿâëÿ-

þòñÿ ïðîñòûìè, äåéñòâèòåëüíûìè è ëåæàò â (−1, 1). Â [2] óñòàíîâëåíî,
÷òî êîíñòàíòû Ëåáåãà èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðîöåññà Ëàãðàíæà ñ óçëà-
ìè {ξi,n+1} èìåþò îïòèìàëüíûé ëîãàðèôìè÷åñêèé ïîðÿäîê ðîñòà ïîäîá-
íî èíòåðïîëÿöèîííûì êîíñòàíòàì Ëåáåãà äëÿ óçëîâ ×åáûøåâà. Òàì æå
ïîêàçàíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå íóëåé ìíîãî÷ëåíîâ {En+1} ïîä÷èíÿåòñÿ çà-
êîíó àðêêîñèíóñà. Êðîìå òîãî, áûëî îáíàðóæåíî [3], ÷òî óçëû {ξi,n+1}
èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë (ôîðìóëà Ãàóñ-
ñà �Êðîíðîäà). Óêàçàííûå ôàêòû îáóñëîâèëè èíòåðåñ ðÿäà àâòîðîâ (ñì.
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