
� íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f â ïðîñòðàíñòâå Ap,α ïîñðåäñòâîì
ìíîæåñòâà Pn.

Òåîðåìà 2. Åñëè f ∈ Ap,α(D), 0 < p < ∞, α > 0 è ïðè íåêîòîðîì
s ∈ N

∞∑
n=1

1

n

(
nsEn(f)Ap,α

)min{p, 1}
<∞,

òî f [s] ∈ Ap,α(D).

Òåîðåìû 1 è 2 äëÿ ñëó÷àÿ α = 1− 1/p áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå â [4].
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Êëàññ èçìåðèìûõ ïî Ðèìàíó ôóíêöèé, ââåä¼ííûé â [2], åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé èíòåãðàëà
Ðèìàíà äëÿ âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Â íàñòîÿùåé çàìåòêå èçó÷àåò-
ñÿ âîïðîñ î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ïî
Ðèìàíó è èíòåãðèðóåìûõ ïî Õåíñòîêó âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ è îáî-
çíà÷åíèÿ. Ïóñòü X � äåéñòâèòåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è [a, b] åñòü
ôèêñèðîâàííûé íåâûðîæäåííûé îòðåçîê äåéñòâèòåëüíîé îñè. Íà ïðî-
òÿæåíèè âñåé ðàáîòû I è E áóäóò îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíûé íåâûðîæ-
äåííûé ïîäîòðåçîê è ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâî
îòðåçêà [a, b] ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà
E áóäåò íàçûâàòüñÿ ìàñøòàáîì íà ìíîæåñòâå E. Íàêîíåö, µ îáîçíà÷àåò
ìåðó Ëåáåãà íà äåéñòâèòåëüíîé îñè.
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Íàïîìíèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò âåêòîðíîçíà÷íûõ
ôóíêöèé, áàçèðóþùèåñÿ íà èíòåãðàëüíûõ ñóììàõ Ðèìàíà.

Ðàçáèåíèå Ìàêøåéíà îòðåçêà [a, b] åñòü êîíå÷íûé íàáîð ïàð îòðåçîê-
òî÷êà {(Ik, tk)}Kk=1 òàêîé, ÷òî {Ik}Kk=1 âçàèìíî íå ïåðåêðûâàþòñÿ, ïîêðû-
âàþò îòðåçîê [a, b], à tk ∈ [a, b] äëÿ êàæäîãî k. Ðàçáèåíèå Ìàêøåéíà
íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì Õåíñòîêà åñëè tk ∈ Ik äëÿ âñåõ k. Ðàçáèåíèå
Ìàêøåéíà (Õåíñòîêà) îòðåçêà [a, b] íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííûì ñ ìàñ-
øòàáîì δ íà [a, b] åñëè Ik ⊂ (tk − δ(tk), tk + δ(tk)) äëÿ âñåõ k.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f : [a, b]→ X íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
ïî Ìàêøåéíó (Õåíñòîêó) íà [a, b], ñ èíòåãðàëîì Ìàêøåéíà (Õåíñòîêà)
w ∈ X, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ìàñøòàá δ íà [a, b] òàêîé, ÷òî
íåðàâåíñòâî ∥∥∥∥ K∑

k=1

f(tk)µ(Ik)− w
∥∥∥∥ < ε

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ Ìàêøåéíà (Õåíñòîêà) {(Ik, tk)}Kk=1

îòðåçêà [a, b], ñîãëàñîâàííîãî ñ δ.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ M-èíòåãðèðóåìîé (H-èíòåãðèðóåìîé) íà
[a, b] åñëè îíà èíòåãðèðóåìà ïî Ìàêøåéíó (Õåíñòîêó) íà [a, b] êàæäî-
ìó ε > 0 â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà Ìàêøåéíà (Õåíñòîêà) îò ôóíêöèè f
ïî [a, b] ñîîòâåòñòâóåò èçìåðèìûé ìàñøòàá δ.

Ðàçáèåíèåì Áèðêãîôà ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûé
íàáîð Π = {Ek} ïîïàðíî íå ïðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ïîêðûâàþùèõ E.
Ïóñòü Γ è Π ñóòü äâà ðàçáèåíèÿ Áèðêãîôà ìíîæåñòâà E. Ðàçáèåíèå Γ
èçìåëü÷àåò ðàçáèåíèå Π åñëè êàæäîå ìíîæåñòâî èç Γ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà èç Π.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f : E → X íàçûâàåòñÿ (àáñîëþòíî) èí-
òåãðèðóåìîé ïî Êîëìîãîðîâó �Áèðêãîôó íà E, c (àáñîëþòíûì) èíòå-
ãðàëîì Êîëìîãîðîâà �Áèðêãîôà w ∈ X, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàé-
äåòñÿ ðàçáèåíèå Áèðêãîôà Π ìíîæåñòâà E òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðàç-
áèåíèÿ Áèðêãîôà Γ = {Ek}, èçìåëü÷àþùåãî Π, äëÿ âñåõ tk ∈ Ek ðÿä∑
k

f(tk)µ(Ek) áåçóñëîâíî (àáñîëþòíî) ñõîäèòñÿ è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî ∥∥∥∥∑
k

f(tk)µ(Ek)− w
∥∥∥∥ < ε.

Â ðàáîòå [4] ïîêàçàíî, ÷òî èíòåãðàë Êîëìîãîðîâà �Áèðêãîôà è
M-èíòåãðàë ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f : [a, b] → X íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé
ïî Ðèìàíó íà E åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäóòñÿ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
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F ⊂ E, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ µ(E\F ) < ε, è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ
òàêèå, ÷òî íåðàâåíñòâî∥∥∥∥ K∑

k=1

{f(tk)− f(t′k)} · µ(Ik)

∥∥∥∥ < ε

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî íàáîðà {Ik}Kk=1 ïîïàðíî íåïåðåêðû-
âàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñ óñëîâèåì max

1≤k≤K
µ(Ik) < δ è äëÿ âñåõ tk, t

′
k ∈ Ik ∩ F .

Äàííîå ïîíÿòèå èçìåðèìîñòè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì äëÿ èíòåãðà-
ëîâ ðèìàíîâñêîãî òèïà îò âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé òàê êàê â ðàáîòå
[2] ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ èçìåðèìàÿ ïî Ðèìàíó îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ
M-èíòåãðèðóåìà, à òàêæå, ÷òî âåêòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ M-èíòåãðè-
ðóåìà (H-èíòåãðèðóåìà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èíòåãðèðóåìà
ïî Ìàêøåéíó (Õåíñòîêó) è èçìåðèìà ïî Ðèìàíó.

Äëÿ èíòåãðàëà Êîëìîãîðîâà �Áèðêãîôà èçâåñòíî íåñêîëüêî ïðåäåëü-
íûõ òåîðåì (ñì., íàïðèìåð, [3]), îäíàêî èõ äîêàçàòåëüñòâà äîâîëüíî
ñëîæíû, à óñëîâèÿ òðóäíî ïðîâåðèòü â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ. Êîìå òîãî, â
ðàáîòå [3] ïîñòðîåí ïðèìåð îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé
èíòåãðèðóåìûõ ïî Êîëìîãîðîâó �Áèðêãîôó ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â
ïðîñòðàíñòâå c0(c), ñõîäÿùåéñÿ ïîòî÷å÷íî ê íå èíòåãðèðóåìîé ïî Êîëìî-
ãîðîâó �Áèðêãîôó è, ñëåäîâàòåëüíî, íå èçìåðèìîé ïî Ðèìàíó ôóíêöèè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïî÷òè
ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ïî Ðèìàíó ôóíê-
öèé ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ïî Ðèìàíó ôóíêöèåé.

Ïðèâîäèìûå íèæå óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè òåîðåìû îá
îãðàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèè fn : [a, b]→ X, n ∈ N, H-èíòåãðèðóåìû
íà [a, b]. Äîïóñòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ ïî÷òè ðàâ-
íîìåðíî ê ôóíêöèè f íà [a, b]. Åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ èí-
òåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ ϕ òàêàÿ, ÷òî ‖fm − fn‖ ≤ ϕ íà [a, b]
äëÿ âñåõ m è n, òî ôóíêöèÿ f H-èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] è âû-
ïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

sup
t∈[a,b]

∥∥∥� t

a

(fn − f)
∥∥∥→ 0 ïðè n→∞.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ôóíêöèè fn : [a, b] → X, n ∈ N, èçìåðèìû ïî
Ðèìàíó íà [a, b]. Äîïóñòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ
ïî÷òè ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè f íà [a, b]. Åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðèöà-
òåëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ ϕ òàêàÿ, ÷òî ‖fn‖ ≤ ϕ
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íà [a, b] äëÿ âñåõ n, òî ôóíêöèè fn äëÿ êàæäîãî n è ôóíêöèÿ f àá-
ñîëþòíî èíòåãðèðóåìû ïî Êîëìîãîðîâó �Áèðêãîôó (è, ñëåäîâàòåëüíî,
M-èíòåãðèðóåìû) íà îòðåçêå [a, b] è âåðíî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå
òåîðåìû 1.
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Ìû èçó÷àåì ãëàäêèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ
ôóíêöèé f(z, t), 0 ≤ t ≤ 1, ñ ïåðèîäàìè ω1 = ω1(t) è ω2 = ω2(t), êîòîðûå
èìåþò êðèòè÷åñêèå òî÷êè aj(t) ïîðÿäêà mj, 0 ≤ j ≤ N , è åäèíñòâåííûé
ïîëþñ ïîðÿäêà n â íà÷àëå êîîðäèíàò. Åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
aj(t) 6≡ 0 (modω), 0 ≤ j ≤ N , aj(t) 6≡ ak(t) (modω), j 6= k, ãäå ω �
ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ âåêòîðàìè ω1 è ω2, è

a0(t) + a1(t) + . . .+ aN(t) = 0. (1)

Ïóñòü Aj(t) = f(aj(t), t) � êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(z, t),
ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèì òî÷êàì aj(t). Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íà-
õîæäåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâî-
ðÿþò aj(t) è ïåðèîäû ω1(t) è ω2(t) â ñëó÷àå, êîãäà çàâèñèìîñòè Aj(t) íàì
èçâåñòíû.

Ýòà çàäà÷à èìååò âàæíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî çàäàíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî S = S(t), 0 ≤ t ≤ 1,
êîìïëåêñíûõ òîðîâ, ò. å. êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà
íóëü, ðàçâåòâëåííî íàêðûâàþùèõ ñôåðó Ðèìàíà. Òîãäà èçâåñòíû ïðî-
åêöèè òî÷åê âåòâëåíèÿ Aj(t) ïîâåðõíîñòè S(t) íà êîìïëåêñíóþ ïëîñ-
êîñòü è ñîîòâåòñòâóþùèå êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ mj. Èñêîìàÿ ñèñòåìà

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû �� 17-01-00282 è 17-41-160345).
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