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Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì

Tn(t) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt) ,

êîòîðûé îïðåäåë¼í íà äåéñòâèòåëüíîé îñè è èìååò ïîðÿäîê íå âûøå ÷åì
n. Ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ èçó÷åíû äîñòàòî÷íî òùà-
òåëüíî â ðàçëè÷íûõ àñïåêòàõ àíàëèçà. Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ýòèõ
ïîëèíîìîâ ÿâëÿåòñÿ, òî ÷òî åãî íîðìà â îñíîâíûõ êëàññè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ C è Lp íå çàâèñèò îò ñäâèãà àðãóìåíòà. Ýòî äà¼ò îñíîâàíèå
ïîëó÷àòü òî÷íûå íåðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ äîâîëüíî ïðîñòûõ, íî òåì íå
ìåíåå èçÿùíûõ ìåòîäîâ, ïðè÷¼ì ìíîãèå çàäà÷è àíàëèçà íà êëàññàõ ïðå-
ðåîäè÷åñêèõ ôóíêöèé áàçèðóþòñÿ íà ýòèõ íåðàâåíñòâàõ. Ïðè ýòîì, îñî-
áóþ ðîëü èãðàþò íåðàâåíñòâà äàþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íîðìîé ïðî-
èçâîäíîé ïîëèíîìà ÷åðåç íîðìó (âîîáùå ìîæåò è â äðóãîì ïðîñòðàíñòâå)
ñàìîãî ïîëèíîìà. Ðàññìîòðèì îäíî èç òàêèõ ñîîòíîøåíèé.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ�2020¿.
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Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]),

‖T ′n‖Lp[0 ,2π] 6 n ‖Tn‖Lp[0 ,2π] 0 < p 6∞ . (1)

Äëÿ p = ∞ ýòî ñîîòíîøåíèå áûëî âïåðâûå ïîëó÷åíî Ñ. Í. Áåðíøòåé-
íîì [2]. Â 1940 ãîäó À. Çèãìóíä îáîáùèë íåðàâåíñòâî (1) íà ñëó÷àé
1 6 p 6 ∞, à â 1980 ãîäó Â. Â. Àðåñòîâ [3] � íà îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà p. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî ìíîæåñòâî îáîáùåíèé ýòîãî
íåðàâåíñòâà â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ (öåëûå ôóíêöèè, ïðîñòðàíñòâà
Ëåáåãà è äð.). Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ î ñîîòíîøåíèè (1) öåëåñîîáðàçíî
ãîâîðèòü, êàê î íåðàâåíñòâå Áåðíøòåéíà � Çèãìóíäà �Àðåñòîâà, à íà-
ñòîÿùàÿ çàìåòêà ïîñâÿùåíà îäíîìó òàêîìó àíàëîãó ýòîãî íåðàâåíñòâà â
ïðîñòðàíñòâå Áåðãìàíà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â êðóãå.

Ïóñòü m2 � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, D �
åäèíè÷íûé êðóã â C, Pn � ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè íå âûøå n.

×åðåç Ap,α(D), p > 0, α > 0 îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Áåðãìàíà àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé f â D, íàäåë¼ííûõ êîíå÷íîé êâàçèíîðìîé ‖f‖p,α
(íîðìîé ïðè 1 6 p <∞). Èìåííî

‖f‖p,α =

 �

D

(
1− |ξ|2

)pα−1 |f(ξ)|p dm2(ξ)

 1
p

<∞.

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ Ap,α(D) ïîëîæèì f [1](z) := izf ′ (z) è f [s] (z) :=

=
(
f [s−1] (z)

)[1]
ïðè s = 2, 3, ... . Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè z = r eiφ, òî

f [s] (z) =
dsf

(
r eiφ

)
dφs

.

Cëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (1) äëÿ ïðîñòðàíñòâ
Áåðãìàíà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 < p <∞, s = 1, 2, 3, ..., Pn ∈ Pn. Òîãäà∥∥∥P [s]
n

∥∥∥
p,α
6 ns ‖Pn‖p,α . (2)

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì è â êà÷åñòâå ïðèëî-
æåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã îáðàòíîé òåîðåìû.

Äëÿ f ∈ Ap,α(D) ââåä¼ì

En(f)Ap,α = inf
Pn∈Pn

‖f − Pn‖p,α , n = 0, 1, 2, ... ,
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� íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f â ïðîñòðàíñòâå Ap,α ïîñðåäñòâîì
ìíîæåñòâà Pn.

Òåîðåìà 2. Åñëè f ∈ Ap,α(D), 0 < p < ∞, α > 0 è ïðè íåêîòîðîì
s ∈ N

∞∑
n=1

1

n

(
nsEn(f)Ap,α

)min{p, 1}
<∞,

òî f [s] ∈ Ap,α(D).

Òåîðåìû 1 è 2 äëÿ ñëó÷àÿ α = 1− 1/p áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå â [4].
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Êëàññ èçìåðèìûõ ïî Ðèìàíó ôóíêöèé, ââåä¼ííûé â [2], åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé èíòåãðàëà
Ðèìàíà äëÿ âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Â íàñòîÿùåé çàìåòêå èçó÷àåò-
ñÿ âîïðîñ î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ïî
Ðèìàíó è èíòåãðèðóåìûõ ïî Õåíñòîêó âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ è îáî-
çíà÷åíèÿ. Ïóñòü X � äåéñòâèòåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è [a, b] åñòü
ôèêñèðîâàííûé íåâûðîæäåííûé îòðåçîê äåéñòâèòåëüíîé îñè. Íà ïðî-
òÿæåíèè âñåé ðàáîòû I è E áóäóò îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíûé íåâûðîæ-
äåííûé ïîäîòðåçîê è ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâî
îòðåçêà [a, b] ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà
E áóäåò íàçûâàòüñÿ ìàñøòàáîì íà ìíîæåñòâå E. Íàêîíåö, µ îáîçíà÷àåò
ìåðó Ëåáåãà íà äåéñòâèòåëüíîé îñè.
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