
â ÷àñòíîñòè

|f(x)− Sn(lfr , x)| ≤ c(ϕ) lnn

nr+1
, m = n

r+1
2 , n→∞.
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Ïóñòü G îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ãðàíèöåé Γ �
çàìêíóòîé ñïðÿìëÿåìîé æîðäàíîâîé êðèâîé; γ1 � ïðîèçâîëüíîå èçìåðè-
ìîå ïîäìíîæåñòâî Γ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, è γ0 � äîïîëíåíèå γ1 äî Γ,
ò.å., γ0 := Γ \ γ1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(G) = H∞(G) ïðîñòðàíñòâî Õàð-
äè àíàëèòè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé â G. Ðàññìîòðèì êëàññ Q
ôóíêöèé f èç H(G) òàêèõ, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖f‖L∞(γ0) ≤ 1.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ãðèíà îáëàñòè G ïî âíåøíåé íîðìàëè ê êðè-
âîé Γ íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû îòíîñèòåëüíî G è
òî÷êè z, êîòîðóþ îáîçíà÷èì P (z, ζ). Ñîîòâåòñòâåííî, ãàðìîíè÷åñêàÿ ìå-
ðà w(z, γ,G) èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà γ ãðàíèöû Γ îòíîñèòåëüíî îáëà-
ñòè G è òî÷êè z âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé w(z, γ,G) =

�
γ

P (z, ζ) |dζ|.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
Ïóñòü äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè f èç êëàññà Q íà γ1 çàäàíà ôóíêöèÿ
q ∈ L∞(γ1) òàêàÿ, ÷òî ‖f−q‖L∞(γ1) ≤ δ.Ìû õîòèì âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå
ïðîèçâîäíîé f ′(z0), z0 ∈ G, ïî q íàèëó÷øèì (îïòèìàëüíûì) ìåòîäîì.
Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà R ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ, èç êîòîðûõ âûáèðà-
åòñÿ îïòèìàëüíûé, ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâî O âñåõ ôóíêöèîíàëîâ
íà L∞(γ1), èëè B îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ, èëè L ëèíåéíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ. Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñëåäóþùàÿ. Äëÿ ÷èñëà δ ≥ 0 è
ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ T ∈ R, âåëè÷èíà

U(T, δ) := sup
{
|f ′(z0)− Tq| : f ∈ Q, q ∈ L∞(γ1), ‖f − q‖L∞(γ1) ≤ δ

}
1Ïðîãðàììû ïîâûøåíèÿ êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè ÓðÔÓ (ïîñòàíîâëåíèå �211 Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ

îò 16.03.2013, êîíòðàêò �02.A03.21.0006 îò 27.08.2013).
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åñòü ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå z0 íà
êëàññå Q ïî ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè íà γ1, çàäàííûì ñ ïîãðåø-
íîñòüþ δ îòíîñèòåëüíî íîðìû L∞(γ1). Òîãäà

ER(δ) := inf {U(T, δ) : T ∈ R} (1)

åñòü âåëè÷èíà îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå z0 ñ
ïîìîùüþ ìåòîäîâ R íà êëàññå Q ïî ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì íà γ1, çàäàí-
íûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ.

Ïóñòü w � ôóíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè G, çíà÷åíèå êîòîðîé
â òî÷êå z îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì w(z) := w(z, γ1, G). Ââåäåì îáîçíà-
÷åíèÿ α = ω(z0) è β = 1 − ω(z0); êðîìå òîãî, κ = κ(z0), ν = ν(z0) è
t = t(z0) äëÿ äëèíû, íàïðàâëåíèÿ è àðãóìåíòà ãðàäèåíòà w; ò.å.

κ =
∣∣∇w(z0)

∣∣ , ν = ∇w(z0)/
∣∣∇w(z0)

∣∣, ν = (cos t, sin t).

Ïóñòü g ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, îäíîëèñòíî îòîáðàæàþùåé îáëàñòü G íà
åäèíè÷íûé êðóã è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì g(z0) = 0, g′(z0) > 0. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì η(z0) =
2g′(z0)/κ(z0), ïðè κ(z0) 6= 0, è ðàâíóþ +∞ èíà÷å.

Äëÿ δ ≥ 0 îïðåäåëèì fδ ôóíêöèþ Ñåã¼ (ôóíêöèþ ìàêñèìàëüíîãî
ìîäóëÿ) ðàâåíñòâîì

fδ(z) := exp (uδ(z) + ivδ(z)) , z ∈ G,

â êîòîðîì ôóíêöèÿ uδ(z) = ln δ w(z), à vδ(z) = ln δ v(z), ãäå v ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííîé w. Äëÿ δ ≥ 0 è z0 ∈ G, óäîâëåòâîðÿþùèì
óñëîâèþ | ln δ| < η(z0), îïðåäåëèì â îáëàñòè G ôóíêöèþ

Fδ(z) :=
g(z)− g0

1− g(z) g0
fδ(z), g0 := −eitκ(z0) ln δ

2g′(z0)
= −eit ln δ

η(z0)
.

Ïðè δ ≥ 0 è z0 ∈ G, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó | ln δ| ≥ η(z0), îïðå-
äåëèì íà ïðîñòðàíñòâå L∞(γ1) ôóíêöèîíàë

(T 1
δ f)(z) := e−it

�
γ1

Jz0
(ζ)

fδ(z0)

fδ(ζ)
f(ζ) |dζ|,

ãäå

Jz0
(ζ) =

∂P

∂ν
(z0, ζ) + ln δ κ(z0)P (z0, ζ).

Îòäåëüíî âûäåëèì ñëó÷àé δ = 1, êîãäà ln δ = 0 è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
F1 = g. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë T 1

1 ðàâåíñòâîì

T 1
1 f :=

�
γ1

P (z0, ζ)
g′(z0)

g(ζ)
f(ζ) |dζ|.
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Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âåëè÷èí îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ (1) ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(I) Â ñëó÷àå | ln δ| ≥ η(z0) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

EO(δ) = EB(δ) = EL(δ) = κ(z0) δ
α | ln δ|.

Ýêñòðåìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âèäà cfδ, |c| = 1, è îïòèìàëüíûì
ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ â çàäà÷å (1) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë T 1

δ .
(II) Â ñëó÷àå | ln δ| < η(z0) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

EO(δ) = EB(δ) = EL(δ) = κ(z0) δ
α 1

2

(
η(z0) +

ln2 δ

η(z0)

)
.

Ýêñòðåìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âèäà cFδ, |c| = 1.
(III) Ïðè δ = 1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

EO(1) = EB(1) = EL(1) = g′(z0).

Ýêñòðåìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè âèäà cg, |c| = 1, è îïòèìàëüíûì
ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ â çàäà÷å (1) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë T 1

1 .

Çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ [1]. Áëèçêèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè
Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå è êîëüöå, ðàññìàòðè-
âàëèñü â ðàáîòàõ [2], [3].
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