
ï.â. t ∈ (0, t0), t0 = τ(x0, ∂D), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (ψ(t))s(n−1)

(ψ′(t))s(n−1)−1 ≤
≤ cts(n−1)Φ′s(t), ãäå ïîñòîÿííàÿ c çàâèñèò òîëüêî îò n è îò s.

Ëåììà 2. Åñëè f : D → Rn � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ñ s-óñ-
ðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé, òî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈ D ïðè
âñåõ r < η, ãäå η = min{1, τ 2(x0, ∂D)} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

inf f(Bn(x0, r)) ≤ K ln−s(n−1)
(

1
r

)
, ãäå Bn(x0, r) = {x : |x − x0| ≤ r}, à

ïîñòîÿííàÿ K çàâèñèò òîëüêî îò n è îò s è âåëè÷èíû Φs(D).

Òåîðåìà 1. Åñëè ìíîæåñòâî G îãðàíè÷åíî, òî ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî Mβ(Γ) = (inf mn−1S)β

[m(G\E)]β−1 , ãäå m(G \ E) îçíà÷àåò n-ìåðíóþ ìåðó

Ëåáåãà ìíîæåñòâà G \ E.
Ïðè β = n ýòî íåðàâåíñòâî äîêàçàíî â [5].

Òåîðåìà 2. Åñëè f : D → Rn � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ñ s-óñ-
ðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x0 ∈ D è äëÿ
ïî÷òè âñåõ r < η, ãäå η = min{1, τ 2(x0, ∂D)} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
mf(Bn(x0, t)) ≤ K ln−s(n−1)

(
1
r

)
, ãäå Bn(x0, r) = {x : |x − x0| ≤ r}, à

ïîñòîÿííàÿ K çàâèñèò òîëüêî îò n è âåëè÷èíû Ψs(t).
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Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ïðîñòðàíñòâîì Ëåáåãà, Lp, 0 < p <∞, èçìåðè-
ìûõ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T = {z : |z| = 1}
ñ êîíå÷íîé êâàçèíîðìîé (íîðìîé ïðè 1 < p <∞)

‖f‖Lp =

 1

2π

�

T

|f(z)|p|dz|

1/p

, 0 < p <∞.

Ïóñòü an = a1, a2, ..., an íàáîð èç n êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ëåæàùèõ â
åäèíè÷íîì êðóãå D = {z : |z| < 1}. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ñ
íóëÿìè â òî÷êàõ a1, a2, ..., an :

bn(z) =
n∏
k=1

z − ak
1− ākz

.

Äëÿ êðàòêîñòè ìû òàêæå ââåäåì îáîçíà÷åíèå

λ(α) =
2α−1

√
π
·

Γ(α2 )

Γ(α2 + 1
2)
, α > 0,

ãäå Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Â ðàáîòå [1] àâòîðîì áûëà íàéäåíà òî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ â âåðõíåé îöåí-

êå äëÿ s-îé ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå, s ∈ N \ {1}, â ïðîñòðàí-
ñòâå L1/s. À èìåííî äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 1. Äëÿ n ∈ N è s ∈ N \ {1} èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
an

‖b(s)
n ‖L1/s

= s!λs(1/s) · ns.

Â ðàáîòå [1] ïîëó÷åíû òàêæå îöåíêè ñíèçó äëÿ s-îé ïðîèçâîäíîé ïðî-
èçâåäåíèÿ Áëÿøêå, s ∈ N \ {1}, â ïðîñòðàíñòâå L1/s. À èìåííî äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Äëÿ n, s ∈ N, n ≥ s ≥ 2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

inf
an
‖b(s)

n ‖L1/s
>
πs−1(s− 1)((s− 2)!)s

23s−1(s! + 1)s · ss−1
· (n− (s− 1))s.

Çäåñü íàìè ïîëó÷åíû íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè ‖b(s)
n ‖Lp, s ∈ N, p ∈

∈ (0,∞) \ {1/s}. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òåîðåìàõ 3�7.

Òåîðåìà 3. Äëÿ n, s ∈ N è 1/s < p <∞ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
an

‖b(s)
n ‖Lp = +∞.

199



Òåîðåìà 4. Äëÿ n, s ∈ N è 0 < p < 1/s èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup
an

‖b(s)
n ‖Lp ≤ s!λs(1/s) · ns.

Òåîðåìà 5. Äëÿ n, s ∈ N è 0 < p < 1/s èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
an
‖b(s)

n ‖Lp = 0.

Òåîðåìà 6. Äëÿ n, s ∈ N, n ≥ s ≥ 2, è 1/s < p < ∞ èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

inf
an
‖b(s)

n ‖Lp >
πs−1(s− 1)((s− 2)!)s

23s−1(s! + 1)s · ss−1
· (n− (s− 1))s.

Äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé äëÿ èíôèìóìà ðàññìàòèðâàåìîé êâàçèíîð-
ìû ìîæíî âûïèñàòü òî÷íîå ðàâåíñòâî, à èìåííî

Òåîðåìà 7. Äëÿ n ∈ N è p > 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
an
‖b′n‖Lp = n.

Çàìå÷àíèå. Íåðàâåíñòà â òåîðåìàõ 4 è 6 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïî ïîðÿä-
êó, ò.å. îòíîñèòåëüíî ìíîæèòåëÿ ns. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ íà ïðèìåðå
ôóíêöèè bn(z) = zn. Ïîñòîÿííàÿ s!λs(1/s) èç òåîðåìû 4 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé
ïðè s = 1 è ëþáîì 0 < p < 1/s. Óáåäèòüñÿ â ýòîì ìîæíî òàêæå íà ïðèìå-
ðå ôóíêöèè bn(z) = zn. Äëÿ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ íàéäåííàÿ ïîñòîÿííàÿ
íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Äëÿ ïîñòîÿííîé èç òåîðåìû 6 ìû íå çíàåì òî÷íîãî
çíà÷åíèÿ äàæå äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ p = 1/s, s ≥ 2, ïðè êîòî-

ðîì ‖b(s)
n ‖Lp âåäåò ñåáÿ óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ïîëþñîâ ïðîèçâåäåíèÿ

Áëÿøêå è èìååò ïîðÿäîê ns.

Äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîéäíîé ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå èãðàþò ðîëü ýêñ-
òðåìàëüíûõ ôóíêöèé â íåðàâåíñòâàõ òèïà Áåðíøòåéíà äëÿ ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé [2�3]. Îáîáùåíèåì íåðàâåíñòâ òèïà Áåðíøòåéíà äëÿ ðà-
öèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà âûñøèå ïðîèçâîäíûå çàíèìàëñÿ À. À. Ïåêàð-
ñêèé [4]. Óïîìÿíóòûå íåðàâåíñòâà òèïà Áåðíøòåéíà äëÿ ïðîèçâîäíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíûõ òåî-
ðåì ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè (ñì. [3�6]).
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ÀÔÔÈÍÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÔÓÍÊÖÈÉ ÒÈÏÀ ÓÎËØÀ
È ÑÈÑÒÅÌÛ ÑÆÀÒÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ1

Â. À. Ìèðîíîâ, Ï. À. Òåðåõèí (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
v.a.mirono�@gmail.com, terekhinpa@mail.ru

Ïóñòü f(t), t ∈ R, � íå÷åòíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

Df := {f(nt)}∞n=1

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñæàòûõ ôóíêöèé. Àôôèííîé ñèñòåìîé ôóíêöèé
òèïà Óîëøà, ïîðîæäåííîé ôóíêöèåé f(2πt), íàçûâàåòñÿ

Wf := {f(πt)}
⋃{

f(2π2kt)
k−1∏
ν=0

rανν (t)

}
α∈A

,

ãäå α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A =
⋃∞
k=0{0, 1}k è rk(t), k = 0, 1, . . ., � ôóíêöèè

Ðàäåìàõåðà.

Ïîäñèñòåìà D
(2)
f := {f(2kt)}∞k=0 ñèñòåìû Df íà [0, π] ñîîòâåòñòâóåò

ïîäñèñòåìå ñèñòåìûWf íà [0, 1], íî ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, ñèñòåìûDf

è Wf èìåþò ðàçëè÷íûå áàçèñíûå ñâîéñòâà. Òåì íå ìåíåå, â ñëåäóþùåì
÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f èìååò ñïåöèàëüíûé âèä

S(t) =
N∑
k=0

ck sin(2kt),

óñëîâèÿ áàçèñíîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2 ñèñòåì ñæàòûõ ôóíêöèé è àô-
ôèííûõ ñèñòåì Óîëøà ñîâïàäàþò. Â ñòàòüå Ìèòÿãèíà [1] ïîêàçàíî, ÷òî
êðèòåðèåì áàçèñíîñòè ïî Ðèññó ñèñòåìû DS ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå íóëåé
ïîëèíîìà Ŝ(z) =

∑N
k=0 ckz

k â çàìêíóòîì åäèíè÷íîì êðóãå (|z| ≤ 1). Ýòî
óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå êðèòåðèåì áàçèñíîñòè ïî Ðèññó ñèñòåìû WS.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00152).
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