
→ min
C∈Rn+1

, (2)

ρ2(D) ≡ max
t∈[c,d]

max {Pn(D, t)− f1(t) + g2(t), f2(t)− g1(t)− Pn(D, t)} →

→ min
D∈Rn+1

, (3)

ãäå C è D � âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìîâ.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðà (A1
∗, A2

∗) áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà
ôóíêöèè ρ(A1, A2) íà R

2n+2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:
1) â ñëó÷àå ρ1(A1

∗ + A2
∗) > ρ2(A1

∗ − A2
∗) âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ

C∗ = A1
∗ + A2

∗ áûë áû îäíèì èç ðåøåíèé çàäà÷è (2);
2) â ñëó÷àå ρ1(A1

∗ + A2
∗) < ρ2(A1

∗ − A2
∗) âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ

D∗ = A1
∗ − A2

∗ áûë áû îäíèì èç ðåøåíèé çàäà÷è (3);
3) â ñëó÷àå ρ1(A1

∗ +A2
∗) = ρ2(A1

∗ −A2
∗) õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ

C∗ = A1
∗ + A2

∗ è D∗ = A1
∗ − A2

∗ áûë áû îäíèì èç ðåøåíèé çàäà÷ (2)
èëè (3) ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæåí ñëåäóþùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1).
Ñíà÷àëà ñëåäóåò ðåøèòü âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è (2) è (3). Åñëè C∗ è D∗

ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ìèíèìóìà ôóíêöèé ρ1(C) è ρ2(D) ñîîòâåòñòâåííî, òî,
êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû, ïàðà ((C∗+D∗)/2, (C∗−D∗)/2) ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç ðåøåíèé çàäà÷è (1). Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à âèäà (2), (3) èññëåäîâàëàñü
â [2] äëÿ ñëó÷àÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Êðîìå òîãî, ïðè çàìåíå â
ïîñòàâíîâêå çàäà÷è (1) îòðåçêà [c, d] íà äèñêðåòíóþ ñåòêó {ti}i=1,m çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ � íåãîìåîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâåííûå îòîáðà-
æåíèÿ, çàäàííûå íà ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè D ⊂ Rn, n ≥ 3, íàçûâàåìûå
äàëåå îòîáðàæåíèÿìè ñ s-óñðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé.

Ïóñòü îáëàñòü D ⊂ Rn, n ≥ 3, îòîáðàæåíèå f : D → Rn îòêðû-
òîå, íåïðåðûâíîå, èçîëèðîâàííîå, f ∈ W 1

n,loc(D). ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ
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J(x, f) 6= 0 è ñîõðàíÿåò çíàê ïî÷òè âñþäó â D (äëÿ îïðåäåëåííîñòè âîçü-
ìåì J(x, f) > 0), s > (n− 1)−1.

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñ s-óñ-
ðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé, åñëè 1) f ∈ W 1

n,loc(D); 2) ñóùåñòâóåò ïîñòî-
ÿííàÿ KO,s ≥ 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

KO,s(f) =

�
D

Ks
O(x, f) dσx

1/s

≤ KO,s,

çäåñü KO,s(x, f) = Ln(x, f)|J(x, f)|−1 � âíåøíÿÿ äèëàòàöèÿ îòîáðàæå-
íèÿ f â òî÷êå x, L(x, f) = |f ′(x)| = max

|h|=1
|f ′(x)h|, dσx = dx/(1 + |x|2)n

[1, 5].

Ïóñòü äàëåå G ⊂ Rn îòêðûòî è E � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-
ùååñÿ â G.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ñåìåéñòâà Γ ⊂ G èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

M1(Γ) = inf mn−1S,

ãäå mn−1S � (n − 1)-ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà C∞-ìíîãîîáðàçèÿ S = ∂U ,
ÿâëÿþùåãîñÿ ãðàíèöåé îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U , ñîäåð-
æàùåãî E è ñîäåðæàùåãîñÿ âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì U â G, à
òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì S. Ýòî óòâåðæäåíèå
÷àñòíûé ñëó÷àé ëåììû 6 èç [2].

Ïóñòü D ⊂ G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è E � êîíòèíóóì E ⊂ D,
Γ � ñåìåéñòâî êðèâûõ γ ∈ D è ñîåäèíÿþùèõ E ñ ∂D. Òîãäà ïðè n−1 <
< β ≤ n, èìååò ìåñòî îöåíêà ñíèçó

Mn−1
β (Γ) ≥ c

d(E)β

|D|1−n+β
,

ãäå d(E)
def
= diam (E) � äèàìåòð E, à C � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ

òîëüêî îò n è β.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî íåðàâåíñòâà èñïîëüçóåì

ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà, ïðèâåäåííîãî â [1] â åìêîñòíîé òåõíèêå.
Åñëè d = 0, òî íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðà òî÷åê ìíîæåñòâà E, íà êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ âåëè÷è-
íà d, ëåæèò íà n-îé êîîðäèíàòíîé îñè xn è îäíà èç òî÷åê ñîâïàäàåò ñ
íà÷àëîì êîîðäèíàò. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 0 < t < d îáîçíà÷èì ÷åðåç Πt

ãèïåðïëîñêîñòü xn = t.
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Â ïîäïðîñòðàíñòâå xn = 0 ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ (n − 2)-ìåðíóþ
ñôåðó Sn−2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ôèêñèðóÿ ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó z ∈ E∩Πt, äëÿ âñÿêîãî y ∈ Sn−2 ÷åðåç R(y) îáîçíà÷èì âåðõíþþ ãðàíü
÷èñåë r0 òàêèõ, ÷òî z+ry ∈ G ïðè 0 ≤ r < r0. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
ϕ ∈ W∞

0 (E,G) âûïîëíåíî

R(y)�

0

|∆ϕ(z + ry)| dr ≥ ϕ(z)− ϕ(z +R(y)y) = 1.

Îöåíèâàÿ çäåñü ëåâóþ ÷àñòü ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà, èìååì

1 ≤
(

β − 1

β + 1− n

)β−1

[R(y)]β+1−n

R(y)�

0

|∆ϕ(z + ry)|βrn−2 dr.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà
(

β−1
β+1−n

)1−β
[R(y)]n−β−1 è èíòå-

ãðèðóÿ çàòåì ïî y ∈ Sn−2, ïîëó÷èì(
β − 1

β + 1− n

)1−β �

Sn−2

[R(y)]n−β−1 dσy ≤

≤
�

Sn−2

dσy

R(y)�

0

|∆ϕ(z + ry)|βrn−2 dr ≤
�

Πt

|∆ϕ|β dσz.

Äëÿ îöåíêè ñíèçó èíòåãðàëà ñëåâà âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ãåëüäå-
ðà. Îáîçíà÷èì (n− 2)-ìåðíóþ ìåðó ñôåðó Sn−2 ÷åðåç ωn−2, ïîëó÷àåì

ωβn−2 =

 �

Sn−2

dσy

β �

Sn−2

|∆ϕ(z + ry)|n−β−1 dσy

n−1

×

×

 �

Sn−2

[R(y)]n−1 dσy

β+1−n

≤

≤ [(n− 1)mn−1(G ∩ Πt)]
β+1−n

 �

Sn−2

[R(y)]n−β−1 dσy

n−1

,
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ãäå mn−1P îçíà÷àåò (n− 1)-ìåðíóþ ìåðó Ëåáåãà ìíîæåñòâà P . Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòî âûøåïðèâåäåííîå íåðàâåíñòâî è ïîëàãàÿ f(t) = mn−1(G ∩ Πt),
áóäåì èìåòü

�

Πt

|∆ϕ|β dσy ≥
(

β − 1

β + 1− n

)1−β
(n− 1)

n−β−1
n−1 ω

β
n−1

n−2[f(t)]
n−β−1
n−1 .

Èíòåãðèðóÿ ïî t ∈ (0, d), îòñþäà èìååì

�

G

|∆ϕ|β dσx ≥
(

β − 1

β + 1− n

)1−β
(n− 1)

n−β−1
n−1 ω

β
n−1

n−2

d�

0

[f(t)]
n−β−1
n−1 dt.

×òîáû îöåíèòü èíòåãðàë ñïðàâà, îïÿòü èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà

dβ =

 d�

0

dt

β

≤

 d�

0

f(t) dt

β+1−n d�

0

[f(t)]
n−β−1
n−1 dt

n−1

≤

≤ (mG)β+1−n

 d�

0

[f(t)]
n−β−1
n−1 dt

n−1

.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì îöåíêó

�

G

|∆ϕ|β dσx ≥
(

β − 1

β + 1− n

)1−β
(n− 1)

n−β−1
n−1 ω

β
n−1

n−2

d
β
n−1

(mG)
β+1−n
n−1

.

Îòñþäà, ââèäó ïðîèçâîëà â âûáîðå ôóíêöèè ϕ ∈ W∞
0 (A), íóæíîå íàì

íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé åìêîñòè è ìîäóëÿ [3].
Ïðèâåäåì îäíî äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî. Äëÿ îòêðûòîãî îòîá-

ðàæåíèÿ ñ s-óñðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ñ êàæäîé òî÷êîé x0 ∈ D ñâÿ-
æåì íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ ψ(t) = mf(Bn(x0, t)), ãäå B

n(x0, t) =
= {x : |x − x0| ≤ t}, 0 < t < τ(x0, ∂D). Ýòà ôóíêöèÿ íå óáûâàåò è
ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ï.â. t ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ψ′(t). Òàêèìè æå ñâîé-
ñòâàìè îáëàäàåò, î÷åâèäíî, è ôóíêöèÿ Φs(t) = Φs(B

n(x0, t)), ãäå Φs(t) �
ñóáàääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ, ó÷àñòâóþùàÿ â ãåîìåòðè÷åñêîì îïðåäåëåíèè
îòîáðàæåíèÿ ñ s-óñðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé [1]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íàì ïîíàäîáÿòñÿ åùå äâå ëåììû.

Ëåììà 1. Åñëè f : D → Rn � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ñ s-óñ-
ðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé, òî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈ D äëÿ
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ï.â. t ∈ (0, t0), t0 = τ(x0, ∂D), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (ψ(t))s(n−1)

(ψ′(t))s(n−1)−1 ≤
≤ cts(n−1)Φ′s(t), ãäå ïîñòîÿííàÿ c çàâèñèò òîëüêî îò n è îò s.

Ëåììà 2. Åñëè f : D → Rn � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ñ s-óñ-
ðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé, òî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈ D ïðè
âñåõ r < η, ãäå η = min{1, τ 2(x0, ∂D)} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

inf f(Bn(x0, r)) ≤ K ln−s(n−1)
(

1
r

)
, ãäå Bn(x0, r) = {x : |x − x0| ≤ r}, à

ïîñòîÿííàÿ K çàâèñèò òîëüêî îò n è îò s è âåëè÷èíû Φs(D).

Òåîðåìà 1. Åñëè ìíîæåñòâî G îãðàíè÷åíî, òî ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî Mβ(Γ) = (inf mn−1S)β

[m(G\E)]β−1 , ãäå m(G \ E) îçíà÷àåò n-ìåðíóþ ìåðó

Ëåáåãà ìíîæåñòâà G \ E.
Ïðè β = n ýòî íåðàâåíñòâî äîêàçàíî â [5].

Òåîðåìà 2. Åñëè f : D → Rn � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ñ s-óñ-
ðåäíåííîé õàðàêòåðèñòèêîé, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x0 ∈ D è äëÿ
ïî÷òè âñåõ r < η, ãäå η = min{1, τ 2(x0, ∂D)} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
mf(Bn(x0, t)) ≤ K ln−s(n−1)

(
1
r

)
, ãäå Bn(x0, r) = {x : |x − x0| ≤ r}, à

ïîñòîÿííàÿ K çàâèñèò òîëüêî îò n è âåëè÷èíû Ψs(t).
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