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×åðåçW r
p ([a, b]) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, ñîñòîÿùåå èç r−1

ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [a, b] ôóíêöèé f(x), äëÿ êîòî-
ðûõ f (r−1)(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [a, b], à f (r)(x) ∈ Lp([a, b]), ãäå
Lp([a, b]) � ýòî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ èíòåãðèðóåìîé p-é ñòåïåíüþ è

íîðìîé ‖f‖p = (
� b
a |f(x)|pdx)1/p. Ñèìâîëîì W̃ r

p ([a, b]) áóäåì îáîçíà÷àòü
ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f(x) ∈ W r

p ([a, b]), êîòîðûå ìîæíî ïåðèîäè÷å-
ñêè ïðîäîëæèòü íà âñþ îñü ñ ñîõðàíåíèåì ãëàäêîñòè. Íàïîìíèì òàêæå,
÷òî åñëè äëÿ ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b] âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
|f(x)− f(y)| ≤M |x− y|α, x, y ∈ [a, b], òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò
íà ýòîì îòðåçêå óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîêàçàòåëåì α è êîýôôèöèåíòîìM ,
è ïèøóò f ∈ LipM α èëè f ∈ Lipα, åñëè êîýôôèöèåíòM íå ñóùåñòâåíåí.
Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé Lip 1 ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé,
ò.å. Lip 1 = W 1

∞.
Êàê èçâåñòíî, åñëè ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó Lip 1, òî ïî òåî-

ðåìå Äæåêñîíà è íåðàâåíñòâó Ëåáåãà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:
|Rn(f, x)| = |Sn(f, x)− f(x)| ≤ cEn(f) lnn ≤ c lnn

n .
À. Í. Êîëìîãîðîâ [1] ïîëó÷èë àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ îñòàòêà

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ Lip1 1:

sup
‖f ′‖∞≤1,
x∈[0,2π]

|Rn(f, x)| = 4

π2

lnn

n
+O(

1

n
).

Áîëåå òîãî, åñëè f ∈ W̃ r
∞([0, 2π]), r ≥ 1, òî

sup
‖f(r)‖∞≤1,
x∈[0,2π]

|Rn(f, x)| = 4

π2

lnn

nr
+O(

1

nr
).

Óêàçàííûå îöåíêè ñïðàâåäëèâû, êîãäà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò îïðåäå-
ë¼ííûì óñëîâèÿì ãëàäêîñòè îäèíàêîâî íà âñåì ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå
[0, 2π]. Íî åñëè ó ôóíêöèè èìåþòñÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ îñîáåííîñòè â
âèäå ðàçðûâà èëè îòñóòñòâèÿ ïðîèçâîäíîé, òî ïðèâåä¼ííûå âûøå îöåíêè

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00486 à).
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ïåðåñòàþò áûòü òî÷íûìè (èëè ñòàíîâÿòñÿ âîâñå íå ïðèìåíèìûìè). Íà-
ïðèìåð, ó ôóíêöèè f(x) = |x−π| îòñóòñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x = π,
ïîýòîìó åñëè ðàññìàòðèâàòü å¼ íà âñåì îòðåçêå, òî ìû ìîæåì óòâåð-

æäàòü ëèøü, ÷òî f ∈ W̃ 1
∞([0, 2π]). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïðèâåä¼ííîé

âûøå îöåíêå îñòàòîê ðÿäà Ôóðüå äàííîé ôóíêöèè áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê
íóëþ ñî ñêîðîñòüþ lnn/n. Â òî æå âðåìÿ ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïîêà-
çàòü, ÷òî supx∈[0,2π] |Rn(f, x)| ≤ c/n. Êðîìå òîãî, åñëè èñêëþ÷èòü òî÷êè,
â êîòîðûõ îòñóòñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå ê
ôóíêöèè f(x) = |x− π| óâåëè÷èâàåòñÿ íà ïîðÿäîê: |Rn(f, x)| ≤ c(x)/n2,
x ∈ (0, 2π)\{π}. Îêàçûâàåòñÿ, ïîäîáíàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ äëÿ öåëîãî
êëàññà òàê íàçûâàåìûõ êóñî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû
ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîëó÷åíèåì òî÷íûõ îöåíîê
ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ êóñî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå.

Ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 2π] Ω = {0 =
= θ0 < θ1 < . . . < θs = 2π}. Ñèìâîëîì ΩW

r
p îáîçíà÷èì ïðîñòðàí-

ñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå íà êàæäîì îòðåçêå [θi, θi+1]
ìîæíî ïðåâðàòèòü â ôóíêöèè èç W r

p ([θi, θi+1]) ïóòåì ïåðåîïðåäåëåíèÿ
èõ çíà÷åíèé íà êîíöàõ ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà. Îòìåòèì, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî ΩW

r
p ñîäåðæèò è ðàçðûâíûå ôóíêöèè. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

f(x) = sign sinx ∈ ΩW
r
p ïðè Ω = {0, π, 2π} è ëþáûõ r, p ≥ 0. Íàñ òàê-

æå áóäóò èíòåðåñîâàòü ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà ΩW
r
p , ñîñòîÿùèå

èç ôóíêöèé f(x) ∈ W̃ q
∞([0, 2π]), òàêèõ ÷òî f (q)(x) ∈ ΩW

r
p .

Ëîêàëüíûå àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì
Ôóðüå Sn(f, x) è ñðåäíèõ Âàëëå Ïóññåíà V n

m(f, x) = 1
m

∑m−1
k=0 Sn+k(f, x)

ïî íèì äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà ΩW
r
p èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [2,

3]. Â íèõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóììû Ôóðüå è ñðåäíèå Âàëëå Ïóññåíà
âäàëè îò òî÷åê ðàçáèåíèÿ Ω ïðèáëèæàþò óêàçàííûå ôóíêöèè ñî ñêî-
ðîñòüþ 1

n è 1
nm ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèâåä¼ííûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íåóëó÷-

øàåìûìè ïî ïîðÿäêó, åñëè ðàññìàòðèâàòü âñå ïðîñòðàíñòâî ΩW
r
p , êî-

òîðîå, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñîäåðæèò è ðàçðûâíûå ôóíêöèè. Âîçíèêà-
åò âïîëíå åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, íåëüçÿ ëè óòî÷íèòü óïîìÿíóòûå
îöåíêè, åñëè ñóçèòü ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷èâøèñü, ê
ïðèìåðó, òîëüêî íåïðåðûâíûìè èëè äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè
èç ΩW

r
p . Îñíîâíàÿ çàäà÷à ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè îöåíîê ñêî-

ðîñòè ïðèáëèæåíèÿ ñóììàìè Ôóðüå ôóíêöèé f(x) ∈ W̃ q
∞([0, 2π]), òàêèõ

÷òî f (q)(x) ∈ ΩW
r
p . Êðîìå òîãî, íàì óäàëîñü óñèëèòü íåêîòîðûå îöåíêè,

ïîëó÷åííûå â [2, 3] äëÿ ôóíêöèé èç ΩW
r
p .

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ. Â ôîðìóëè-
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ðîâêàõ òåîðåì ñèìâîëîìD = D(Ω) îáîçíà÷åí îòðåçîê [0, 2π], èç êîòîðîãî

èñêëþ÷åíû òî÷êè ðàçáèåíèÿ Ω: D = D(Ω) =
s⋃
j=1

(θj−1, θj).

Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ ΩW
1
∞, òî äëÿ x ∈ D èìååò ìåñòî îöåíêà

|Rn(f, x)| ≤ 4‖f ′‖∞
π2

lnn

n
+
(
c‖f ′‖∞ +

s∑
j=1

∣∣f(θj + 0)− f(θj − 0)
∣∣

| sin θj−x
2 |

) 1

πn
.

Òåîðåìà 2. Åñëè f ∈ ΩW
2
1 , òî äëÿ x ∈ D ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Rn(f, x)| ≤ 1

πn

[ s∑
j=1

|f(θj + 0)− f(θj − 0)|
| sin θj−x

2 |
+

+
s∑
j=1

|f ′(θj + 0)− f ′(θj − 0)|+ ‖f ′′‖1

]
.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ W̃ q
1 ([0, 2π]), q ≥ 1. Òîãäà

1) åñëè f (q) ∈ ΩW
1
∞, òî äëÿ x ∈ D

|Rn(f, x)| ≤ 4‖f (q+1)‖∞
π2

lnn

nq+1
+

+

(
c‖f (q+1)‖∞ +

s∑
j=1

|f (q)(θj + 0)− f (q)(θj − 0)|
| sin θj−x

2 |

)
1

πnq+1
;

2) åñëè f (q) ∈ ΩW
1
∞, òî

sup
x∈[0,2π]

|Rn(f, x)| ≤ 1

πqnq

s∑
j=1

|f (q)(θj + 0)− f (q)(θj − 0)|+

+
1

πnq+1

(
4‖f (q+1)‖∞

π
lnn+ c

)
;

3) åñëè f (q) ∈ ΩW
1
1 , òî äëÿ x ∈ D

|Rn(f, x)| ≤ ‖f
(q+1)‖1

πqnq
+

1

nq+1

s∑
j=1

|f (q)(θj + 0)− f (q)(θj − 0)|
| sin θj−x

2 |
;

4) åñëè f (q) ∈ ΩW
1
1 , òî

sup
x∈[0,2π]

|Rn(f, x)| ≤ 1

πqnq

(
‖f (q+1)‖1 +

s∑
j=1

|f (q)(θj + 0)− f (q)(θj − 0)|
)
.
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Ïóñòü F (t) = [f1(t), f2(t)] , G(t) = [g1(t), g2(t)] � ñåãìåíòíûå ôóíê-
öèè, çàäàííûå íà îòðåçêå [c, d] íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè fi(t) è gi(t),
ïðè÷¼ì f1(t) ≤ f2(t), g1(t) ≤ g2(t) ïðè t ∈ [c, d]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Pn(A, t) =
n∑
i=0

aiϕi(t) � îáîáùåííûé ïîëèíîì ïî íåêîòîðîé ÷åáûøåâñêîé

íà îòðåçêå [c, d] ñèñòåìå ôóíêöèé {ϕi(t)}i=0,n ñ âåêòîðîì êîýôôèöèåíòîâ

A = (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ïî ðàâíîìåðíîìó ïðèáëèæåíèþ ìíî-
ãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Φ(t) = F (t) × G(t) ïîëèíîìèàëüíîé âåêòîð-
ôóíêöèåé Πn(A1, A2, t) = (Pn(A1, t), Pn(A2, t)):

ρ(A1, A2) ≡ max
t∈[c,d]

{ρF (F (t), Pn(A1, t)) + ρG(G(t), Pn(A2, t))} →

→ min
A1∈Rn+1,A2∈Rn+1

, (1)

ãäå

ρF (F (t), Pn(A1, t)) = max {Pn(A1, t)− f1(t), f2(t)− Pn(A1, t)} ,
ρG(G(t), Pn(A2, t)) = max {Pn(A2, t)− g1(t), g2(t)− Pn(A2, t)} .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (2) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
íà R2n+2. Ïîýòîìó ïðè å¼ èññëåäîâàíèè, íàðÿäó ñ ìåòîäàìè òåîðèè ïî-
ëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé [1], ìîãóò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ
ìåòîäû âûïóêëîãî àíàëèçà è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íèæå óêà-
æåì íà âîçìîæíûé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Äëÿ ýòîãî
ââåäåì â ðàññìîòðåíèå åù¼ äâå çàäà÷è:

ρ1(C) ≡ max
t∈[c,d]

max {Pn(C, t)− f1(t)− g1(t), f2(t) + g2(t)− Pn(C, t)} →

193


