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Ïóñòü m ≥ 2 � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
{xi}mi=0 ñèñòåìó óçëîâ íà [0, π], òàêèõ ÷òî 0 = x0 < x1 < . . . < xm−1 <
xm = π, è îáîçíà÷èì ∆i = [xi, xi+1]. Òàêæå âûáåðåì m âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë y0, y1, . . . , ym−1, ym = y0. ×åðåç l(x) îáîçíà÷èì íåïðåðûâ-
íóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íà êàæäîì îòðåçêå ∆i ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
l(x) = li(x) = αi cosx + βi, ïðè÷åì l(xi) = yi, (0 ≤ i ≤ m). Ìû
áóäåì íàçûâàòü òàêèå ôóíêöèè l(x) òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ëîìàíûìè.
Ïóñòü fr(x) = ϕr(cosx), ãäå ϕr(t) � íåêîòîðàÿ r-ðàç äèôôåðåíöèðóå-
ìóþ ôóíêöèþ íà [−1, 1]. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé l(x), êîãäà xi = πi

m
è yi = fr(xi) (0 ≤ i ≤ m), äðóãèìè ñëîâàìè, êîãäà òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêàÿ ëîìàíàÿ l(x) ¾âïèñàíà¿ â ôóíêöèþ fr(x). Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
òàêóþ ôóíêöèþ lfr(x). Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îöåíêà âåëè÷èí
|Rn(l, x)| = |l(x)− Sn(l, x)| êîãäà n → ∞ è |fr(x)− Sn(lfr , x)|, êîãäà
n,m → ∞, ãäå Sn(f, x) � ýòî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïîðÿäêà
n ôóíêöèè f . Íàìè áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Åñëè l(x) � òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ëîìàíàÿ è Sn(l, x) �
÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå äàííîé ëîìàíîé, òîãäà ìû ìîæåì îöå-
íèòü |l(x)− Sn(l, x)| ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|l(x)− Sn(l, x)| ≤ c(l)

n
, x ∈ [0, π],

|l(x)− Sn(l, x)| ≤ c(l, ε)

n2
, |x− xi| ≥ ε.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ëîìàíîé lfr(x), ñîâïàäàþùåé
ñ ôóíêöèåé fr(x) â òî÷êàõ xi = πi

m ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

|l(x)− Sn(l, x)| ≤ 1

πn

1�

−1

∣∣∣ϕ′′(t)∣∣∣ dt, m ≥ 2, x ∈ [0, π].

Òåîðåìà 3. Åñëè lfr(x) � ýòî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ëîìàíàÿ, âïè-
ñàííàÿ â ôóíêöèþ fr(x) è Sn(lfr , x) � åå ñóììà Ôóðüå ïîðÿäêà n, òîãäà
ïðè r ≥ 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|f(x)− Sn(lfr , x)| ≤ c(ϕ) lnn

(
1

m2
+

1

nr+1

)
, n,m→∞,
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â ÷àñòíîñòè

|f(x)− Sn(lfr , x)| ≤ c(ϕ) lnn

nr+1
, m = n

r+1
2 , n→∞.
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Ïóñòü G îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ãðàíèöåé Γ �
çàìêíóòîé ñïðÿìëÿåìîé æîðäàíîâîé êðèâîé; γ1 � ïðîèçâîëüíîå èçìåðè-
ìîå ïîäìíîæåñòâî Γ ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, è γ0 � äîïîëíåíèå γ1 äî Γ,
ò.å., γ0 := Γ \ γ1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(G) = H∞(G) ïðîñòðàíñòâî Õàð-
äè àíàëèòè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé â G. Ðàññìîòðèì êëàññ Q
ôóíêöèé f èç H(G) òàêèõ, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖f‖L∞(γ0) ≤ 1.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ãðèíà îáëàñòè G ïî âíåøíåé íîðìàëè ê êðè-
âîé Γ íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû îòíîñèòåëüíî G è
òî÷êè z, êîòîðóþ îáîçíà÷èì P (z, ζ). Ñîîòâåòñòâåííî, ãàðìîíè÷åñêàÿ ìå-
ðà w(z, γ,G) èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà γ ãðàíèöû Γ îòíîñèòåëüíî îáëà-
ñòè G è òî÷êè z âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé w(z, γ,G) =

�
γ

P (z, ζ) |dζ|.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
Ïóñòü äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè f èç êëàññà Q íà γ1 çàäàíà ôóíêöèÿ
q ∈ L∞(γ1) òàêàÿ, ÷òî ‖f−q‖L∞(γ1) ≤ δ.Ìû õîòèì âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå
ïðîèçâîäíîé f ′(z0), z0 ∈ G, ïî q íàèëó÷øèì (îïòèìàëüíûì) ìåòîäîì.
Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà R ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ, èç êîòîðûõ âûáèðà-
åòñÿ îïòèìàëüíûé, ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâî O âñåõ ôóíêöèîíàëîâ
íà L∞(γ1), èëè B îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ, èëè L ëèíåéíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ. Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñëåäóþùàÿ. Äëÿ ÷èñëà δ ≥ 0 è
ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ T ∈ R, âåëè÷èíà

U(T, δ) := sup
{
|f ′(z0)− Tq| : f ∈ Q, q ∈ L∞(γ1), ‖f − q‖L∞(γ1) ≤ δ

}
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