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Ïóñòü If(x) =
x�
0

f(t) dt � îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ, Wn(x) � ôóíê-

öèè Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ϕ(x) = (22I)(23I)2W23−1(x), x ∈ [0, 1]

è íàçîâåì åå äâîè÷íûì áàçèñíûì ñïëàéíîì 3-é ñòåïåíè. Âíå îòðåçêà [0, 1]
ïîëàãàåì ϕ(x) = 0. ßñíî, ÷òî ϕ(x) åñòü ìíîãî÷ëåí 3-é ñòåïåíè íà êàæ-
äîì îòðåçêå

[
k
23 ,

k+1
23

]
⊂ [0, 1] è ϕ(x) èìååò íåïðåðûâíóþ 2-þ ïðîèçâîä-

íóþ. Êëàññè÷åñêèé áàçèñíûé ñïëàéí îáû÷íî ñòðîèòñÿ ÷åðåç ðàçäåëåííûå
ðàçíîñòè [1�2]. B-ñïëàéíû íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå áûëè îïðåäåëåíû â òåð-
ìèíàõ ñâåðòîê è ïîäðîáíî èçó÷åíû Ñòðåìáåðãîì, Áàòòëîì è Ëåìàðüå
â [3�5].

Äâîè÷íûé èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí íà R

Ïóñòü f(x) êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà (−∞,+∞), è ñîâïàäàþùàÿ ñ ìíîãî-
÷ëåíîì 3-é ñòåïåíè íà êàæäîì îòðåçêå

[
k
8 ,

k+1
8

]
, k ∈ Z.

Òåîðåìà 1. Êóñî÷íî-ìíîãî÷ëåííàÿ ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå
ðÿäà

f(x) =
∑
k∈Z

akϕ(x+ k).

Ïðèâåäåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ.
Øàã-2. Ïîëàãàåì S−2(x) = f ′′(0)m−2ϕ

(
x+ 7

23

)
, ãäå m−2 âûáðàíî òàê,

÷òîáû
(
m−2ϕ

(
x+ 7

23

))′′
x=0

= 1.

Øàã-1. Ïîëàãàåì S−1(x) = S−2(x)+(f ′(0)−S ′−2(0))m−1ϕ
(
x+ 6

23

)
, ãäå

m−1 âûáðàíî òàê, ÷òîáû
(
m−1ϕ

(
x+ 6

23

))′
x=0

= 1.

Øàã 0. Ïîëàãàåì S0(x) = S−1(x) + (f(0)− S−1(0))ϕ
(
x+ 4

23

)
.

Øàã k (k > 0). Ïîëàãàåì

Sk(x) = Sk−1(x)+

(
f

(
k

23

)
− Sk−1

(
k

23

))
mkϕ

(
x− k − 1

23

)
, mk = 2−5.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-0152).
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôóíêöèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ f(x) íà [0,+∞).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì îñòàëüíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ f â âèäå
ðÿäà.

Äâîè÷íûé èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí íà îòðåçêå

Ðàññìîòðèì âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà 3-é ñòåïåíè íà îòðåçêå [0, 1]
ñ ïîìîùüþ äâîè÷íûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà íà îò-
ðåçêå [0, 1]. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ψ(x) = ϕ

(
n
8x
)
, n ∈ N. ßñíî, ÷òî

suppψ =
[
0, 8

n

]
. Èñïîëüçóÿ ôóíêöèè ψ

(
x− k

n

)
, ïîñòðîèì ñïëàéí 3-

é ñòåïåíè äåôåêòà 2, èíòåðïîëèðóþùèé ôóíêöèþ f(x) â òî÷êàõ x =
= k

n (k = 0, 1, . . . , n). Òðåáóåìûé ñïëàéí ñòðîèì ðåêóðñèâíî. Ïîëó-

÷àåì S−2(x) := m2
n2

2 ψ
(
x+ 7

n

)
, m2 ∈ K. Î÷åâèäíî, S ′′−2(0) = m2.

S−1(x) := S−2(x) − 2
nψ
(
x+ 6

n

) (
m1 − S ′−2

(
0
n

))
. Î÷åâèäíî, ÷òî S ′−1(0) =

= m1, S
′′
−1(0) = m2,

S0(x) := S−1(x) + ψ

(
x+

4

n

)(
f

(
0

n

)
− S−1

(
0

n

))
⇒ S0(0) = f(0).

Ïðè k > 0 Sk(x) := Sk−1(x) +
ψ(x−k−1

n )
ψ( 1

n)

(
f
(
k
n

)
− Sk−1

(
k
n

))
⇒ Sk

(
k
n

)
=

= f
(
k
n

)
.

Ïîñëå n-ãî øàãà ïîëó÷àåì èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí Sn 3-é ñòåïåíè
äåôåêòà 2. Îí çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ m2 è m1. Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì
íå òðåáóåò ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(x) èìååò íà [0, 1] íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðî-
èçâîäíóþ. Ïàðàìåòðû m2 è m1 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî

1) |f ′′(x)− S ′′n(x)| ≤ 5ω(h, f ′′);
2) |f ′(x)− S ′n(x)| ≤ 5hω(h, f ′′);
3) |f(x)− Sn(x)| ≤ 5

8h
2ω(h, f ′′), h = 1

n.
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