
3. ψ(x) ∈ L[0, 1]. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå áåðåì òàêèì æå, ÷òî è â ï. 2.

Ëåììà 9. Ðÿä u0(x, t) ñõîäèòñÿ âñþäó, à ðÿä u1(x, t) ñõîäèòñÿ àáñî-
ëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖ u0(x, t) ‖L2(QT )≤ CT ‖ ψ ‖1, max
QT
|u1(x, t)| ≤ CT ‖ ψ ‖1,

ãäå CT çàâèñèò òîëüêî îò T , ‖· ‖1 � íîðìà â L[0, 1].

Òåîðåìà 3. Åñëè ψ(x) ∈ L[0, 1], òî ðÿä u(x, t) ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1)�(3) ñõîäèòñÿ âñþäó ïî x è t è u(x, 0) = 0. Åñëè ψh(x) � òà
æå, ÷òî è ψ(x) â òåîðåìå 1 è ‖ ψh − ψ ‖1→ 0, ïðè h→ 0, òî ðåøåíèå
uh(x, t) çàäà÷è (1)�(3) äëÿ òàêîé ψh(x) ñõîäèòñÿ ê u(x, t) â L2(QT ) ïðè
ëþáîì T > 0, ò.å. u(x, t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�
(3) äëÿ ψ(x) ∈ L[0, 1].
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ÓÄÊ 534.1

ÒÎ×ÍÎÅ È ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈß
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß,

ÂÑÒÐÅ×ÀÞÙÅÃÎÑß Â ÇÀÄÀ×ÀÕ Î ÊÎËÅÁÀÍÈßÕ
ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ Ñ ÄÂÈÆÓÙÈÌÈÑß

ÃÐÀÍÈÖÀÌÈ
Â. Ë. Ëèòâèíîâ, Â. Í. Àíèñèìîâ, È. Â. Êîðïåí,

Ñ. Í. Êîñèíîâà (Ñûçðàíü, Ðîññèÿ)
vladlitvinov@rambler.ru

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ ìåõàíè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ äâèæóùè-
ìèñÿ ãðàíèöàìè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè ñëåäóþùåãî ôóíê-
öèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ [1, 2]:

ϕ
(
τ + l(τ)

)
− ϕ

(
τ − l(τ)

)
= 1, (1)

ãäå τ � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ, l(τ) � çàêîí äâèæåíèÿ ãðàíèöû. Çàäà÷à ñî-
ñòîèò â íàõîæäåíèè ϕ(z) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ l(τ). Â îáùåì ñëó÷àå
ìåòîäèêà íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) íåèçâåñòíà. Äëÿ
ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáðàòíûé ìåòîä, ò.å. ïî çàäàííîé ôóíêöèè ϕ(z)
íàõîäèòñÿ l(τ). Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè

ϕ(z) =
ln
[
(vz + 1)/(1− v)

]
ln
[
(1 + v)/(1− v)

] − 1 (2)
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çàêîí äâèæåíèÿ ãðàíèöû èìååò âèä l(τ) = 1 + vτ , ãäå v � ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ ãðàíèöû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå, ïðè íåïîäâèæíîé ëåâîé ãðàíèöå. Òàê æå ïîëó÷åíî ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ãðàíèöû
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðîèçâåäåíà îöåíêà ïîãðåø-
íîñòè ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà.

Ïóñòü äâèæåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì:

Uττ(ξ, τ)− Uξξ(ξ, τ) = 0 (3)

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïåðâîãî ðîäà

U
(
`1(τ), τ

)
= F1(τ), U

(
`2(τ), τ

)
= F2(τ),

`1(0) = 0, `2(0) = 1, `2(τ) > `1(τ).
(4)

Çäåñü τ , ξ � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ è áåçðàçìåðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîð-
äèíàòà; `1(τ), `2(τ) � çàêîíû äâèæåíèÿ ãðàíèö; F1(τ), F2(τ) � çàäàííûå
ôóíêöèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4) èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå Äàëàìáåðà.
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) èìååò âèä:

U(ξ, τ) = g(τ + ξ) +G(τ − ξ), (5)

ãäå g(z) è G(z) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå íåîáõîäèìî îïðåäå-
ëèòü èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, z � ïðîèçâîëüíàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (5) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4), íåòðóäíî ïîëó÷èòü
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:{

g
(
τ + `1(τ)

)
+G

(
τ − `1(τ)

)
= F1(τ),

g
(
τ + `2(τ)

)
+G

(
τ − `2(τ)

)
= F2(τ).

(6)

Â îòëè÷èå îò ìåòîäà À. È. Âåñíèöêîãî [2], ãäå â äèôôåðåíöèàëü-
íîì óðàâíåíèè ââîäÿòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå îñòàíàâëèâàþùèå ãðàíèöû è
îñòàâëÿþùèå óðàâíåíèå èíâàðèàíòíûì, äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è ââåäåì â
ñèñòåìó (6) íîâûå ôóíêöèè [3]:

g(z) = r(ϕ(z)), G(z) = R(ψ(z)), (7)

ãäå ôóíêöèè ϕ(z) è ψ(z) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû ôóíêöè-
îíàëüíûõ óðàâíåíèé:{

ϕ
(
τ + `1(τ)

)
= ψ

(
τ − `1(τ)

)
,

ϕ
(
τ + `2(τ)

)
= ψ

(
τ − `2(τ)

)
+ 1.

(8)
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Çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4) çàâèñèò îò ñòåïåíè
ñëîæíîñòè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, à òàêæå îò òîãî, ñìîæåì ëè ìû ðåøèòü
ñèñòåìó (8). Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì â [1�3] èñïîëüçîâàí îáðàòíûé
ìåòîä. Ïðè çàäàíèè ôóíêöèé ϕ(z) è ψ(z) â íèõ ââîäèòñÿ íåñêîëüêî ïðî-
èçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Çàâèñèìîñòü íàéäåííûõ çàêîíîâ äâèæåíèÿ `1(τ)
è `2(τ) îò âåëè÷èí ýòèõ êîíñòàíò ïîçâîëÿåò àïïðîêñèìèðîâàòü äîñòàòî÷-
íî ðàçíîîáðàçíûå çàêîíû äâèæåíèÿ ãðàíèö çàêîíàìè, ïîëó÷åííûìè èç
ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Ñîâîêóïíîñòü îáðàòíûõ ðåøåíèé äîñòàòî÷íî øèðîêà. Ïðèâîäèìûå
íèæå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì: `1(0) = 0; `2(0) = 1;
ψ(−1) = −1.

Ìíîæåñòâî ïîëó÷åííûõ çàêîíîâ äâèæåíèÿ ãðàíèö ðàçáèòî íà êëàññû.
Ðåøåíèÿ, ïðèâåäåííûå â òàáë. 1, ïîëó÷åíû âïåðâûå è îòíîñÿòñÿ ê êëàññó
À, êîãäà ëåâàÿ ãðàíèöà íåïîäâèæíà è ϕ(z) = ψ(z).

Òàáëèöà 1

� l2(τ) ϕ(z) = ψ(z)

1. 1
α

arcsh
[

0,5
B1eατ−B2e−ατ

]
B1

(
eαz − e−α

)
+B2

(
e−αz − eα

)
− 1,

B1 = B2 + 1/
(
eα − e−α

)
, α > 0

2.
√

(τ +B)2(α2 − 1) + 1 + 2αB +B2 − α(τ +B)
Ln[(z+B)2+1+2αB+B2]

Ln[(1+α)/(1−α)] −

−Ln[(B−1)2+1+2αB+B2]
Ln[(1+α)/(1−α)] − 1

3. 1
α

(
ln 1+

√
1+4A2e2ατ

2A

)
− τ Aeαz +B, α = ln 1+

√
1+4A2

2A

Ñëåäóþùèé êëàññ Â îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ãðàíèöû äâèæóòñÿ ïî îäè-
íàêîâîìó çàêîíó:

`1(τ) = `(τ); `2(τ) = 1 + `(τ); `(0) = 0.

Ïîñêîëüêó äâèæåíèå ãðàíèö âçàèìîñâÿçàíî, òî ìåæäó ôóíêöèÿìè
ϕ(z) è ψ(z) òàêæå ñóùåñòâóåò âçàèìîñâÿçü. Îíà âûðàæàåòñÿ ôóíêöèî-
íàëüíûì óðàâíåíèåì

ϕ
(
ϕ̄(ψ(z)) + 1

)
− ψ(z − 1) = 1. (9)

Ñèñòåìà (8) â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ òîëüêî ôóíêöè-
ÿìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (9). Ïðèâåäåì äâà ðàíåå
íå èçâåñòíûõ ðåøåíèÿ êëàññà Â:

1. Äëÿ çàäàííûõ ôóíêöèé ϕ(z) = B
(
e−αz − 1

)
− C

(
e−α − 1

)
− 1;

B = C + 1/(e−α− 1); ψ(z) = C
(
eαz − 1

)
−C

(
e−α− 1

)
− 1 èç ñèñòåìû (8)

íàõîäèì ñëåäóþùèå çàêîíû äâèæåíèÿ ãðàíèö:

`1(τ) =
1

α
ln
[(
Be−ατ − Ceατ

)
/(B − C)

]
, `2(τ) = 1 + `1(τ).
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2. Äëÿ ôóíêöèé ϕ(z) = (1−ν)z/2 + (1 +v)/2−1, ψ(z) = (1 +ν)z/2 +
+ (1 + v)/2− 1 çàêîíû äâèæåíèÿ ãðàíèö `1(τ) = ντ , `2(τ) = 1 + ντ .

Çäåñü α, B, C, v � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû.
Äëÿ ðåøåíèé êëàññà Ñ ãðàíèöû äâèæóòñÿ ñèììåòðè÷íî â ðàçíûå ñòî-

ðîíû, ò.å. `1(τ) = −`(τ), `2(τ) = `(τ).
Óðàâíåíèå âçàèìîñâÿçè ôóíêöèé ϕ(z) è ψ(z) çäåñü èìååò âèä

ϕ(z) = ψ(z) + 0, 5.

Ðåøåíèÿ êëàññà Ñ ïîó÷àþòñÿ èç ðåøåíèé êëàññà À ïî ñëåäóþùèì ôîð-
ìóëàì:

`(τ) = `A(τ), ψ(z) =
1

2
ψa(z), ϕ(z) = ψ(z) + 0.5,

ãäå èíäåêñîì îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ðåøåíèé êëàññà À.
Íîâîå ðåøåíèå êëàññà D ïîëó÷åíî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáå ãðàíèöû

äâèæóòñÿ ðàâíîìåðíî:

`1(τ) =
(
B2 −B1

)
τ/
(
B2 +B1

)
,

`2(τ) =
(
B2e

1/c −B1

)
τ/
(
B2e

1/c +B1

)
+ 1,

ϕ(z) = ψ(z) = CLn
(
B1z +D

)
− CLn

(
D −B2

)
− 1,

D =
(
B1 +B2e

1/c
)
/
(
e1/c − 1

)
.

Êëàññ îáðàòíûõ ðåøåíèé îãðàíè÷åí, íàïðèìåð, íå ïîëó÷åíî ðåøå-
íèå äëÿ ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ãðàíèöû l(τ) = 1 + vτ 2. Ïîëó÷åíèå
óêàçàííîãî ðåøåíèÿ àêòóàëüíî ïðè îïèñàíèè ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ
êîëåáàíèé êàíàòîâ ãðóçîïîäúåìíûõ óñòàíîâîê íà ñòàäèè ðàçãîíà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (1) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ôóíê-
öèÿ ϕ(z) íàõîäèòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n:

ϕ(z) = p1z + p2z
2 + . . .+ pnz

n. (10)

Ïàðàìåòðû p1, p2, . . . , pn ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
íàõîäÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèÿ (10) óäîâëåòâîðÿëà óðàâíå-
íèþ (1) ïðè ðàçëè÷íûõ τi (i = 1,m).

Â öåëÿõ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ðàññìîòðåíà òåñòîâàÿ çàäà÷à.
Äëÿ ëèíåéíîãî çàêîíà äâèæåíèÿ ãðàíèöû l(τ) = 1 + vτ ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ v íàõîäèëñÿ ìíîãî÷ëåí ïÿòîé ñòåïåíè

ϕ(z) = p1z + p2z
2 + p3z

3 + p4z
4 + p5z

5 + p1 − p2 + p3 − p4 + p5 − 1, (11)

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ϕ(−1) = −1.
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Çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà, ïîëó÷åííîãî ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,
ñðàâíèâàëèñü ñî çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ òî÷íîãî ðåøå-
íèÿ (2). Ñðàâíåíèå ïðîèçâîäèëîñü çà ïåðèîä âðåìåíè, ïîêà äëèíà óìåíü-
øàëàñü îò 1 äî 0.3. Ïðè ìåíüøèõ äëèíàõ ìíîãî÷ëåí (11) ïëîõî îïèñûâàåò
ôóíêöèþ ϕ(z). Ïðè ñòðåìëåíèè l(τ) ê íóëþ óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä

ϕ(τ + 0)− ϕ(τ − 0) = 1,

ò.å. ôóíêöèÿ ϕ(z) â òî÷êå τ òåðïèò ðàçðûâ.
Çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé ∆ ìåòîäà íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ðàçíèöà ìåæäó ôóíêöèÿìè (2) è (11)) â çàâèñèìî-
ñòè îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ãðàíèöû v ïðèâåäåíû â òàáë. 2.

Òàáëèöà 2

v 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

∆ 0.017 0.015 0.013 0.015 0.017 0.039 0.054 0.046 0.140

Â èíòåðâàëå v ∈ [0.1; 0.6] ïîãðåøíîñòè ðàññìîòðåííûõ ïðèáëèæåííûõ
ìåòîäîâ ìàëû. Óâåëè÷åíèå ïîãðåøíîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè v ê åäèíèöå
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ (2) ïðè v → 1 ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íî
áîëüøîé.

Íåçíà÷èòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ïîçâîëÿþò ïðèìåíÿòü îïèñàííûé ïðè-
áëèæåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) â ñëó-
÷àÿõ, êîãäà åãî òî÷íîå ðåøåíèå íå èçâåñòíî.
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