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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (1)

u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = ψ(x), (2)

u′x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = u′x(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0, (3)

ãäå q(x), ψ(x) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, ïðè÷åì q(x) ∈ L2[0, 1],
αi, βi (i = 1, 2) � êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Â [1] äëÿ q(x) ∈ C[0, 1] áûëî ïîëó÷åíî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-
÷è (1)�(3) äëÿ ψ(x) ∈ W 1

2 [0, 1] è îáîáùåííîå ðåøåíèå, êîãäà ψ(x) ∈
∈ L2[0, 1]. Çäåñü ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåì â ñëó÷àå q(x) ∈ L2[0, 1],
à òàêæå è äëÿ ψ(x) ∈ L[0, 1].

1. Ñ÷èòàåì ñíà÷àëà, ÷òî ψ(x) ∈ W 1
2 [0, 1]. Ðÿä ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ

ïðåäñòàâèì â âèäå

u(x, t) = u0(x, t) + u1(x, t) + u2(x, t),

ãäå

u0(x, t) = − 1

2πi

( �

|λ|=r

+
∑
n≥n0

�

γn

)
(R◦λψ1)

sin ρt

ρ
dλ,

u1(x, t) = − 1

2πi

( �

|λ|=r

+
∑
n≥n0

�

γn

)
(Rλψ1 −R◦λψ1)

sin ρt

ρ
dλ,

u2(x, t) = − 1

2πi

( �

|λ|=r

+
∑
n≥n0

�

γn

) 1

λ− µ0
(Rλg)

sin ρt

ρ
dλ,

Rλ = (L− λE)−1, Ly = −y′′ + q(x)y,

y′(0) + α1y(0) + β1y(1) = y′(1) + α2y(0) + β2y(1) = 0;

R◦λ = (L0 − λE)−1, L0y = −y′′, y′(0) = y′(1) = 0,
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E � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, γn � îáðàç â
λ-ïëîñêîñòè (λ = ρ2, Re ρ ≥ 0) îêðóæíîñòè {ρ

∣∣|ρ − nπ| = δ} (δ > 0
äîñòàòî÷íî ìàëî), ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ ëèøü îäíî ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå îïåðàòîðà L, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ïðè n ≥ n0, r > 0
ôèêñèðîâàíî è òàêîâî, ÷òî êîíòóð |λ| = r ñîäåðæèò âñå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ îïåðàòîðà L, íå ïîïàâøèå â γn ïðè n ≥ n0, ψ1(x) + ψ2(x) = ψ(x),
ψ1(x) ∈ W 1

2 [0, 1], ψ1(0) = ψ1(1) = 0, ψ2(x) ∈ C2[0, 1], ψ2(x) ∈ DL (DL �
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L), g = (L−µ0E)ψ2, µ0 � ôèêñèðîâàííîå
÷èñëî, ðàñïîëîæåííîå âíå êîíòóðîâ |λ| = r è γn ïðè n ≥ n0.

Ëåììà 1. Ðÿä u0(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî è äëÿ åãî
ñóììû èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) =
1

2

x+t�

x−t

ψ̃(τ)dτ,

ãäå ψ̃(x) � ÷åòíàÿ 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ψ̃(x) = ψ1(x) ïðè x ∈
∈ [0, 1].

Èç ëåììû 1 ïîëó÷àåòñÿ

Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ u0(x, t) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�
(2) ïðè q(x) = 0 è ψ1(x) âìåñòî ψ(x) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
u′0x(0, t) = u′0x(1, t) = 0, êîãäà óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþ-
äó (ï.â.).

Ëåììà 3. Ðÿäû u1(x, t), u2(x, t) è ðÿäû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íèõ
ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî t è äî ïåðâîãî
ïîðÿäêà ïî x ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT = [0, 1]× [−T, T ]
ïðè ëþáîì T > 0.

Ëåììà 4. Ôóíêöèè u′1x(x, t) è u
′
2x(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû ïî x

â QT .

Íà îñíîâàíèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 1. Åñëè ψ(x) ∈ W 1
2 [0, 1], òî ñóììà ðÿäà u(x, t) ôîðìàëüíî-

ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è t è óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2), (3); u′x(x, t) (u′t(x, t)) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà
ïî x (ïî t) è ï.â. óäîâëåòâîðÿåòñÿ óðàâíåíèå (1), ò.å. u(x, t) ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì, êîãäà óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ ï.â.

2. ψ(x) ∈ L2[0, 1]. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå áåðåì â âèäå u(x, t) =
= u0(x, t) + u1(x, t), ãäå u0(x, t) è u1(x, t) � òå æå, ÷òî è â ï. 1, íî ñ
ôóíêöèåé ψ(x) âìåñòî ψ1(x).

Ëåììà 5. Ðÿä u0(x, t) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî è äëÿ åãî
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ñóììû èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u0(x, t) = (ψ, 1)t+
1

2
[Φ(x+ t)− Φ(x− t)],

ãäå Φ(x) � íå÷åòíàÿ 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,

Φ(x) =

x�

0

[ψ(τ)− (ψ, 1)]dτ

ïðè x ∈ [0, 1].

Ëåììà 6. Ôóíêöèÿ u0(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî x, t è óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ u0(x, 0) = 0; ï.â. íà [0, 1] ñóùåñòâóåò u′0t(x, 0) è
ï.â.íà (−∞,∞) ñóùåñòâóþò u′0x(0, t), u

′
0x(1, t), ïðè÷åì u′0t(x, 0) = ψ(x),

u′0x(0, t) = u′0x(1, t) = 0.

Ëåììà 7. Ðÿä u1(x, t) è ðÿäû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íåãî ïî÷ëåííûì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî x è t îäèí ðàç, ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíî-
ìåðíî â QT ïðè ëþáîì T > 0.

Íà îñíîâàíèè ëåìì 6, 7 è òåîðåìû ðàâíîñõîäèìîñòè äëÿ îïåðàòîðîâ L
è L0 ïîëó÷èì

Ëåììà 8. Ñóììà ðÿäà u(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî x,t è
u(x, 0) = 0; ï.â. íà [0, 1] ñóùåñòâóåò u′t(x, 0) è ï.â. íà (−∞,∞) ñó-
ùåñòâóþò u′x(0, t), u

′
x(1, t); ï.â. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3) è u′t(x, 0) =

= ψ(x). Êðîìå òîãî, max
QT
|u(x, t)| ≤ C ‖ ψ ‖2, ãäå CT çàâèñèò òîëüêî

îò T è ‖· ‖2 � íîðìà â L2[0, 1].

Ïóñòü ψh(x) � òà æå, ÷òî è ψ(x) â òåîðåìå 1. Ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3)
äëÿ òàêîé ψh(x) âìåñòî ψ(x), äàâàåìîå òåîðåìîé 1, îáîçíà÷èì uh(x, t).

Òåîðåìà 2. Åñëè ψ(x) ∈ L2[0, 1], òî ñóììà ðÿäà u(x, t) ôîðìàëüíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u(x, 0) = 0 è ï.â. íà
(−∞,∞) óñëîâèÿì (3); u(x, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî t, ï.â. íà [0, 1]
ñóùåñòâóåò u′t(x, 0) è u′t(x, 0) = ψ(x). Áîëåå òîãî, åñëè ‖ ψh − ψ ‖2→ 0
ïðè h → 0, òî uh(x, t) ñõîäèòñÿ ê u(x, t) ðàâíîìåðíî â QT ïðè ëþáîì
T > 0, ò.å. u(x, t) åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3).
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3. ψ(x) ∈ L[0, 1]. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå áåðåì òàêèì æå, ÷òî è â ï. 2.

Ëåììà 9. Ðÿä u0(x, t) ñõîäèòñÿ âñþäó, à ðÿä u1(x, t) ñõîäèòñÿ àáñî-
ëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖ u0(x, t) ‖L2(QT )≤ CT ‖ ψ ‖1, max
QT
|u1(x, t)| ≤ CT ‖ ψ ‖1,

ãäå CT çàâèñèò òîëüêî îò T , ‖· ‖1 � íîðìà â L[0, 1].

Òåîðåìà 3. Åñëè ψ(x) ∈ L[0, 1], òî ðÿä u(x, t) ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1)�(3) ñõîäèòñÿ âñþäó ïî x è t è u(x, 0) = 0. Åñëè ψh(x) � òà
æå, ÷òî è ψ(x) â òåîðåìå 1 è ‖ ψh − ψ ‖1→ 0, ïðè h→ 0, òî ðåøåíèå
uh(x, t) çàäà÷è (1)�(3) äëÿ òàêîé ψh(x) ñõîäèòñÿ ê u(x, t) â L2(QT ) ïðè
ëþáîì T > 0, ò.å. u(x, t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�
(3) äëÿ ψ(x) ∈ L[0, 1].
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Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ ìåõàíè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ äâèæóùè-
ìèñÿ ãðàíèöàìè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè ñëåäóþùåãî ôóíê-
öèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ [1, 2]:

ϕ
(
τ + l(τ)

)
− ϕ

(
τ − l(τ)

)
= 1, (1)

ãäå τ � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ, l(τ) � çàêîí äâèæåíèÿ ãðàíèöû. Çàäà÷à ñî-
ñòîèò â íàõîæäåíèè ϕ(z) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ l(τ). Â îáùåì ñëó÷àå
ìåòîäèêà íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) íåèçâåñòíà. Äëÿ
ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáðàòíûé ìåòîä, ò.å. ïî çàäàííîé ôóíêöèè ϕ(z)
íàõîäèòñÿ l(τ). Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè

ϕ(z) =
ln
[
(vz + 1)/(1− v)

]
ln
[
(1 + v)/(1− v)

] − 1 (2)
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