
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ω : [0,+∞) → R � íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ, ïîä÷èíåííàÿ óñëîâèþ ω(0) = 0, äëÿ êîòîðîé óñëîâèå (2) íå
âûïîëíåíî. Ïóñòü n = 2, E = {x = (x1, x2) ∈ R2 : x1 ≥ 0, x1 ≤ x2 ≤
≤ 2x1}. Òîãäà íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ íà E ôóíêöèÿ f âèäà

f(x) = ϕ(x2)− ϕ(x1)

òàêàÿ, ÷òî

ω(f,0, δ) = ω(δ)

ïðè δ ≥ 0, ïðè ýòîì ϕ ∈ C(0,+∞), ϕ(0) = 0, lim
t→+0

ϕ(t) = −∞.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 2 ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ôóíê-
öèÿ ϕi èìååò ñêà÷îê â òî÷êå a. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ïðåä-
ñòàâëåíèå ôóíêöèè f â âèäå (1), â êîòîðîì ϕi íåïðåðûâíà â a? Îêàçû-
âàåòñÿ, âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4. Ïóñòü E� âûïóêëîå òåëî â Rn, ôóíêöèÿ f âèäà (1)
íåïðåðûâíà íà E, ôóíêöèè ϕi ∈ Bint(∆i) (i = 1, . . . ,m). Ïóñòü äëÿ
íåêîòîðîãî x0 ∈ E è äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m ñóùåñòâóþò ïðåäåëû
lim
t→ai

ϕi(t) =: bi, ãäå ai := ai · x0. Òîãäà ïðè îäíîâðåìåííîé çàìåíå âñåõ

çíà÷åíèé ϕi(ai) ÷èñëàìè bi (i = 1, . . . ,m) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà E íå
èçìåíÿòñÿ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèé Óîëøà �Ïýëè {ϕn(x)} íà îòðåçêå
0 ≤ x ≤ 1 (ïîäðîáíîå îïðåäåëåíèå ñì., íàïðèìåð, â [1]); {n(k)} � íåêî-
òîðàÿ (ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ (íîìåðîâ).
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Ñêàæåì, ÷òî ïîäñèñòåìà {ϕn(k)(x)} ïîä÷èíåíà çàêîíó ïîâòîðíîãî ëîãà-
ðèôìà (ÇÏË), åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

lim
N→∞

(2N log logN)−1/2 ·
N∑
k=1

ϕn(k)(x) = 1 ïî÷òè âñþäó. (1)

Èçâåñòíî (ñì. [2]), ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {n(k)} òàêîâà, ÷òî

n(k + 1) ≥ n(k) · (1 + c · k−α), ãäå c > 0, 0 < α < 0.5 (2)

(íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà k0), òî äëÿ ïîäñèñòåìû {ϕn(k)(x)} ñîîòíî-
øåíèå (1) èìååò ìåñòî.

Â äàëüíåéøåì ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàëñÿ â [3�4]. Ïîêàçàòåëü α â íåðà-
âåíñòâå (2) ðåãóëèðóåò ¾ãóñòîòó¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {n(k)}, îïðåäåëÿÿ
â íåé ðàçìåðû ëàêóí � ¾ïðîáåëîâ¿. Ñóùåñòâåííûì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî α < 0.5 (ñì. [2]). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî
ýòîò ¾ðóáåæ¿ íåëüçÿ îñëàáèòü.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {n(k)} òàêàÿ, ÷òî

n(k + 1) ≥ n(k) · (1 + k−1/2),

íî ñîîòíîøåíèå (1) ïðè ýòîì äëÿ ïîäñèñòåìû {ϕn(k)(x)} íå âûïîëíÿ-
åòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí äëÿ öåíòðàëüíîé ïðå-
äåëüíîé òåîðåìû (ÖÏÒ) � ñì. [5, 6].
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