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Ïóñòü n ≥ 2 , E ⊂ Rn - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ðèäæ-ôóíêöèåé íà
E áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ âèäà ϕ(a · x), ãäå x = (x1, . . . , xn) ∈ E,
a = (a1, . . . , an) ∈ Rn \ {0}, a ·x =

∑n
j=1 ajxj è ϕ� äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ

ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ∆(a) = {a · x : x ∈ E}. Íà ìíîæåñòâå E
ðàññìîòðèì ñóììó ðèäæ-ôóíêöèé

f(x) =
m∑
i=1

ϕi(a
i · x). (1)

Âñþäó ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîðû ai ïîïàðíî íåêîëëèíåàðíû.
Îáîçíà÷èì ∆i = ∆(ai). Çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî E ⊂ Rn, äëÿ
êîòîðîãî int(E) 6= ∅, íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì òåëîì.

Ôóíêöèþ ϕ : R → R áóäåì íàçûâàòü àääèòèâíîé, åñëè îíà óäîâëå-
òâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ Êîøè: ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y)
äëÿ âñåõ x, y ∈ R. Ïîä àääèòèâíîé ôóíêöèåé ϕ : J → R, îïðåäåëåííîé
íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå J ⊂ R, áóäåì ïîíèìàòü ñóæåíèå íåêîòîðîé
àääèòèâíîé íà R ôóíêöèè íà ìíîæåñòâî J .

Ïóñòü êàæäîìó èíòåðâàëó (α, β) ⊂ R, ãäå −∞ ≤ α < β ≤ +∞, ïî-
ñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé êëàññ B(α,β) îïðåäåëåííûõ íà (α, β)
äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:
1) Èç òîãî, ÷òî f ∈ B(α,β), r ∈ C(α, β), à ôóíêöèÿ f − r ÿâëÿåòñÿ àääè-
òèâíîé íà (α, β), ñëåäóåò, ÷òî f(x)− r(x) = cx, ãäå x ∈ (α, β), c ∈ R.
2) ∀h ∈ R, |h| < β − α : f ∈ B(α,β) ⇒ ∆hf ∈ BJ , ãäå ∆hf(x) =
f(x+ h)− f(x), J = (α, β) ∩ (α− h, β − h).
3) ∀(c, d) ⊂ (α, β) : f ∈ B(α,β) ⇒ f ∈ B(c,d).
Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ àääèòèâíàÿ íà èíòåðâàëå ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ
òàêæå ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé èëè èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó, ëèíåéíà. Ïî-
ýòîìó âûøåïðèâåäåííûå óñëîâèÿ áóäóò âûïîëíåíû, â ÷àñòíîñòè, åñëè â
êà÷åñòâå B(α,β) áðàòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûõ íà
(α, β) ôóíêöèé è ìíîæåñòâà èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó íà (α, β) ôóíêöèé.

170



Äëÿ ôóíêöèè f , èíòåãðèðóåìîé íà ìíîæåñòâå E êîíå÷íîé ìåðû, îïðå-
äåëèì å¼ ñðåäíåå íà E çíà÷åíèå

fE :=
1

|E|

�

E

f(x)dx.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü −∞ ≤ a < b ≤ +∞. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : [a, b] → R ïðèíàäëåæèò êëàññó
VMO[a, b], åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
d−c→0

1

d− c

�

[c,d]

|f(x)− f[c,d]|dx = 0,

ãäå ïðåäåë áåðåòñÿ ïî îòðåçêàì [c, d] ⊂ [a, b],−∞ < c < d < +∞.
Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü E � âûïóêëîå òåëî â Rn, ôóíêöèÿ f âèäà (1)

íåïðåðûâíà íà E, ôóíêöèè ϕi ∈ Bint(∆i) (i = 1, . . . ,m), è ïóñòü [a, b] ⊂
⊂ ∆i, −∞ < a < b < +∞. Òîãäà ϕi ∈ VMO[a, b].

Äàëåå äëÿ ôóíêöèè f : E → R, E ⊂ Rn îïðåäåëèì å¼ ìîäóëü íåïðå-
ðûâíîñòè â òî÷êå x0 ∈ E

ω(f,x0, t) := sup
||h||≤t,x0+h∈E

|f(x0 + h)− f(x0)|.

Îòìåòèì, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f íà E âûòåêàåò, ÷òî
ω(f,x0, t) � íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëóïðÿìîé t ≥ 0,
ïîä÷èíåííàÿ óñëîâèþ ω(f,x0, 0) = 0.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò â òåðìèíàõ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ E.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü E � âûïóêëîå òåëî â Rn, ôóíêöèÿ f âèäà (1)
íåïðåðûâíà íà E, ôóíêöèè ϕi ∈ Bint(∆i) (i = 1, . . . ,m). Ïóñòü a � ãðà-
íè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ∆i è äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ E òàêîãî, ÷òî
ai · x0 = a, ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω(t) := ω(f,x0, t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Äèíè

1�

0

ω(t)

t
dt <∞. (2)

Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë A := lim
t→a

ϕi(t).

Ïðè ýòîì íàéäåííîå óñëîâèå (2) íà ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f
â òî÷êå x0 â òåîðåìå 2 ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìûì, à èìåííî âåðíà ñëåäóþ-
ùàÿ
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü ω : [0,+∞) → R � íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ, ïîä÷èíåííàÿ óñëîâèþ ω(0) = 0, äëÿ êîòîðîé óñëîâèå (2) íå
âûïîëíåíî. Ïóñòü n = 2, E = {x = (x1, x2) ∈ R2 : x1 ≥ 0, x1 ≤ x2 ≤
≤ 2x1}. Òîãäà íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ íà E ôóíêöèÿ f âèäà

f(x) = ϕ(x2)− ϕ(x1)

òàêàÿ, ÷òî

ω(f,0, δ) = ω(δ)

ïðè δ ≥ 0, ïðè ýòîì ϕ ∈ C(0,+∞), ϕ(0) = 0, lim
t→+0

ϕ(t) = −∞.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 2 ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ôóíê-
öèÿ ϕi èìååò ñêà÷îê â òî÷êå a. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ïðåä-
ñòàâëåíèå ôóíêöèè f â âèäå (1), â êîòîðîì ϕi íåïðåðûâíà â a? Îêàçû-
âàåòñÿ, âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4. Ïóñòü E� âûïóêëîå òåëî â Rn, ôóíêöèÿ f âèäà (1)
íåïðåðûâíà íà E, ôóíêöèè ϕi ∈ Bint(∆i) (i = 1, . . . ,m). Ïóñòü äëÿ
íåêîòîðîãî x0 ∈ E è äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m ñóùåñòâóþò ïðåäåëû
lim
t→ai

ϕi(t) =: bi, ãäå ai := ai · x0. Òîãäà ïðè îäíîâðåìåííîé çàìåíå âñåõ

çíà÷åíèé ϕi(ai) ÷èñëàìè bi (i = 1, . . . ,m) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà E íå
èçìåíÿòñÿ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Ñ. Â. Êîíÿãèí, À. À. Êóëåøîâ. Î íåïðåðûâíîñòè êîíå÷íûõ ñóìì ðèäæ-

ôóíêöèé // Ìàòåì. çàìåòêè. 2015. Ò. 98, � 2. Ñ. 308-309.
2. Ñ. Â. Êîíÿãèí, À. À. Êóëåøîâ. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ êîíå÷íûõ ñóìì ðèäæ-

ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâàõ Rn //Òð. ÌÈÀÍ. 2016. Ò. 293.
Ñ. 193 - 200.

3. À. À. Êóëåøîâ. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ãëàäêèõ ñóìì ðèäæ-ôóíêöèé //Òð.
ÌÈÀÍ. 2016. Ò. 294. Ñ. 99 - 104.

4. À. À. Êóëåøîâ. Íåïðåðûâíûå ñóììû ðèäæ-ôóíêöèé íà âûïóêëîì òåëå è êëàññ
VMO // Ìàòåì. çàìåòêè., 2017, ò. 102, âûï. 6, ñòð. 851-858.

ÓÄÊ 517.4

ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÑËÓ×ÀÉ ËÀÊÓÍÀÐÍÎÑÒÈ Â ÇÏË
ÄËß ÐßÄÎÂ ÏÎ ÑÈÑÒÅÌÅ ÓÎËØÀ

È. Ô. Êóðáûêî, Ñ. Â. Ëåâèçîâ (Âëàäèìèð, Ðîññèÿ)
levizov@rambler.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèé Óîëøà �Ïýëè {ϕn(x)} íà îòðåçêå
0 ≤ x ≤ 1 (ïîäðîáíîå îïðåäåëåíèå ñì., íàïðèìåð, â [1]); {n(k)} � íåêî-
òîðàÿ (ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ (íîìåðîâ).
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