
â óêàçàííûõ íàïðàâëåíèÿõ, òî å¼ àâòîìàòè÷åñêè ïîëàãàåì âåðòèêàëüíî
ñáàëàíñèðîâàííîé.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü n̄0(Λ) = τ < ∞. Åñëè ñèñòåìà E(Λ) íå ïîëíà â
ëþáîé âûïóêëîé îáëàñòè D ñ âåðòèêàëüíûì äèàìåòðîì d(D) > 2πτ ,
è ïîëíà â ëþáîé âåðòèêàëüíî ñáàëàíñèðîâàííîé âûïóêëîé îáëàñòè D
ñ âåðòèêàëüíûì äèàìåòðîì d(D) 6 2πτ , òî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèÿ
ðàâåíñòâà n̄(Λ) = τ .
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Ïóñòü H � êëàññ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ ïðàâóþ ïî-
ëóïëîñêîñòü H = {z ∈ C : Re z > 0} â ñåáÿ. Êàê èçâåñòíî (ñì. [1]),
äëÿ êàæäîé f ∈ H ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíûé óãëîâîé ïðåäåë
∠ lim
z→∞

f ′(z) = f ′(∞), íàçûâàåìûé óãëîâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f íà

áåñêîíå÷íîñòè. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòà ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà,
ôóíêöèÿ f îäíîëèñòíà â íåêîòîðîì ñåêòîðå.

Òåîðåìà A. (Âàëèðîí, [1]) Ïóñòü f ∈ H, ïðè÷¼ì f ′(∞) > 0. Äëÿ
ëþáîãî k > 0 íàéä¼òñÿ R > 0 òàêîå, ÷òî f îäíîëèñòíà â ñåêòîðå
{z ∈ H : |Im z| < kRe z, |z| > R}.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèåR çàâèñèò íå òîëüêî îò âåëè÷èíû óãëà ñåêòîðà,
íî è îò ôóíêöèè f . Ðàçóìååòñÿ, âûáðàòü åäèíîå çíà÷åíèå R íà âñåì
êëàññå H íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ñêîëü áû ìàëîå k ìû íå áðàëè.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå îáëàñòåé îäíîëèñòíîñòè
íà ïîäêëàññàõ êëàññà H, ñîñòîÿùèõ èç ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äî-
ïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-31-00042 ìîë_à).
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Ïóñòü B = {f ∈ H : f(1) = 1, ∠ lim
z→∞

f(z) = ∞}. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè
òàêèõ óñëîâèÿõ f ′(∞) ∈ [0, 1].

Îáîçíà÷èì B(c) = {f ∈ B : f ′(∞) = c}.
Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà c ∈ (1/2, 1). Êàê ïî-

êàçàíî â [2], â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âûäåëèòü åäèíóþ îáëàñòü îäíîëèñòíî-
ñòè íà âñåì êëàññå B(c), ñîäåðæàùóþ ñåêòîð, âêëþ÷àþùèé íåïîäâèæíóþ
òî÷êó z = 1.

Òåîðåìà B. (Ãîðÿéíîâ, [2]) Ïóñòü f ∈ B(c), 1/2 < c < 1. Òîãäà f
îäíîëèñòíà â îáëàñòè

G(c) =

{
z ∈ H :

(Re z)2

1− c
− (Im z)2

2c− 1
>

1

c

}
.

Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî íà êëàññå òàêèõ îáëàñòåé (ãðàíèöåé êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ âåòâü ãèïåðáîëû ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ z = ±1) óñòàíîâëåííûé
ðåçóëüòàò íåóëó÷øàåì.

Äëÿ êàæäîé f ∈ B(c) îáîçíà÷èì ÷åðåç Sf îáëàñòü îäíîëèñòíîñòè
ôóíêöèè f , ñîäåðæàùóþ ëó÷ {z ∈ H : Im z = 0, Re z > 1}. ×åðåç S(c)
îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå îáëàñòåé Sf ïî âñåì f ∈ B(c). Ðåçóëüòàò òåîðå-
ìû B ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè c ∈ (1/2, 1)
îáëàñòü S(c) íåïóñòàÿ, ïðè÷åì G(c) ⊂ S(c).

Íàìè ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå îöåíêè îáëàñòè S(c), óñèëèâàþùèå ðå-
çóëüòàò òåîðåìû B.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ B(c), 1/2 < c < 1. Òîãäà f îäíîëèñòíà â
îáëàñòè

S(c) =

{
z ∈ H :

(Re z)2

1− c
− 3 (Im z)2

4c− 1
>

1

c

}
.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü c ∈ (1/2, 1). Äëÿ êàæäîé òî÷êè z0 ãðàíèöû îá-
ëàñòè

S(c) =

{
z ∈ H :

(Re z)2

1− c
− (Im z)2 >

1

c

}
íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f ∈ B(c), ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé â òî÷êå z0 îáðàùà-
åòñÿ â íóëü.

Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà S(c) ⊂ S(c) ⊂ S(c).
Çàìåòèì, ÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó îáëàñòÿìè S(c) è S(c) íåâåëèêî. Â òî æå
âðåìÿ îáëàñòü S(c) ñóùåñòâåííî áîëüøå îáëàñòè G(c), îñîáåííî ïðè c
áëèçêèõ ê 1/2.
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Ïóñòü n ≥ 2 , E ⊂ Rn - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ðèäæ-ôóíêöèåé íà
E áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ âèäà ϕ(a · x), ãäå x = (x1, . . . , xn) ∈ E,
a = (a1, . . . , an) ∈ Rn \ {0}, a ·x =

∑n
j=1 ajxj è ϕ� äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ

ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ∆(a) = {a · x : x ∈ E}. Íà ìíîæåñòâå E
ðàññìîòðèì ñóììó ðèäæ-ôóíêöèé

f(x) =
m∑
i=1

ϕi(a
i · x). (1)

Âñþäó ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîðû ai ïîïàðíî íåêîëëèíåàðíû.
Îáîçíà÷èì ∆i = ∆(ai). Çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî E ⊂ Rn, äëÿ
êîòîðîãî int(E) 6= ∅, íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì òåëîì.

Ôóíêöèþ ϕ : R → R áóäåì íàçûâàòü àääèòèâíîé, åñëè îíà óäîâëå-
òâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ Êîøè: ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y)
äëÿ âñåõ x, y ∈ R. Ïîä àääèòèâíîé ôóíêöèåé ϕ : J → R, îïðåäåëåííîé
íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå J ⊂ R, áóäåì ïîíèìàòü ñóæåíèå íåêîòîðîé
àääèòèâíîé íà R ôóíêöèè íà ìíîæåñòâî J .

Ïóñòü êàæäîìó èíòåðâàëó (α, β) ⊂ R, ãäå −∞ ≤ α < β ≤ +∞, ïî-
ñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé êëàññ B(α,β) îïðåäåëåííûõ íà (α, β)
äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:
1) Èç òîãî, ÷òî f ∈ B(α,β), r ∈ C(α, β), à ôóíêöèÿ f − r ÿâëÿåòñÿ àääè-
òèâíîé íà (α, β), ñëåäóåò, ÷òî f(x)− r(x) = cx, ãäå x ∈ (α, β), c ∈ R.
2) ∀h ∈ R, |h| < β − α : f ∈ B(α,β) ⇒ ∆hf ∈ BJ , ãäå ∆hf(x) =
f(x+ h)− f(x), J = (α, β) ∩ (α− h, β − h).
3) ∀(c, d) ⊂ (α, β) : f ∈ B(α,β) ⇒ f ∈ B(c,d).
Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ àääèòèâíàÿ íà èíòåðâàëå ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ
òàêæå ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé èëè èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó, ëèíåéíà. Ïî-
ýòîìó âûøåïðèâåäåííûå óñëîâèÿ áóäóò âûïîëíåíû, â ÷àñòíîñòè, åñëè â
êà÷åñòâå B(α,β) áðàòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûõ íà
(α, β) ôóíêöèé è ìíîæåñòâà èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó íà (α, β) ôóíêöèé.
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