
Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ãðàôà ïî çàäàííîé ôóíêöèè.
Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ãðóïï Âèëåíêèíà èçëîæåíà â ðàáîòå [3]. Ïóñòü

ôóíêöèÿ ϕ(x) - ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà DM(F
(s)
−N). Ïî ïðå-

îáðàçîâàíèþ Ôóðüå ϕ̂(χ) ôóíêöèè ϕ(x) ïîñòðîèì ãðàô ïî àëãîðèòìó 2.
Àëãîðèòì 2.
Øàã 1. Ðàññìîòðèì íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ̂.
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Øàã 2. Òàê êàê ìû âûáðàëè íåíóëåâîå çíà÷åíèå ϕ̂, òî
êàæäûé ñîìíîæèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî
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(aj, aj+1, . . . , aj+N−1) - (aj+1, aj+2, . . . , aj+N)

Òåîðåìà 4. Ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ïîñòðîåííûõ ïî àëãîðèòìó 1, ñîâ-
ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ãðàôîâ, ïîñòðîåííûõ ïî àëãîðèòìó 2.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕn(z)} ïîëíà â îá-
ëàñòè D ⊆ C, åñëè îí ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â
îáëàñòèD ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòíûõ ïîäìíî-
æåñòâàõ èç D. Â 1955 ã. À. Ô. Ëåîíòüåâûì áûëà îïóáëèêîâàíà ðàáîòà [1],
â êîòîðîé áûëè ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû
{zleλkz}∞,nk−1

k=1,l=0 â êðèâîëèíåéíîé ïîëîñå ò. å. â îáëàñòè âèäà

{x+ iy ∈ C | f(x) < y < f(x) + 2πa},
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a > 0, f(x) � íåïðåðûâíàÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè ôóíêöèÿ. Çäåñü
λk � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, îáðàçóþùèå ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ íåîãðà-
íè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à nk � íàòóðàëüíûå ÷èñëà (èõ áóäåì íà-
çûâàòü êðàòíîñòÿìè òî÷åê λk). Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ áûëè ñôîðìóëè-
ðîâàííû â òåðìèíàõ óñëîâèé íà êðàòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk, nk} è
÷èñëî a. Íåçàâèñèìî îò Ëåîíòüåâà àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ áûëè òàê æå
ïîëó÷åíû Á. ß. Ëåâèíûì (ñì., íàïðèìåð, [2, ñ. 286]). Îáîáùåíèþ äàííî-
ãî ðåçóëüòàòà Ëåîíòüåâà �Ëåâèíà ïîñâÿùåíà ðàáîòà [3]. Îñíîâûâàÿñü íà
ýòîé ðàáîòå, ìîæíî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëíîòû óêàçàí-
íîé âûøå ñèñòåìû ýêñïîíåíò â âûïóêëûõ îáëàñòÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèì
îïðåäåë¼ííûì óñëîâèÿì.

Îáîçíà÷èì Λ = {λk, nk}∞k=1 è E(Λ) = {zleλkz}∞,nk−1
k=1,l=0. Âåëè÷èíû

n̄(Λ) := lim
t→+∞

1

t

∑
λk6t

nk, n̄0(Λ) := lim
δ→0+

lim
t→+∞

1

δt

∑
t(1−δ)<λk6t

nk.

íàçûâàþòñÿ âåðõíåé è ìàêñèìàëüíîé ïëîòíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ
ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî [4, � E3, ãë. IV] ïðåäåë ïî δ → 0+ âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò, òàê ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü îïðåäåëåíà êîððåêòíî.

Ïóñòü D ⊆ C � ïðîèçâîëüíàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü. Âåðòèêàëüíûì äèà-
ìåòðîì îáëàñòè D íàçîâ¼ì âåëè÷èíó:

d(D) := sup
x

sup
z1,z2∈D

{
|y1−y2| : z1 = x+iy1, z2 = x+iy2, z1, z2 ∈ D, x ∈ R

}
.

Èíûìè ñëîâàìè, âåðòèêàëüíûé äèàìåòð îáëàñòè D � åñòü òî÷íàÿ âåðõ-
íÿÿ ãðàíü äëèí âñåõ âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîé îáëà-
ñòè.

×åðåç KD(ϕ) îáîçíà÷èì îïîðíóþ ôóíêöèþ âûïóêëîé îáëàñòè D:

KD(ϕ) = sup
z∈D

Re (ze−iϕ), ϕ ∈ [−π; π].

Åñëè îáëàñòü D îãðàíè÷åíà, òî å¼ îïîðíàÿ ôóíêöèé îãðàíè÷åíà è íåïðå-
ðûâíà. Â îáùåì æå ñëó÷àå îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé d(D) è KD(ϕ) ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà

d(D) 6 KD

(
−π

2

)
+KD

(π
2

)
.

Åñëè æå èìååò ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà, òî îáëàñòü D áóäåì íàçûâàòü âåð-
òèêàëüíî ñáàëàíñèðîâàííîé. Ïîíÿòèå âåðòèêàëüíîé ñáàëàíñèðîâàííîñòè
ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ëèøü äëÿ îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ â
íàïðàâëåíèÿõ ϕ = ±π/2. Ïðèìåðàìè òàêèõ îáëàñòåé ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîí-
òàëüíàÿ ïîëîñà, êðóã è äð. Åñëè æå îáëàñòü íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé
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â óêàçàííûõ íàïðàâëåíèÿõ, òî å¼ àâòîìàòè÷åñêè ïîëàãàåì âåðòèêàëüíî
ñáàëàíñèðîâàííîé.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü n̄0(Λ) = τ < ∞. Åñëè ñèñòåìà E(Λ) íå ïîëíà â
ëþáîé âûïóêëîé îáëàñòè D ñ âåðòèêàëüíûì äèàìåòðîì d(D) > 2πτ ,
è ïîëíà â ëþáîé âåðòèêàëüíî ñáàëàíñèðîâàííîé âûïóêëîé îáëàñòè D
ñ âåðòèêàëüíûì äèàìåòðîì d(D) 6 2πτ , òî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèÿ
ðàâåíñòâà n̄(Λ) = τ .
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Ïóñòü H � êëàññ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ ïðàâóþ ïî-
ëóïëîñêîñòü H = {z ∈ C : Re z > 0} â ñåáÿ. Êàê èçâåñòíî (ñì. [1]),
äëÿ êàæäîé f ∈ H ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíûé óãëîâîé ïðåäåë
∠ lim
z→∞

f ′(z) = f ′(∞), íàçûâàåìûé óãëîâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f íà

áåñêîíå÷íîñòè. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòà ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà,
ôóíêöèÿ f îäíîëèñòíà â íåêîòîðîì ñåêòîðå.

Òåîðåìà A. (Âàëèðîí, [1]) Ïóñòü f ∈ H, ïðè÷¼ì f ′(∞) > 0. Äëÿ
ëþáîãî k > 0 íàéä¼òñÿ R > 0 òàêîå, ÷òî f îäíîëèñòíà â ñåêòîðå
{z ∈ H : |Im z| < kRe z, |z| > R}.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèåR çàâèñèò íå òîëüêî îò âåëè÷èíû óãëà ñåêòîðà,
íî è îò ôóíêöèè f . Ðàçóìååòñÿ, âûáðàòü åäèíîå çíà÷åíèå R íà âñåì
êëàññå H íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ñêîëü áû ìàëîå k ìû íå áðàëè.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå îáëàñòåé îäíîëèñòíîñòè
íà ïîäêëàññàõ êëàññà H, ñîñòîÿùèõ èç ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äî-
ïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-31-00042 ìîë_à).
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