
åäèíèöû. Ïîëîæèì

qmΛ (z, δ) = qΛ(z, λm, δ)

(
z − λm
3δ|λm|

)−nm
, SΛ = lim

δ→0
lim
m→∞

ln |qmΛ (λm, δ)|
|λm|

.

Èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû SΛ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî SΛ ≤ 0. Ðàâåíñòâî
SΛ = 0 îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè λk â êàêîì-òî ñìûñëå îòäåëåíû äðóã îò
äðóãà. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè SΛ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ìîæíî íàéòè â êíèãå [6].

Òåîðåìà. Ïóñòü Λ �� ïðàâèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, f ∈ F (Λ)
è K � ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàììà ôóíêöèè f . Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû.

1. Äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè d ∈ U(Λ) òàêîé, ÷òî ìíîæå-
ñòâî Ω(D(Λ, d), K) íå ïóñòî è îòëè÷íî îò ïëîñêîñòè, è ëþáîé òî÷êè
w ∈ ∂Ω(D(Λ, d), K) ôóíêöèÿ gd(z) èìååò õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó
íà ìíîæåñòâå (w +K) ∩ ∂D(Λ, d).

2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî SΛ = 0.
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ÏÎËßÕ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÉ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ1

Þ. Ñ. Êðóññ (Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ)
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Ëîêàëüíîå ïîëå F (s) ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè p èçîìîðôíî
ïðîñòðàíñòâó áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ãäå ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè íîìåðàìè èìåþò íåíóëåâîå
çíà÷åíèå: (. . . ,0i−1,xi,xi+1, . . . ), xi ∈ GF (ps), GF (ps) � êîíå÷íîå ïî-
ëå [1]. Íóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ GF (ps) èìååò âèä 0 = (00, 01, . . . , 0s−1).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00152).
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Îêðåñòíîñòÿìè íóëåâîãî ýëåìåíòà ïîëÿ F (s) � 0 = (. . . ,0,0,0,. . . ), ÿâëÿ-
þòñÿ ìíîæåñòâà F

(s)
n (F

(s)
n ⊂ F

(s)
n−1)

F (s)
n = {a = (. . . ,0, an, an+1, . . . ) : aj ∈ GF (ps)}, n ∈ Z.

Ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

ϕ(x) =
∑
h∈H0

chϕ(Ax−̇h),
∑
h∈H0

|ch|2 < +∞, (1)

ãäå ch ∈ C. Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáèðóþùèì óðàâíåíèåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç DM(F
(s)
−N) ìíîæåñòâî ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé f ∈

∈ L2(F
(s)) òàêèõ, ÷òî supp f ⊂ F

(s)
−N è f ïîñòîÿííà íà ìíîæåñòâàõ âèäà

F
(s)
M +̇g.
Äëÿ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, ìàñøòàáèðóþùåå óðàâíå-

íèå (1) ñîäåðæèò ñóììó ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ:

ϕ(x) =
∑

h∈H(N+1)
0

chϕ(Ax−̇h), (2)

ãäå H
(N)
0 = {x ∈ F (s) : x = a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−Ng−N , N ∈ N,

a−j ∈ GF (ps)}.
Óðàâíåíèå (2) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ϕ̂(χ) = m(0)(χ)ϕ̂(χA−1),

ãäå m(0)(χ) =
∑

h∈H(N+1)
0

ch(χA−1, h) � ìàñêà óðàâíåíèÿ (2).

Â ðàáîòå [1] áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàñøòàáèðóþùåé

ôóíêöèè èç êëàññàDM(F
(s)
−1 ), ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì: àáñîëþò-

íûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ýòî 0
ëèáî 1. Â 2016 ãîäó â ðàáîòå [2] äàííûé àëãîðèòì áûë îáîáùåí äëÿ ôóíê-

öèé èç êëàññà DM(F
(s)
−N), êðîìå òîãî óäàëîñü èçáàâèòüñÿ îò îãðàíè÷åíèÿ

íà àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, êîòîðûå òåïåðü ìîãóò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç [0,1]. Èçëîæèì äàííûé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì 1.
Øàã 1. Âûáåðåì ïðîñòîå ÷èñëî p è çàôèêñèðóåì. Ïîñòðîèì N -âà-

ëèäíîå äåðåâî T .
Øàã 2. Ïî äåðåâó T ñòðîèì íîâîå äåðåâî T̃ . Êàæäàÿ âåðøèíà äå-

ðåâà T̃ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé N -ìåðíûé âåêòîð ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (ps):
A = (aN , aN−1, . . . , a1). Ñòðîÿòñÿ ýòè âåðøèíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè

164



â äåðåâå T ñ âåðøèíû aN íà÷èíàëñÿ ïóòü èç N ýëåìåíòîâ â íàïðàâëåíèè
ê êîðíþ aN → aN−1 → · · · → a1, òî â íîâîì äåðåâå T̃ îáðàçóåì âåðøèíó,
êîòîðàÿ èìååò çíà÷åíèå ðàâíîå N -ìåðíîìó âåêòîðó (aN , aN−1, . . . , a1).
Òàêèì îáðàçîì, êîðíåì äåðåâà T̃ ÿâëÿåòñÿ N -ìåðíûé âåêòîð, ñîñòàâ-
ëåííûé èç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (ps) O = (0,0, . . . ,0). Âåðøè-
íû 1-ãî óðîâíÿ äåðåâà T̃ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé N -ìåðíûå âåêòîðû, ó
êîòîðûõ íà âñåõ ìåñòàõ, êðîìå ïåðâîãî, ñòîÿò íóëåâûå ýëåìåíòû ïî-
ëÿ GF (ps): (ai,0, . . . ,0), ai - êàêàÿ-òî âåðøèíà N -ãî óðîâíÿ äåðåâà T .
Âåðøèíû 2-ãî óðîâíÿ äåðåâà T̃ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé N -ìåðíûå âåêòîðû:
(ai2, ai1,0, . . . ,0), ai2 è ai1 êàêèå-òî ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì âåðøèíû
äåðåâà T óðîâíåé N + 1 è N ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè÷åì â äàííîì ïðèìåðå
ai1 6= 0, à ai2 óæå ìîæåò áûòü íóëåâûì ýëåìåíòîì ïîëÿ GF (ps). Åñëè
ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç H âûñîòó äåðåâà T , à ÷åðåç H̃ âûñîòó äåðåâà T̃ , òî
î÷åâèäíî H̃ = H −N + 1.

Øàã 3. Òåïåðü ïðåîáðàçóåì äåðåâî T̃ ê ãðàôó Γ äîáàâèâ íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî íîâûõ ðåáåð ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1) äîñòðàèâàòü ðåáðà ìîæíî òîëüêî èç âåðøèí áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ
ê âåðøèíàì áîëåå íèçêîãî óðîâíÿ,

2) âåðøèíó A = (aN , aN−1, . . . , a1) äåðåâà T̃ ìîæíî ñâÿçûâàòü òîëüêî
ñ âåðøèíàìè âèäà (aN−1, . . . , a1, a0), òî åñòü ïåðâûå (N − 1) ýëåìåíòîâ
êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ïîñëåäíèìè (N − 1) ýëåìåíòàìè âåðøèíû A.

Âåðøèíû, ñ êîòîðûìè âåðøèíà AN ñâÿçàíà, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
(aN−1, . . . , a1, ã0). Òî åñòü a0 ∈ {ã0} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíà
AN ñâÿçàíà ñ âåðøèíîé (aN−1, . . . , a1, a0) â ãðàôå Γ.

Øàã 4. Åñëè âåðøèíà (aN , aN−1, . . . , a1) â ãðàôå Γ ñâÿçàíà ñ âåðøè-
íàìè (aN−1, aN−2 . . . , a1, ã0) òî çíà÷åíèÿ ìàñêè îïðåäåëÿåì òàê, ÷òîáû∑

ã0

|m(0)(F
(s)⊥
−N r

a−N
−N r

a−N+1

−N+1 . . . r
a−1

−1 rã0
0 )|2 = 1 è

m(0)(F
(s)⊥
−N r

a−N
−N r

a−N+1

−N+1 . . . r
a−1

−1 ra0
0 ) = 0 äëÿ âñåõ a0 /∈ {ã0}. (3)

Òàêæå, îïðåäåëèì m(0)(F
(s)⊥
−N ) = 1.

Òåîðåìà 3 [2]. Ïóñòü ïî N -âàëèäíîìó äåðåâó T ïîñòðîåíû äåðå-
âî T̃ , ãðàô Γ è îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ìàñêè m(0)(χ) òàê, êàê óêàçàíî â
ðàâåíñòâàõ (3). Ïóñòü Ïóñòü H̃� âûñîòà äåðåâà T̃ . Òîãäà ðàâåíñòâî

ϕ̂(χ) =
∞∏
k=0

m(0)(χA−k) ∈ D−N(F
(s)
M

⊥
)

îïðåäåëÿåò îðòîãîíàëüíóþ ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ ϕ(x) ∈
∈ DM(F

(s)
−N), ïîðîæäàþùóþ êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç, ïðè÷åì M íå

ïðåâûøàåò H̃ −N .
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Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ãðàôà ïî çàäàííîé ôóíêöèè.
Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ãðóïï Âèëåíêèíà èçëîæåíà â ðàáîòå [3]. Ïóñòü

ôóíêöèÿ ϕ(x) - ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà DM(F
(s)
−N). Ïî ïðå-

îáðàçîâàíèþ Ôóðüå ϕ̂(χ) ôóíêöèè ϕ(x) ïîñòðîèì ãðàô ïî àëãîðèòìó 2.
Àëãîðèòì 2.
Øàã 1. Ðàññìîòðèì íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ̂.

ϕ̂(F
(s)⊥
−N r

a−N
−N r

a−N+1

−N+1 . . . r
a0
0 . . . r

αM−1

M−1 ) = m(0)(F
(s)⊥
−N r

a−N
−N r

a−N+1

−N+1 . . . r
a−1

−1 ra0
0 ) ·

m(0)(F
(s)⊥
−N r

a−N+1

−N r
a−N+2

−N+1 . . . r
a0
−1r

a1
0 ) . . .m(0)(F

(s)⊥
−N r

aM−1

−N ) ·m(0)(F
(s)⊥
−N ).

Øàã 2. Òàê êàê ìû âûáðàëè íåíóëåâîå çíà÷åíèå ϕ̂, òî
êàæäûé ñîìíîæèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî

m(0)(F
(s)⊥
−N r

aj
−Nr

aj+1

−N+1 . . . r
aj+N−1

−1 r
aj+N
0 ) ñòðîèì â íàøåì ãðàôå ðåáðî

(aj, aj+1, . . . , aj+N−1) - (aj+1, aj+2, . . . , aj+N)

Òåîðåìà 4. Ìíîæåñòâî ãðàôîâ, ïîñòðîåííûõ ïî àëãîðèòìó 1, ñîâ-
ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ãðàôîâ, ïîñòðîåííûõ ïî àëãîðèòìó 2.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕn(z)} ïîëíà â îá-
ëàñòè D ⊆ C, åñëè îí ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â
îáëàñòèD ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòíûõ ïîäìíî-
æåñòâàõ èç D. Â 1955 ã. À. Ô. Ëåîíòüåâûì áûëà îïóáëèêîâàíà ðàáîòà [1],
â êîòîðîé áûëè ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû
{zleλkz}∞,nk−1

k=1,l=0 â êðèâîëèíåéíîé ïîëîñå ò. å. â îáëàñòè âèäà

{x+ iy ∈ C | f(x) < y < f(x) + 2πa},
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