
A5(x,−
1

2
+ x+ 0)− A3(x,−

1

2
+ x− 0) = c,

A5(x,
3

2
− x− 0)− A4(x,

3

2
− x+ 0) = d,

ãäå a, b, c, d � ïîñòîÿííûå.
Òî åñòü ÿäðî A (x, t) èìååò ñêà÷êè íà ñòîðîíàõ êâàäðàòà, âïèñàííîãî â

åäèíè÷íûé êâàäðàò. Äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã òåîðåìû
Æîðäàíà �Äèðèõëå:

Òåîðåìà. Åñëè f(x) ∈ ∆̄A, ãäå ∆̄A � çàìûêàíèå ïî íîðìå C[0, 1]
îáëàñòè çíà÷åíèé îïåðàòîðà A è f(x) ∈ V [0, 1], òî

‖f(x)− Sr (f, x)‖∞ −→r→∞∞.
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Ïóñòü Λ = {λk,mk}∞k=1 � êðàòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ãäå λk ��
êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êîòîðûå ïðîíóìåðîâàíû ïî íåóáûâàíèþ ìîäóëåé,
|λk| → ∞, è mk � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðÿäû
ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ, ïîñòðîåííûå ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ò.å.
ðÿäû âèäà

∞,mk−1∑
k=1,n=0

dk,nz
n exp(λkz). (1)

Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ îñîáûõ òî÷åê ñóììû ýòîãî ðÿäà íà ãðà-
íèöå îáëàñòè åãî ñõîäèìîñòè.

Ïóñòü d = {dk,n}∞,mk−1
k=1,n=0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

×åðåç gd(z) è D(Λ, d) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ñóììó ýòîãî ðÿäà è îò-
êðûòîå ÿäðî ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê z ∈ C, â êîòîðûõ îí ñõîäèòñÿ. Â
îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî D(Λ, d) ìîæåò áûòü íåâûïóêëûì (ñì. [1]) è íå
ÿâëÿåòñÿ äàæå ñâÿçíûì (ñì. [2]). Åñëè æå âûïîëíåíû óñëîâèÿ

m(Λ) = lim
k→∞

mk

|λk|
= 0, σ(Λ) = lim

j→∞

ln j

ξj
= 0,
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ãäå {ξj} � íåóáûâàþùàÿ ïî ìîäóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâëåííàÿ
èç òî÷åê λk, ïðè÷åì êàæäàÿ λk âñòðå÷àåòñÿ â íåé ðîâíî mk ðàç, òî ïî
òåîðåìå Êîøè-Àäàìàðà äëÿ ðÿäîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ (ñì. [2])
D(Λ, d) áóäåò âûïóêëîé îáëàñòüþ (âîçìîæíî ïóñòîé), êîòîðàÿ îïèñûâà-
åòñÿ ïðè ïîìîùè êîýôôèöèåíòîâ {dk,n}. Áîëåå òîãî, ïðè ýòèõ æå óñëî-
âèÿõ ïî òåîðåìå Àáåëÿ [2] äëÿ ïîäîáíûõ ðÿäîâ â îáëàñòè D(Λ, d) ðÿä (1)
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå. Â ÷àñòíîñòè ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî åãî ñóììà gd(z) åñòü àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â D(Λ, d).

Ñèìâîëîì U(Λ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé êîýôôèöèåíòîâ d = {dk,n}∞,mk−1

k=1,n=0 ðÿäà (1), äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî
D(Λ, d) íå ïóñòî, à ôóíêöèÿ gd(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â D(Λ, d). Ïóñòü
d ∈ U(Λ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà z ∈ ∂D(Λ, d) îñîáàÿ äëÿ ôóíêöèè
gd(z), åñëè îíà àíàëèòè÷åñêè íå ïðîäîëæàåòñÿ íè â êàêóþ îêðåñòíîñòü
ýòîé òî÷êè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λk,mk}∞k=1 áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé, åñ-
ëè îíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðè ïîðÿäêå îäèí. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî (ñì., [3],[4]) Λ ÿâëÿåòñÿ
÷àñòüþ íóëåâîãî ìíîæåñòâà (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé mk) öåëîé ôóíêöèè
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà. Ïóñòü Λ �� ïðà-
âèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. ×åðåç F (Λ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ öå-
ëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà, äëÿ
êàæäîé èç êîòîðûõ Λ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ åå íóëåâîãî ìíîæåñòâà.

Äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà D è âûïóêëîãî êîìïàêòà K ñèìâîëîì
Ω(D,K) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê z ∈ C òàêèõ, ÷òî K + z
(ñäâèã êîìïàêòà K) ëåæèò â D. Åñëè D �� âûïóêëàÿ îáëàñòü, òî íåòðóä-
íî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî Ω(D,K) òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáëàñòüþ
(âîçìîæíî ïóñòîé).

Ïóñòü Λ = {λk,mk}∞k=1. Ñëåäóÿ ðàáîòå [5] ââåäåì âåëè÷èíó, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èíäåêñà êîíäåíñàöèè Áåðíøòåéíà. Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ

qΛ(z, w, δ) =
∏

λk∈B(w,δ|w|)

(
z − λk
3δ|λk|

)nk
.

Â ñëó÷àå, êîãäà êðóã B(w, δ|w|) íå ñîäåðæèò íè îäíîé òî÷êè λk, ïî-
ëàãàåì qΛ(z, w, δ) ≡ 1. Ìîäóëü ôóíêöèè qΛ(z, w, δ) ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê ìåðó ñãóùåíèÿ òî÷åê λk ∈ B(w, δ|w|) îêîëî z. Âåëè÷èíà
ln |qΛ(z, w, δ)|/|w| àíàëîãè÷íà ïî ñìûñëó ëîãàðèôìó ñðåäíåãî ãåîìåòðè-
÷åñêîãî (ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ëîãàðèôìîâ) íîðìèðîâàííûõ ðàñ-
ñòîÿíèé îò λk ∈ B(w, δ|w|) äî z. Åñëè δ ∈ (0, 1), òî ìîäóëü êàæäîãî
ñîìíîæèòåëÿ èç îïðåäåëåíèÿ qΛ â êðóãå B(w, δ|w|) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó
âåëè÷èíîé 2(3(1 − δ))−1. Ïîýòîìó äëÿ δ ∈ (0, 1/3) îí íå ïðåâîñõîäèò
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åäèíèöû. Ïîëîæèì

qmΛ (z, δ) = qΛ(z, λm, δ)

(
z − λm
3δ|λm|

)−nm
, SΛ = lim

δ→0
lim
m→∞

ln |qmΛ (λm, δ)|
|λm|

.

Èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû SΛ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî SΛ ≤ 0. Ðàâåíñòâî
SΛ = 0 îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè λk â êàêîì-òî ñìûñëå îòäåëåíû äðóã îò
äðóãà. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè SΛ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ìîæíî íàéòè â êíèãå [6].

Òåîðåìà. Ïóñòü Λ �� ïðàâèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, f ∈ F (Λ)
è K � ñîïðÿæåííàÿ äèàãðàììà ôóíêöèè f . Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû.

1. Äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè d ∈ U(Λ) òàêîé, ÷òî ìíîæå-
ñòâî Ω(D(Λ, d), K) íå ïóñòî è îòëè÷íî îò ïëîñêîñòè, è ëþáîé òî÷êè
w ∈ ∂Ω(D(Λ, d), K) ôóíêöèÿ gd(z) èìååò õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó
íà ìíîæåñòâå (w +K) ∩ ∂D(Λ, d).

2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî SΛ = 0.
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Ëîêàëüíîå ïîëå F (s) ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè p èçîìîðôíî
ïðîñòðàíñòâó áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ãäå ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè íîìåðàìè èìåþò íåíóëåâîå
çíà÷åíèå: (. . . ,0i−1,xi,xi+1, . . . ), xi ∈ GF (ps), GF (ps) � êîíå÷íîå ïî-
ëå [1]. Íóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ GF (ps) èìååò âèä 0 = (00, 01, . . . , 0s−1).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00152).
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