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Ïóñòü (X, d, µ) � îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðè-
êîé d è áîðåëåâñêîé ìåðîé µ. Áóäåì îáîçíà÷àòü îòêðûòûé øàð è ñôåðó
ñ öåíòðîì â òî÷êå x ∈ X ðàäèóñà r > 0 ñîîòâåòñòâåííî êàê

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}, C(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) = r}.

Åñëè p > 0 è ôóíêöèÿ f ∈ Lp(X), òî äëÿ ëþáîãî øàðà B ⊂ X

ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî I
(p)
B f ∈ R, ÷òî

inf
I∈R

�

B

|f(y)− I|p dµ(y) =

�

B

|f(y)− I(p)
B f |p dµ(y).

Ïðè p > 1 òàêîå ÷èñëî I
(p)
B f åäèíñòâåííî. Åñëè æå 0 < p ≤ 1, òî

ïîñòîÿííàÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ I
(p)
B f ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ íåîäíî-

çíà÷íî. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ìíîæåñòâî òàêèõ ÷èñåë îãðàíè÷åíî è
çàìêíóòî, ïîýòîìó îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

I(p)
B f = inf I

(p)
B f, I

(p)
B f = sup I

(p)
B f.
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Â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ èõ ñâîéñòâà íåïðåðûâíî-
ñòè.

Òåîðåìà 1. Åñëè p > 0, òî äëÿ ëþáîãî øàðà B ⊂ X

1) ôóíêöèÿ f 7→ I(p)
B f , f ∈ Lp(B), ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà Lp(B);

2) ôóíêöèÿ f 7→ I
(p)
B f , f ∈ Lp(B), ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó íà Lp(B).

Äàëåå âñþäó íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå óäâîåíèÿ:
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ aµ ≥ 1, ÷òî

µ(B(x, 2r)) ≤ aµµ(B(x, r)), x ∈ X, r > 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p > 0, x0 ∈ X, r > 0 è

µ(C(x0, r)) = 0. (1)

Òîãäà
1) ôóíêöèÿ

x 7→ I(p)
B(x,r)f, x ∈ X, (2)

ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó â òî÷êå x0;
2) ôóíêöèÿ

x 7→ I
(p)
B(x,r)f, x ∈ X,

ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó â òî÷êå x0.

Îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå óñëîâèÿ (1) â òåîðåìå 2 ñóùåñòâåííî äëÿ åå
ñïðàâåäëèâîñòè. Áåç íåãî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 òåðÿåò ñèëó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

µ(C(x, r)) = 0, r > 0, x ∈ X. (3)

Ïóñòü åùå p ≥ q > 0 è S ⊂ Lp(X) � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.
Òîãäà óñëîâèå

lim
r→+0

sup
f∈S

�

X

|f(x)− I(q)
B(x,r)f |

p dµ(x) = 0. (4)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè S.

Ðàññìîòðåíèå óñëîâèé êîìïàêòíîñòè òàêîãî ðîäà è áûëî ïîâîäîì äëÿ

èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé I(p)
B f è I

(p)
B f . Áëàãîäàðÿ òåîðå-

ìå 2 ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 3 êîððåêòíà, òàê êàê ôóíêöèÿ (2) èçìåðèìà
íà X.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êëàññè÷åñêîãî êðèòåðèÿ
êîìïàêòíîñòè Êîëìîãîðîâà [1] äëÿ ïðîñòðàíñòâ Lp, p ≥ 1, íà îãðàíè-
÷åííûõ ïîäìíîæåñòâàõ èç Rn, â êîòîðîì íà ìåñòå íàèëó÷øèõ ïðèáëèæå-

íèé I(q)
B(x,r)f íàõîäÿòñÿ èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå ôóíêöèè f ïî øàðó B(x, r)
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(ñëó÷àé p = 1 ðàññìîòðåí â ðàáîòå [2]). Îäíàêî èíòåãðàëüíûå ñðåäíèå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïðè p ≥ 1. Îòìåòèì åùå ðàáîòó [4], â êîòî-
ðîé òàêæå îáñóæäàåòñÿ êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà.

Â ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé â ðàáîòå [3] óêàçàíû âåñü-
ìà øèðîêèå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâ êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè
Êîëìîãîðîâà.

Äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ X êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà òåðÿåò ñèëó è óñëî-

âèå (3) (ñ èíòåãðàëüíûìè ñðåäíèìè íà ìåñòå I(q)
B(x,r)f) óæå íå ÿâëÿåòñÿ

äîñòàòî÷íûì äëÿ ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà S. Ýòî âïåðâûå îá-
íàðóæèë Òàìàðêèí [5], êîòîðûé òàêæå óêàçàë íåîáõîäèìîå äîïîëíèòåëü-
íîå óñëîâèå äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà äëÿ Lp, p > 1. Â
ñëó÷àå p = 1 àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â [2]. Äëÿ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé ýòîò âîïðîñ èçó÷àëñÿ â [6].

Àíàëîã òåîðåìû 3 äëÿ ñëó÷àÿ íåîãðàíè÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ X ôîð-
ìóëèðóåòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3), p ≥ q > 0 è S ⊂ Lp(X) �
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà S âïîëíå îãðàíè÷åíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîë-
íåíî (4) è äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ X

lim
R→+∞

sup
f∈S

�

X\B(x0,R)

|f(x)|p dµ(x) = 0.

Äðóãèå óñëîâèÿ êîìïàêòíîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ Lp ïðè p > 0 èìåþòñÿ
â [7], ãäå òàêæå ïîäðîáíî èçëîæåíèà èñòîðèÿ âîïðîñà.
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