
Â ýòîì ñëó÷àå â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì óñëîâèå
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ϕ2(s) dsx = 0.

Äðóãèõ òîæäåñòâ îïðåäåëÿåìûõ èç òåîðåìû äëÿ áèãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé, êðîìå óêàçàííîãî âûøå íåò. Çàìåòèì, ÷òî ýòî íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òèïà Íåéìàíà áûëî ïîëó÷åíî
â [5]. Îíî ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé
áèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

Äðóãèå òîæäåñòâà äëÿ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëèãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé ïîëó÷åíû â ðàáîòå [6].
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Íåäàâíî ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå [1, 2] ñïåöèàëüíîé îáðàò-
íîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå:

du(t)

dt
= Au(t) + g, 0 6 t 6 T. (1)

Çäåñü A � ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð â êîìïëåêñíîì áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå E ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ E. Ýëåìåíò g ∈ E íåèçâå-
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ñòåí. Äëÿ îäíîâðåìåííîãî íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè u(t) è ýëåìåíòà g âîçü-
ìåì óñëîâèÿ

u(0) = u0,
1

T

T�

0

u(t) dt = u1. (2)

Ýëåìåíòû u0, u1 ∈ D(A) ñ÷èòàåì çàäàííûìè. Ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2)
íàçîâåì ïàðó (u(t), g), ãäå u : [0, T ] → E, g ∈ E. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
u ∈ C1([0, T ];E), ïðè÷åì u(t) ∈ D(A) ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ].

Îáðàòíàÿ çàäà÷à (1), (2) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ïðèìåðîì ê îáùåé òåîðèè,
ðàçðàáîòàííîé â [3, 4]. Ïî ñõåìå, ðàçâèòîé â [4], ñâîéñòâî êîððåêòíîñòè
îáðàòíîé çàäà÷è (1), (2) äîëæíî âûðàæàòüñÿ â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôóíêöèè

LT (λ) ≡ 1

T

T�

0

dt

t�

0

eλ(t−s) ds =
eλT − 1− λT

λ2 T
, λ ∈ C. (3)

Êàê âûÿñíèëîñü, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (1), (2), äåéñòâóþùèé áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëü-
íûõ ïðåäïîëîæåíèé îá îïåðàòîðå A, êðîìå ëèíåéíîñòè è çàìêíóòîñòè
(ñì. [1, 2]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð â E. Äëÿ
òîãî ÷òîáû îáðàòíàÿ çàäà÷à (1), (2) ïðè ëþáîì âûáîðå ýëåìåíòîâ
u0, u1 ∈ D(A) èìåëà íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ (u(t), g) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íè îäèí íóëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè LT (λ)
èç ôîðìóëû (3) íå ÿâëÿëñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A.

Äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïðèìåíåíèé òåîðåìû 1 áûëî èçó÷åíî ðàñïðåäåëå-
íèå íóëåé ôóíêöèè (3) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (ñì. [1, 2]). Â ÷àñòíîñòè
äîêàçàíî, ÷òî íóëè ëåæàò â ïîëóïëîñêîñòè Reλ > 2/T è íå ïðèíàäëåæàò
ïîëîñå |Imλ| 6 7π/(3T ).

Âîçíèêàåò âîïðîñ î ðàçëè÷íûõ ïðèìåðàõ îïåðàòîðîâ A, èìåþùèõ òó
èëè èíóþ êîíôèãóðàöèþ ñïåêòðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Èíòåðåñíûå
ïðèìåðû, â ÷àñòíîñòè, âñòðå÷àþòñÿ â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ
ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì (ñì. [5]).
Ñëåäóÿ [6], ðàññìîòðèì ïðîñòîé îäíîìåðíûé îïåðàòîð A = d2/dx2 â ïðî-
ñòðàíñòâå L2[0, 2] ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(A) =
{
u ∈ H2[0, 2] : u(0) = b1u(1), u(2) = b2u(1)

}
, (4)

ãäå b1, b2 � âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû.
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Ñïåêòð îïåðàòîðà A çàâèñèò îò âåëè÷èíû b = (b1 + b2)/2. Òàê, ïðè
ëþáîì b ∈ R îïåðàòîð A èìååò ñåðèþ âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé

z1,k = −(πk)2, k ∈ N,
ïðè −1 6 b < 1 èìååòñÿ åùå îäíà âåùåñòâåííàÿ ñåðèÿ

z
(±)
2,k = − (± arccos b+ 2πk)2 , k ∈ Z,

ïðè b > 1 ïîÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíàÿ ñåðèÿ

z
(±)
3,k = ln2

(
b+

√
b2 − 1

)
− (2πk)2 ± 4kπi ln

(
b+

√
b2 − 1

)
, k ∈ Z+,

è ïðè b < −1 ïîÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíàÿ ñåðèÿ

z
(±)
4,k = ln2

(
−b+

√
b2 − 1

)
− (2k+1)2π2 ± (4k+2)πi ln

(
−b+

√
b2 − 1

)
,

ãäå k ∈ Z+, à i � ìíèìàÿ åäèíèöà.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà b ñïåêòð îïå-

ðàòîðà A ìîæåò áûòü êàê âåùåñòâåííûì, òàê è îò÷àñòè êîìïëåêñíûì.
Âîçìîæíû òàêæå êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âûõîäÿùèå â ïî-
ëóïëîñêîñòü Reλ > 0, ãäå âñòðå÷àþòñÿ íóëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèè LT (λ).

Èñïîëüçóÿ èçëîæåííûå ñîîáðàæåíèÿ, ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó

ut = uxx + g(x), 0 6 x 6 2, 0 6 t 6 T, (5)

u(0, t) = b1u(1, t), u(2, t) = b2u(1, t), (6)

u(x, 0) = u0(x),
1

T

T�

0

u(x, t) dt = u1(x), (7)

ñ çàäàííûìè ôóíêöèÿìè u0(x), u1(x) è íåèçâåñòíûìè u(x, t), g(x). Ñïðà-
âåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

−2 ch π 6 b1 + b2 6 2 ch 2π. (8)

Òîãäà ïðè ëþáîì âûáîðå ôóíêöèé u0(x), u1(x) èç ìíîæåñòâà (4) îáðàò-
íàÿ çàäà÷à (5)�(7) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ (u(x, t), g(x)) .

Êàê âèäèì, óñëîâèå (8) ÿâëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷íûì. Îòäåëüíî ïîêàçà-
íî, ÷òî ïðè åãî íàðóøåíèè ìîæíî ïîäîáðàòü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷å-
íèé b1, b2 ∈ R, ïðè êîòîðûõ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ â îáðàòíîé çàäà÷å
(5)�(7) áóäåò îòñóòñòâîâàòü.
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Àâòîð áëàãîäàðèò íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ ïðîôåññîðà È. Â. Òèõîíîâà
çà ïîñòàíîâêó è îáñóæäåíèå çàäà÷è.
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Ïóñòü (X, d, µ) � îãðàíè÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðè-
êîé d è áîðåëåâñêîé ìåðîé µ. Áóäåì îáîçíà÷àòü îòêðûòûé øàð è ñôåðó
ñ öåíòðîì â òî÷êå x ∈ X ðàäèóñà r > 0 ñîîòâåòñòâåííî êàê

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}, C(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) = r}.

Åñëè p > 0 è ôóíêöèÿ f ∈ Lp(X), òî äëÿ ëþáîãî øàðà B ⊂ X

ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî I
(p)
B f ∈ R, ÷òî

inf
I∈R

�

B

|f(y)− I|p dµ(y) =

�

B

|f(y)− I(p)
B f |p dµ(y).

Ïðè p > 1 òàêîå ÷èñëî I
(p)
B f åäèíñòâåííî. Åñëè æå 0 < p ≤ 1, òî

ïîñòîÿííàÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ I
(p)
B f ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ íåîäíî-

çíà÷íî. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ìíîæåñòâî òàêèõ ÷èñåë îãðàíè÷åíî è
çàìêíóòî, ïîýòîìó îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

I(p)
B f = inf I

(p)
B f, I

(p)
B f = sup I

(p)
B f.
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