
Äëÿ öåëûõ α àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå â [1],
ñâåðòî÷íûå âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ èññëåäîâàëèñü â
ðàáîòàõ [2, 3].
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Ïóñòü X � íåñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, I � íåêîòî-
ðîå íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, Ia � ìíîæåñòâî íå áîëåå ÷åì ñ÷åò-
íûõ ïîäìíîæåñòâ I. Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíóþ ñèñòåìó {xα}α∈I ⊂ X
ñ áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé {x∗α}α∈I ⊂ X∗. Ïóñòü K � íåñåïàðàáåëü-
íîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñèñòåì λ = {λα}α∈I ñêàëÿðîâ òàêèõ, ÷òî
{α ∈ I : λα 6= 0} ∈ Ia. Ïðîñòðàíñòâî K íàçîâåì CB-ïðîñòðàíñòâîì, åñ-
ëè ñèñòåìà {δα}α∈I ⊂ K, δα = {δαβ}β∈I ÿâëÿåòñÿ íåñ÷åòíûì áåçóñëîâíûì

áàçèñîì â K, ò.å. ∀ λ = {λα}α∈I ∈ K èìååò ìåñòî

λ =
∑
α∈I

λαδα =
∞∑
i=1

λαiδαi,

ãäå {λαi}i∈N � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòîíîâêà ýëåìåíòîâ λ = {λα}α∈I . K íà-
çûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè èç {λα}α∈I ∈ K ñëåäóåò, ÷òî {λα}α∈I ′ ∈ K,
∀ I ′ ⊂ I è

∥∥{λα}α∈I ′∥∥K ≤ ∥∥{λα}α∈I∥∥K .
Îïðåäåëåíèå 1. Ïàðó {xα;x∗α} íàçîâåì K-áåññåëåâûì, åñëè âûïîë-

íÿåòñÿ óñëîâèå: ∀ x ∈ X {x∗α(x)}α∈I ∈ K. Â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà {xα}α∈I
ïîëíà â X è ïàðà {xα;x∗α} � K-áåññåëåâà â X, òî ñèñòåìó {xα}α∈I íàçî-
âåì K-áåññåëåâîé â X.

Ïàðó {xα;x∗α} íàçîâåì K-ãèëüáåðòîâûì â X, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå: ∀ λ = {λα}α∈I ∈ K ∃ x ∈ X: λ = {x∗α(x)}α∈I . Â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòå-
ìà {xα}α∈I ïîëíà â X è ïàðà {xα;x∗α} � K-ãèëüáåðòîâà â X, òî ñèñòåìó
{xα}α∈I íàçîâåì K-ãèëüáåðòîâîé â X.

Ñèñòåìó {xα}α∈I íàçîâåì ñèñòåìîé K-Ðèññà �Ôèøåðà â X, åñëè îíà
ÿâëÿåòñÿ K-áåññåëåâîé è K-ãèëüáåðòîâîé â X îäíîâðåìåííî.
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Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå êðèòåðèè äëÿ ñèñòåì K-Ðèññà �Ôèøåðà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K-ìîíîòîííîå CB-ïðîñòðàíñòâî ñ íåñ÷åòíûì
áåçóñëîâíûì êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì {δα}α∈I ⊂ K, áèîðòîãîíàëüíûå ñè-
ñòåìû {xα}α∈I è {x∗α}α∈I ïîëíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû {xα}α∈I áûëà ñèñòå-
ìîé K-Ðèññà-Ôèøåðà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë
îãðàíè÷åííî îáðàòèìûé îïåðàòîð T ∈ L(X,K), ÷òî Txα = δα,∀ α ∈ I.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü K-ìîíîòîííîå CB-ïðîñòðàíñòâî ñ íåñ÷åò-
íûì áåçóñëîâíûì êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì {δα}α∈I ⊂ K, áèîðòîãîíàëüíûå
ñèñòåìû {xα}α∈I è {x∗α}α∈I ïîëíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû {xα}α∈I áûëà ñè-
ñòåìîé K-Ðèññà-Ôèøåðà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâî-
âàëè òàêèå ïîñòîÿííûå M > 0 è m > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî
íàáîðà {λα} èìååò ìåñòî

m ‖{λα}‖K ≤

∥∥∥∥∥∑
α

λαxα

∥∥∥∥∥
X

≤M ‖{λα}‖K .

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X èìååò íåñ÷åòíûé áåçóñëîâíûé áàçèñ {ϕα}α∈I
ñ ïðîñòðàíñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîýôôèöèåíòîâ Kϕ. Ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû {xα}α∈I è {x∗α}α∈I
ïîëíû. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû {xα}α∈I áûëà ñèñòåìîé Kϕ-Ðèññà-
Ôèøåðà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïåðàòîð Aλ : Kϕ → Kϕ

îïðåäåëåííûé âûðàæåíèåì Aλ(λ) =
{∑

α∈I x
∗
β(ϕα)λα

}
β∈I , λ = {λα}α∈I ∈

∈ Kϕ áûë îãðàíè÷åííî îáðàòèì â Kϕ.
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé â åäèíè÷íîì øàðå S ⊂ Rn

ôóíêöèè u ∈ Cm(S̄) âåðíî ðàâåíñòâî

�
∂S

∂mu

∂νm
dsx = 0,
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