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Ðàçëè÷íûå êëàññû ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ óñèëåííûìè èëè îñëàá-
ëåííûìè ñâîéñòâàìè âûïóêëîñòè, ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè
â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè â îïòèìèçàöèè, îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè, òåî-
ðèè è ìåòîäàõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà �ßêîáè, ìíîãîçíà÷íîì
àíàëèçå, òåîðèè àïïðîêñèìàöèé è äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè. Âïåð-
âûå ïîíÿòèå ñëàáîé âûïóêëîñòè ïîÿâèëîñü â ðàáîòå Þ. Ã. Ðåøåòíÿêà
[1]. Çàòåì Í. Â. Åôèìîâ è Ñ. Á. Ñòå÷êèí [2] ðàññìàòðèâàëè a-âûïóêëûå
ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ äîïîëíåíèé ê øàðàì ôèê-
ñèðîâàííîãî ðàäèóñà. Å. Ìàéêë [3] ââåë ïîíÿòèå ïàðàâûïóêëûõ ìíîæåñòâ
è äîêàçàë òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíîãî ñåëåêòîðà äëÿ ìíî-
ãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ñ ïàðàâûïóêëûìè çíà÷åíèÿìè. Ã. Ôåäåðåð [4]
ââåë ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè, êàê ìíîæåñòâà
A, äëÿ êîòîðîãî òî÷êè èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè A îáëàäàþò ÷åáûøåâ-
ñêèì ñâîéñòâîì, ò.å. èìåþò åäèíñòâåííóþ áëèæàéøóþ òî÷êó èç ìíîæå-
ñòâà A. Æ.-Ô. Âèàëü [5] ðàññìàòðèâàë ñëàáî âûïóêëûå ìíîæåñòâà â Rn,
ò.å. òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ òî÷åê ýòîãî ìíîæå-
ñòâà, ñèëüíî âûïóêëûé îòðåçîê ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ èìååò åùå õîòÿ
áû îäíó îáùóþ òî÷êó ñ ìíîæåñòâîì. Ô. Êëàðê, Ð. Øòåðí è Ï. Âîëåíñêè
[6] ââåëè ïîíÿòèå ïðîêñèìàëüíî ãëàäêîãî ìíîæåñòâà, ò.å. ìíîæåñòâà, äëÿ
êîòîðîãî ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñò-
íîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà. Â ðàáîòàõ Ð. Ïîëèêâèíà è Ð.-Ò. Ðîêàôåëëàðà
[7], à çàòåì â ðàáîòàõ Ô. Áåðíàðäà, Ë. Òèáî è Í. Çëàòåâîé [8, 9] ðàñ-
ñìàòðèëèñü ïðîêñ-ðåãóëÿðíûå ìíîæåñòâà, ò.å. ìíîæåñòâà, äîïóñêàþùèõ
êàñàíèå ñôåðîé â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00259-à).
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Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå õàðàêòåðèçàöèè êëàññîâ
ñèëüíî è ñëàáî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, óñòà-
íîâëåíû âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïåðå÷èñëåííûìè âûøå òèïàìè îñëàáëåííîé
è óñèëåííîé âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðàäèóñà êðèâèçíû
êàê ëîêàëüíîé êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè ïàðàìåòðîâ âûïóêëîñòè
ìíîæåñòâà â åãî ãðàíè÷íîé òî÷êå. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ãëîáàëüíûõ è ëî-
êàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèëüíîé è ñëàáîé âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ.

Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêîëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉 è íîðìîé ‖·‖. ×åðåç BR(c) áóäåì îáîçíà÷àòü çàìêíó-
òûé øàð ðàäèóñà R > 0 ñ öåíòðîì c ∈ H. Ïóñòü intA, A è ∂A � âíóòðåí-
íîñòü, çàìûêàíèå è ãðàíèöà ìíîæåñòâà A ⊂ H. Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ H
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• diamA = sup
x,y∈A

‖x− y‖;

• σ(p,A) = sup
a∈A
〈p, a〉, p ∈ H � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A;

• dA(x) = infa∈A ‖x− a‖ � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà A;

• UA(r) = {x ∈ H : dA(x) < r} � r-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A;

• PA(x) = {a ∈ A : ‖x− a‖ = dA(x)} � ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè
x ∈ H íà ìíîæåñòâî A;

• NP (a,A) = {p ∈ H : ∃t > 0 : a ∈ PA(a+ tp)} � êîíóñ ïðîêñèìàëü-
íûõ íîðìàëåé â òî÷êå a ∈ ∂A;

• δA(ε) = sup
{
δ > 0 : Bδ

(
a1+a2

2

)
⊂ A ∀a1, a2 ∈ A : ‖a1 − a2‖ = ε

}
�

ìîäóëü âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà A;

• γA(ε) = inf
{
γ ≥ 0 : Bγ

(
a1+a2

2

)
∩ A 6= ∅ ∀a1, a2 ∈ A : ‖a1 − a2‖ ≤ ε

}
� ìîäóëü íåâûïóêëîñòè ìíîæåñòâà A.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî A ⊂ H íàçûâàåòñÿ R-ñèëüíî âûïóê-
ëûì, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî C ⊂ H òàêîå, ÷òî A =

⋂
c∈C

BR(c).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî A ⊂ H íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî R-ñèëüíî
âûïóêëûì â òî÷êå a ∈ ∂A, åñëè ñóùåñòâóåò ε ∈ (0, R) òàêîå, ÷òî ìíîæå-
ñòâî A ∩Bε(a) ÿâëÿåòñÿ R-ñèëüíî âûïóêëûì.

Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ òî÷åê x, y ∈ H: ‖x − y‖ ≤ 2R ìíîæåñòâî
DR(x, y) =

⋂
c: x,y∈BR(c)

BR(c) íàçûâàåòñÿ R-ñèëüíî âûïóêëûì îòðåçêîì.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âûïóêëîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A ⊂ H è ÷èñëà
R > 0 ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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1) A ÿâëÿåòñÿ R-ñèëüíî âûïóêëûì;

2) diamA ≤ 2R è DR(a1, a2) ⊂ A ∀a1, a2 ⊂ A;

3) diamA ≤ 2R è ω ⊂ A äëÿ êàæäîé äóãè ω îêðóæíîñòè ðàäèóñà R
äëèíû ≤ πR ñ êîíöàìè èç ìíîæåñòâà A;

4) îïîðíûé ïðèíöèï: A ⊂ BR(a−Rp) ∀a ∈ ∂A ∀p ∈ NP (a,A) : ‖p‖ = 1;

5) 〈p1, a1 − a2〉 ≥ 1
2R ‖a1 − a2‖2 ∀a1, a2 ∈ A ∀p1 ∈ NP (a1, A) : ‖p1‖ = 1;

6) 〈p1 − p2, a1 − a2〉 ≥ 1
R ‖a1 − a2‖2 ∀ai ∈ ∂A ∀pi ∈ NP (ai, A) : ‖pi‖ = 1,

i = 1, 2;

7) ‖a1 − a2‖ ≤ R‖p1 − p2‖ ∀ai ∈ ∂A ∀pi ∈ N (ai, A) : ‖pi‖ = 1, i = 1, 2;

äðóãèìè ñëîâàìè, ãðàäèåíò îïîðíîé ôóíêöèè ∇σ (·, A) ñóùåñòâó-
åò íà åäèíè÷íîé ñôåðå è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà:
‖∇σ (p1, A)−∇σ (p2, A)‖ ≤ R ‖p1 − p2‖ ∀p1, p2 ∈ ∂B1 (0);

8) 〈p1 − p2, a1 − a2〉 ≤ R ‖p1 − p2‖2 ∀ai ∈ ∂A ∀pi ∈ NP (ai, A) : ‖pi| = 1,
i = 1, 2;

9) äëÿ ëþáîãî a ∈ ∂A ìíîæåñòâî A ëîêàëüíî R-ñèëüíî âûïóêëî â
òî÷êå a;

10) ëîêàëüíûé îïîðíûé ïðèíöèï: ∀a ∈ ∂A ∃ε ∈ (0, R) ∃p ∈ ∂B1(0) :
A ∩Bε (a) ⊂ BR(a−Rp);

11) diamA ≤ 2R è δA (ε) ≥ R−
√
R2 − ε2

4 ∀ε ∈ (0, diamA);

12) ‖a1 − a2‖ ≤ R
√
‖x1−x2‖2−(dA(x1)−dA(x2))

2

√
(R+dA(x1))(R+dA(x2))

∀xi ∈ H, ai ∈ PA (xi), i = 1, 2.

Èññëåäîâàíèþ ñèëüíî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [10�
13]. Íà îñíîâå ñâîéñòâ ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè íà ñèëüíî âûïóêëîå ìíî-
æåñòâî â ðàáîòå [13] ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå îöåíêè ñõîäèìîñòè äëÿ ìå-
òîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà â çàäà÷å îïòèìèçàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè íà
ñèëüíî âûïóêëîì ìíîæåñòâå.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî A ⊂ H íàçûâàåòñÿ R-ñëàáî âûïóêëûì,
åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ A òàêèõ, ÷òî 0 < ‖x − y‖ < 2R
íàéäåòñÿ òî÷êà z ∈ DR(x, y) ∩ A, îòëè÷íàÿ îò x, y.

Êðèâîé â H íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ Γ : [0, 1]→ H. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ Γ ñîåäèíÿåò òî÷êè Γ(0) and Γ(1). Íîñèòåëåì êðè-
âîé Γ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Γ([0, 1]) = {Γ(t) : t ∈ [0, 1]}. Äëèíà êðèâîé
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Γ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé |Γ| = sup
I∑
i=1

‖Γ(ti) − Γ(ti−1)‖, ãäå ñóïðåìóì

áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì 0 = t0 < t1 < . . . < tI = 1 îòðåçêà [0, 1].
Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ H è òî÷åê x, y ∈ A êðèâàÿ Γ : [0, 1]→ A òàêàÿ, ÷òî
Γ (0) = x, Γ (1) = y íàçûâàåòñÿ êðàò÷àéøåé, ñîåäèíÿþùåé x è y, åñëè
äëèíà êðèâîé Γ ìèíèìàëüíà ñðåäè âñåõ òàêèõ êðèâûõ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A ⊂ H è ÷èñëà R > 0
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A ÿâëÿåòñÿ R-ñëàáî âûïóêëûì;

2) A ∩ intBR(a+Rp) = ∅ ∀a ∈ ∂A ∀p ∈ NP (a,A) : ‖p‖ = 1;

3) 〈p1, a1−a2〉 ≥ − 1
2R‖a1−a2‖2 ∀a1, a2 ∈ A ∀p1 ∈ NP (a1, A) : ‖p1‖ = 1;

4) 〈p1−p2, a1−a2〉 ≥ − 1
R‖a1−a2‖2 ∀ai ∈ ∂A ∀pi ∈ NP (ai, A) : ‖pi‖ ≤ 1,

i = 1, 2;

5) åñëè x ∈ UA(R) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak} ⊂ A óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ‖x− ak‖ → dA(x), òî {ak} ñõîäèòñÿ;

6) îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè x 7→ PA(x) îäíîçíà÷åí è íåïðåðû-
âåí â îêðåñòíîñòè UA(R);

7) ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ dA(·) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíî-
æåñòâå UA(R) \ A;

8) ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ dA(·) äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå íà ìíîæå-
ñòâå UA(R) \ A;

9) ‖a1 − a2‖ ≤ R
R−max{dA(x1),dA(x2)}‖x1 − x2‖ ∀xi ∈ UA(R) ∀ai ∈ PA(xi),

i = 1, 2;

10) γA(ε) ≤ R−
√
R2 − ε2

4 ∀ε ∈ (0, R);

11) äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ A òàêèõ, ÷òî 0 < ‖x − y‖ < 2R
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êðàò÷àéøàÿ êðèâàÿ Γ : [0, 1] → A, ñî-
åäèíÿþùàÿ òî÷êè x è y, ïðè÷åì Γ([0, 1]) ⊂ DR(x, y);

12) äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ A òàêèõ, ÷òî 0 < ‖x − y‖ < 2R
ñóùåñòâóåò Γ : [0, 1] → A, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè x è y è òàêàÿ,

÷òî |Γ| ≤ 2R arcsin
(
‖x−y‖

2R

)
.
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Â ìîíîãðàôèè [14] èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ñëàáî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, à â ðàáîòå [15] � â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ðàáîòû [16, 17] ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè
íà ñëàáî âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Íà îñíîâå ýòèõ ñâîéñòâ â ðàáîòå [17] ïî-
ëó÷åíû îöåíêè ñõîäèìîñòè äëÿ ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà â çàäà÷å îï-
òèìèçàöèè ñèëüíî âûïóêëîé ôóíêöèè íà ñëàáî âûïóêëîì (ïðîêñèìàëüíî
ãëàäêîì) ìíîæåñòâå. Ðàáîòû [18, 19] ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ
ñëàáî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ íåñèììåòðè÷íîé ïîëóíîð-
ìîé.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî A ⊂ H íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî R-ñëàáî
âûïóêëûì â òî÷êå a ∈ ∂A, åñëè ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî
A ∩Bδ(a) ÿâëÿåòñÿ R-ñëàáî âûïóêëûì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊂ H çàìêíóòî, ñâÿçíî è ëîêàëüíî
R-ñëàáî âûïóêëî â êàæäîé òî÷êå a ∈ ∂A, ïðè÷åì diamA < 2R. Òîãäà
ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ R-ñëàáî âûïóêëûì.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå diamA < 2R ñóùåñòâåííî â òåîðåìå 3. Íà-
ïðèìåð, äóãà A = {(cosϕ, sinϕ) : ϕ ∈ [0, 2π − δ]}, δ ∈ (0, π) â êàæäîé
òî÷êå a ∈ ∂A ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî R-ñëàáî âûïóêëûì ìíîæåñòâîì ïðè
R = 1, íî íå ÿâëÿåòñÿ R-ñëàáî âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðàäèóñîì êðèâèçíû ìíîæåñòâà A ⊂ H â òî÷êå a ∈
∂A â íàïðàâëåíèè p ∈ NP (x,A) ∩ ∂B1(0) íàçûâàåòñÿ

RA(a, p) = lim inf
(x,v)→(a,p)

x∈∂A, v∈NP (x,A)∩∂B1(0)

sup {r > 0 : A ∩ int Br (x+ rv) = ∅} .

Òåîðåìà 4. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A ⊂ H ÿâëÿåòñÿ R-ñëàáî âû-
ïóêëûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

RA(a, p) ≥ R ∀a ∈ ∂A ∀p ∈ NP (a,A) ∩ ∂B1(0).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà A,C ⊂ H îòäåëèìû ñôåðîé ðàäèóñà
ρ > 0, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ H òàêàÿ, ÷òî A ∩ intBρ(x) = ∅ è
C ⊂ Bρ(x).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà áëèæàéøèõ òî÷åê äëÿ ìíîæåñòâ A,C ⊂
H, ñîñòîÿùóþ â îòûñêàíèè òî÷åê a ∈ A è c ∈ C òàêèõ, ÷òî ‖a − c‖ =
%(A,C) := inf

x∈A, y∈C
‖x− y‖. Ýòà çàäà÷à íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé ïî Òèõî-

íîâó, åñëè ëþáûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak} ⊂ A è {ck} ⊂ C òàêèå, ÷òî
‖ak − ck‖ → %(A,C), ñõîäÿòñÿ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ìíîæåñòâî C ⊂ H ÿâëÿåòñÿ r-ñèëüíî âûïóê-
ëûì, int C 6= ∅, à ìíîæåñòâî A ⊂ H çàìêíóòî è R-ñëàáî çàìêíóòî,
ïðè÷åì R > r è A ∩ intC = ∅. Òîãäà
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1) ìíîæåñòâà A è C ìîæíî îòäåëèòü ñôåðîé ëþáîãî ðàäèóñà ρ ∈
[r, R];

2) åñëè äîïîëíèòåëüíî %(A,C) < R − r, òî çàäà÷à ïîèñêà áëèæàé-
øèõ òî÷åê äëÿ ìíîæåñòâ A è C êîððåêòíà ïî Òèõîíîâó.
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