
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî:

σ(x) ≈ u(x, ϕ(x, λ1), ..., ϕ(x, λn)),

ãäå

u(x, y1, y2, ..., yn) := F (x) +
n∑
k=1

ϕ̃(x, λk) (yk − ϕ̃(x, λk)) M̂(λk).

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû òðàêòî-
âàòü ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è
Êîøè äëÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

y′1(x) = y
[1]
1 (x) + u(x, y1, ..., yn)y1(x),

...

y′n(x) = y
[1]
n (x) + u(x, y1, ..., yn)yn(x),

(y
[1]
1 (x))′ = −u(x, y1, ..., yn)y

[1]
1 (x)− (u2(x, y1, ..., yn) + λ1)y1(x),

...

(y
[1]
n (x))′ = −u(x, y1, ..., yn)y

[1]
n (x)− (u2(x, y1, ..., yn) + λn)yn(x),

yk(0) = 1, k = 1, n,

y
[1]
k (0) = h̃, k = 1, n.

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è Êîøè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷å-
ñêèå ÷èñëåííûå ìåòîäû (Àäàìñà, Ãèðà è ò.ä.). Îêîí÷àòåëüíî â êà÷å-
ñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðèíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ
u(x, y1(x), ..., yn(x)).
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Îáîçíà÷èì D = {z ∈ C : |z| < 1}, D∗ = {z ∈ C : |z| > 1}.
Ïóñòü f : D → Ω, F : D∗ → Ω∗ � êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ, ãäå Ω �

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 17-11-
01229).
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îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòîé æîðäàíîâîé êðèâîé Γ, Ω∗ � íåîãðà-
íè÷åííàÿ êîìïîíåíòà äîïîëíåíèÿ Γ. Ïóñòü f(0) = 0, f ′(0) > 0, à F
èìååò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ∞:
F (z) = b1z+b0+b−1z

−1+..., b1 > 0. Òîãäà f ′(0) = r(Ω, 0) íàçûâàåòñÿ êîí-
ôîðìíûì ðàäèóñîì îáëàñòè Ω â òî÷êå 0, à b−1

1 = r(Ω∗,∞) � êîíôîðìíûì
ðàäèóñîì îáëàñòè Ω∗ â òî÷êå ∞. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷åííîå
ìåòîäîì ïëîùàäåé Í. À. Ëåáåäåâûì êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåé
òåîðåìû äëÿ íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé [1]:

r(Ω, 0)r(Ω∗,∞) ≤ 1,

ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ �
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Äðóãèì ïîäõîäîì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è î ñîîòíîøåíèè êîíôîðì-
íûõ ðàäèóñîâ äâóõ íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé ìîæåò ñëóæèòü ïàðàìåòðè÷å-
ñêèé ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé â ðàáîòàõ Ê. Ëåâíåðà [2], Ï. Ï. Êóôàðåâà [3],
Ê. Ïîììåðåíêå [4]. Áóäåì íàçûâàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îá-
ëàñòåé Ω(t), 0 ≤ t < T , óáûâàþùèì, åñëè Ω(t2) ⊂ Ω(t1), 0 ≤ t1 < t2 < T ;
âîçðàñòàþùèì � åñëè Ω(t1) ⊂ Ω(t2), 0 ≤ t1 < t2 < T ; ìîíîòîííûì �
åñëè îíî óáûâàþùåå èëè âîçðàñòàþùåå. Ïóñòü Ω(t), 0 ≤ t < T � ìîíî-
òîííîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé, 0 ∈ Ω(t),
Ω(0) = D, ôóíêöèÿ f(z, t) = a(t)z+ ... � ïðè êàæäîì t êîíôîðìíî îòîá-
ðàæàåò åäèíè÷íûé êðóã íà Ω(t), ãäå a(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà [3, 5] f(z, t) óäîâëåòâîðÿåò ïî÷òè âñþäó óðàâíåíèþ

∂f(z, t)

∂t
= z

∂f(z, t)

∂z
q(z, t), 0 ≤ t < T, z ∈ D,

ãäå q(z, t) � ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè Ω(t) � âîçðàñòàþùåå ñåìåéñòâî îáëàñòåé è ïåðåìåííàÿ
t âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî a(t) = et, òî q(z, t) ïðèíàäëåæèò êëàññó
Êàðàòåîäîðè (ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå â ýòîì ñëó÷àå îáû÷íî íàçûâàþò
óðàâíåíèåì Ëåâíåðà �Êóôàðåâà). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò èíòåãðàëü-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè q(z, t) äëÿ ñåìåéñòâ îáëàñòåé Ω(t) îãðàíè-
÷åííûõ êðèâûìè, çàäàííûìè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω(t), 0 ≤ t < T , � ìîíîòîííîå îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîå ñåìåéñòâî îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé, 0 ∈ Ω(t), 0 ≤ t < T , Ω(0) = D,
îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè Γ(t), çàäàííûìè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, ψ)
óðàâíåíèåì r = γ(ψ, t) = 1 + δ(ψ, t), 0 ≤ ψ ≤ 2π, 0 ≤ t < T , ãäå
δ ∈ C3+α([0, 2π] × [0, T )), 0 < α < 1. Ôóíêöèÿ f(z, t) = a(t)z + ...,
a(t) > 0, � êîíôîðìíî îòîáðàæàåò åäèíè÷íûé êðóã D íà Ω(t). Òîãäà
ḟ(z, t) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ 0 ≤ t < T , z ∈ D è f(z, t) óäîâëåòâîðÿåò
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óðàâíåíèþ

∂f(z, t)

∂t
= z

∂f(z, t)

∂z
q(z, t), z ∈ D, 0 ≤ t < T,

ïðè÷åì

q(z, t) =
1

2π

2π�

0

1

|f ′(eiϕ, t)|
δ̇(ψ(ϕ, t), t) cos(β(ψ(ϕ, t), t))

eiϕ + z

eiϕ − z
dϕ,

z ∈ D, 0 ≤ t < T,

ãäå ψ(ϕ, t) = arg f(eiϕ, t), β(ψ, t) = − arctan(γ
′(ψ,t)
γ(ψ,t) ) � óãîë ìåæäó íîð-

ìàëüþ ê Γ(t) â òî÷êå γ(ψ, t) è ðàäèàëüíûì âåêòîðîì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç
ýòó òî÷êó.

Âìåñòå ñ ñåìåéñòâîì îáëàñòåé Ω(t), áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî
îáëàñòåé G(t), ãðàíèöû êîòîðûõ çàäàíû â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâ-
íåíèåì r = γ∗(ψ, t) = (γ(ψ, t))−1. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò àñèìïòîòè-
÷åñêóþ ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ êîíôîðìíûå ðàäèóñû ýòèõ ñåìåéñòâ â
òî÷êå 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ω(t), 0 ≤ t < T , � ìîíîòîííîå îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîå ñåìåéñòâî îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé, 0 ∈ Ω(t), 0 ≤ t < T , Ω(0) = D,
îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè Γ(t), çàäàííûìè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, ψ)
óðàâíåíèåì r = γ(ψ, t) = 1 + δ(ψ, t), 0 ≤ ψ ≤ 2π, 0 ≤ t < T , ãäå
δ ∈ C3+α([0, 2π] × [0, T )), 0 < α < 1. Ïðè ýòîì, ïóñòü êîíôîðìíûé
ðàäèóñ r(Ω(t), 0) = et, åñëè Ω(t) � âîçðàñòàþùåå ñåìåéñòâî îáëàñòåé
è r(Ω(t), 0) = e−t, åñëè Ω(t) � óáûâàþùåå ñåìåéñòâî îáëàñòåé. Ïóñòü
G(t) � ñåìåéñòâî îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè, çàäàííûìè â ïî-
ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì r = γ∗(ψ, t) = (γ(ψ, t))−1. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà

log r(G(t), 0) = ct+

 1

2π

2π�

0

(δ̇(ϕ, 0))2 − δ̈(ϕ, 0) dϕ

 t2 + o(t2), t→ +0,

ãäå r(G(t), 0) � êîíôîðìíûé ðàäèóñ îáëàñòè G(t), c = 1, åñëè Ω(t) �
óáûâàþùåå ñåìåéñòâî, c = −1, åñëè Ω(t) � âîçðàñòàþùåå ñåìåéñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòå ïðåäûäóùåé òåî-
ðåìû è ñîîòíîøåíèè γ∗(ψ, t) = (γ(ψ, t))−1. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
r(Ω∗(t),∞) = r(G(t), 0), 0 ≤ t < T , ãäå Ω∗(t) � íåîãðàíè÷åííàÿ êîì-
ïîíåíòà äîïîëíåíèÿ Γ(t). Òàêèì îáðàçîì òåîðåìà 2 äàåò àñèìïòîòè÷å-
ñêóþ ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ êîíôîðìíûå ðàäèóñû ñåìåéñòâ îáëàñòåé
Ω(t) è Ω∗(t).
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Ðàçëè÷íûå êëàññû ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ óñèëåííûìè èëè îñëàá-
ëåííûìè ñâîéñòâàìè âûïóêëîñòè, ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè
â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè â îïòèìèçàöèè, îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè, òåî-
ðèè è ìåòîäàõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà �ßêîáè, ìíîãîçíà÷íîì
àíàëèçå, òåîðèè àïïðîêñèìàöèé è äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè. Âïåð-
âûå ïîíÿòèå ñëàáîé âûïóêëîñòè ïîÿâèëîñü â ðàáîòå Þ. Ã. Ðåøåòíÿêà
[1]. Çàòåì Í. Â. Åôèìîâ è Ñ. Á. Ñòå÷êèí [2] ðàññìàòðèâàëè a-âûïóêëûå
ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ äîïîëíåíèé ê øàðàì ôèê-
ñèðîâàííîãî ðàäèóñà. Å. Ìàéêë [3] ââåë ïîíÿòèå ïàðàâûïóêëûõ ìíîæåñòâ
è äîêàçàë òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíîãî ñåëåêòîðà äëÿ ìíî-
ãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ñ ïàðàâûïóêëûìè çíà÷åíèÿìè. Ã. Ôåäåðåð [4]
ââåë ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé äîñòèæèìîñòè, êàê ìíîæåñòâà
A, äëÿ êîòîðîãî òî÷êè èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè A îáëàäàþò ÷åáûøåâ-
ñêèì ñâîéñòâîì, ò.å. èìåþò åäèíñòâåííóþ áëèæàéøóþ òî÷êó èç ìíîæå-
ñòâà A. Æ.-Ô. Âèàëü [5] ðàññìàòðèâàë ñëàáî âûïóêëûå ìíîæåñòâà â Rn,
ò.å. òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ òî÷åê ýòîãî ìíîæå-
ñòâà, ñèëüíî âûïóêëûé îòðåçîê ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ èìååò åùå õîòÿ
áû îäíó îáùóþ òî÷êó ñ ìíîæåñòâîì. Ô. Êëàðê, Ð. Øòåðí è Ï. Âîëåíñêè
[6] ââåëè ïîíÿòèå ïðîêñèìàëüíî ãëàäêîãî ìíîæåñòâà, ò.å. ìíîæåñòâà, äëÿ
êîòîðîãî ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñò-
íîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà. Â ðàáîòàõ Ð. Ïîëèêâèíà è Ð.-Ò. Ðîêàôåëëàðà
[7], à çàòåì â ðàáîòàõ Ô. Áåðíàðäà, Ë. Òèáî è Í. Çëàòåâîé [8, 9] ðàñ-
ñìàòðèëèñü ïðîêñ-ðåãóëÿðíûå ìíîæåñòâà, ò.å. ìíîæåñòâà, äîïóñêàþùèõ
êàñàíèå ñôåðîé â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-01-00259-à).
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