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Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñèíóñ ðÿäû

∞∑
n=1

an sinnx (1)

ñ îáîáùåííî ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè {an}∞n=1.
Â ðàáîòå [1] Ò. Â. ×îóíäè è À. Å. Äæîëëèôôå äîêàçàëè ñëåäóþùóþ

òåîðåìó î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñèíóñ ðÿäîâ.

Òåîðåìà A. Ïóñòü {an}∞n=1 � íåîòðèöàòåëüíàÿ, íåâîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, 2π] òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà nan → 0 ïðè n→∞.

Íåäàâíî ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ ýòîé òåîðåìû áûëè äîêàçàíû äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ îñëàáëåíèé óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè (ñì., íàïðèìåð [2�5] è èõ áèá-
ëèîãðàôèè). Ìíîãèå îáîáùåíèÿ âêëþ÷àþò ðàññìîòðåíèå îáîáùåííî ìî-
íîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå GM(β) ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé (ñì. [3]).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü a = {an}∞n=1 è β = {βn}∞n=1 � äâå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ è íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî. Ïàðà
(a, β) îïðåäåëÿåò îáîáùåííî ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a ñ ìàæî-
ðàíòîé β, îáîçíà÷àåòñÿ a ∈ GM(β), åñëè ñóùåñòâóåò C > 0 òàêàÿ, ÷òî
äëÿ âñåõ n ∈ N, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

2n∑
k=n

|ak − ak+1| ≤ Cβn. (2)

Ïðèâåäåì ïðèìåðû íåêîòîðûõ ìàæîðàíò β, èñïîëüçóåìûõ â èçó÷åíèè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ:

1) β1
n = |an|;

2) β2
n = 1

n

λn∑
s=n/λ

|as|, λ > 1;
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3) β3
n = 1

n max
k≥n

2k∑
s=k

|as|, λ > 1.

Èçâåñòíî, ÷òî GM(β1) ⊂ GM(β2) ⊂ GM(β3) ( ñì. [5, 6].) Áîëåå òîãî,
åñëè {an}∞n=1 ∈ GM(βi), i = 1, 2, 3, è an ≥ 0, òîãäà ðÿä (1) ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà [0, 2π] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà nan → 0 ïðè n →
∞ (ñì. [3�6). Íåäàâíî â ñòàòüå [7] àâòîðû äîêàçàëè àíàëîã òåîðåìû A
äëÿ {an} ∈ GM(β2) áåç óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{an}∞n=1.

Ìû, ñëåäóÿ èäåÿì èç [7], èçó÷àåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ñèíóñ ðÿ-
äîâ ñ îáîáùåííî-ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå íå îáÿçàòåëü-
íî ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè. Ïðè ýòîì ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè GM(β) äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ìàæîðàíò β. Ïðèâåäåì îïðå-
äåëåíèÿ íåêîòîðûõ ïîíÿòèé.

Ïóñòü S � ìíîæåñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöè-
îíàëîâ, çàäàííûõ íà S, ò.å., Fn : S → R+, äîïóñòèìà åñëè:

1) Fn(x)→ 0 ïðè n→∞ äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = {xk}∞k=1

ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ;
2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn(x)}∞n=1 îãðàíè÷åíà äëÿ îãðàíè÷åííîé x =

{xk}∞k=1.

Ïðèìåðû òàêèõ F = {Fn}∞n=1:
1) F 1

n(x) = |xn|α, α > 0;

2) F 2
n(x) =

λn∑
k=n/λ

|xk|
k , λ > 1;

3) F 3
n(x) = max

k≥n/λ
|xk|, λ > 1;

4) F 4
n(x) = 1

n

n∑
k=1

|xk|.

Äëÿ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = {an}∞n=1, îáîçíà÷èì ÷åðåç ã

ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: ãn =
2n∑
k=n

|ak|. Ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ

îáîáùåííî ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé GM(β) ñ

βn =
1

n
Fn(ã).

Â ÷àñòíîñòè, êëàññ GM(β3) ýòî êëàññ GM(β) ñ βn = 1
nF

3
n(ã). Áîëåå òîãî,

GM(β2) ñîâïàäàåò ñ GM(β), ãäå βn = 1
nF

2
n(ã).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ {Fn}∞n=1 äî-
ïóñòèìà. Ïóñòü òàêæå {an}∞n=1 ∈ GM(β), ãäå βn = 1

nFn(ã) è ã � îãðà-
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íè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:

1) ðÿä (1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, 2π];
2) lim

n→∞
nan = 0;

3 lim
n→∞

ãn = 0.

Çàìå÷àíèå 1. Âîîáùå ãîâîðÿ, óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 íåâåðíî áåç äî-
ïóùåíèÿ óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ãn}∞n=1.

Çàìå÷àíèå 2. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a ∈
∈ GM(β3) \ GM(β2) òàêàÿ, ÷òî ã íåîãðàíè÷åíà. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî
òåîðåìà 1 îáîáùàåò ðåçóëüòàò èç [7].

Òàêæå ìû ïîëó÷èëè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè êîñèíóñ ðÿäîâ ñ íåçíàêîïîñòîÿííûìè îáîáùåííî ìîíî-
òîííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ýôôåêòèâíîãî ÷èñëåííîãî àë-
ãîðèòìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå:

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x) (1)
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