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Õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Ã. Õàðäè �Äæ. Ëèòòëüâó-
äà [1].

Òåîðåìà À. Ïóñòü f(x) åñòü ñóììà ðÿäà

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (1)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî {an}∞n=0 è {bn}∞n=1 ìîíîòîííî ñòðåìÿòñÿ ê íó-
ëþ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî 1 < p <∞ èìååì

‖f‖Lp(0,2π) �

( ∞∑
n=0

(n+ 1)p−2(apn + bpn)

) 1
p

.

Ðåçóëüòàòû òàêîãî òèïà âåñüìà âàæíû è íåóäèâèòåëüíî, ÷òî òåîðåìà
À îáîáùàëàñü â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ ìíîãèìè àâòîðàìè. Â ÷àñòíî-
ñòè, ìîæíî óïîìÿíóòü ðàáîòû [2�7]. Îòìåòèì åùå, ÷òî ïåðâûé àíàëîã
òåîðåìû À äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà áûë óñòàíîâëåí â ðàáîòå [2].

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà è ïðîñòðàíñòâ
Ëîðåíöà. Ïóñòü µ � ìåðà Ëåáåãà íà [0, 2π], f � µ-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ
íà [0, 2π]. Òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç f ∗ íåâîçðàñòàþùóþ ïåðåñòàíîâêó f , ò.å.

f ∗(t) = inf{σ : µ{x ∈ [0, 2π] : |f(x)| > σ} ≤ t}.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü 0 < p ≤ ∞ è 0 < q ≤ ∞. Òîãäà ïðîñòðàíñ-
òâî Ëîðåíöà Lp,q([0, 2π]) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ µ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé,

1Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ ((ïðîåêò N 18-01-00281).
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äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà

‖f‖Lp,q :=


(

2π�
0

(
t

1
p−

1
qf ∗(t)

)q
dt

) 1
q

ïðè 0 < p <∞ è 0 < q <∞,

sup
t∈[0,2π]

t
1
pf ∗(t) ïðè 0 < p ≤ ∞ è q =∞

êîíå÷íà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü 0 < p ≤ ∞ è 0 < q ≤ ∞. Òîãäà âåñîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì Ëåáåãà Lqw(p,q)([0, 2π]) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî µ-èçìåðèìûõ

ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà

‖f‖Lqw(p,q)
:=


(

2π�
0

∣∣∣t 1
p−

1
qf(t)

∣∣∣q dt) 1
q

ïðè 0 < p <∞ è 0 < q <∞,

ess sup
t∈[0,2π]

t
1
p |f(t)| ïðè 0 < p ≤ ∞ ïðè q =∞,

êîíå÷íà. Çäåñü ÷åðåç w(p, q)(t) îáîçíà÷àåòñÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ t
1
p−

1
q .

Áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç lp,q è l
q
w(p,q) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðå-

äåëåííûå ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà è âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå . Îòìåòèì, ÷òî ‖f‖Lp,p = ‖f‖Lpw(p,p)
= ‖f‖Lp. Áîëåå òîãî,

‖f‖Lp,q ≥ ‖f‖Lqw(p,q)
ïðè q ≤ p

è
‖f‖Lp,q ≤ ‖f‖Lqw(p,q)

ïðè q ≥ p .

Ââåäåì êëàññ îáîáùåííî-ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
{an}∞n=1 îáîáùåííî-ìîíîòîííîé ({an}∞n=1 ∈ GM), åñëè ñóùåñòâóþò ïî-
ñòîÿííûå C > 0 è λ > 1 òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì n ≥ 1 èìååì

2n∑
k=n

|ak − ak+1| ≤ C
λn∑
k=n

λ

|ak|
k
.

Íàìè óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),
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ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {an}∞n=0, {bn}∞n=1 ∈ GM .
Òîãäà

‖f‖Lp,q � ‖a‖lp′q + ‖b‖lp′,q , 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {an}∞n=0, {bn}∞n=1 ∈ GM .
Òîãäà

‖f‖Lqw(p,q)
� ‖a‖lq

w(p′,q)
+ ‖b‖lq

w(p′,q)
, 1 < p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞.

Çäåñü ÷åðåç p′ îáîçíà÷åíî ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå ê p, ò.å., 1
p + 1

p′ = 1.
Ñïðàâåäëèâ, òàêæå, è íèæåñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {an}∞n=0, {bn}∞n=1 ∈ GM .
Òîãäà ïðè 1 < p <∞ è 1 ≤ q ≤ ∞ èìååì

‖f‖Lqw(p,q)
� ‖f‖Lp,q � ‖a‖lqw(p′,q)

+ ‖b‖lq
w(p′,q)

� ‖a‖lp′,q + ‖b‖lp′,q .

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1 áûëà ðàíåå äîêàçàíà â ðàáîòå [8] äëÿ ðÿäîâ

∞∑
n=0

cne
inx,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {cn}∞n=0 ∈ GM òàêîâà, ÷òî
äëÿ âñåõ n ≥ 0 ÷èñëà cn ∈ Sα,β, ãäå

Sα,β = {reiϕ : |ϕ− α| ≤ β, r ≥ 0}, 0 ≤ α < 2π, 0 ≤ β <
π

2
.

ßñíî, ÷òî ïðè 0 ≤ β < π
2 ìíîæåñòâî S0,β ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíóþ

ïîëóîñü R+, íî ïðè ëþáûõ 0 ≤ α < 2π è 0 ≤ β < π
2 ìíîæåñòâî Sα,β íå

ïîêðûâàåò âñþ äåéñòâèòåëüíóþ ïðÿìóþ R.
Òåîðåìà 2 òàêæå áûëà ðàíåå äîêàçàíà äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé {an}∞n=0, {bn}∞n=1 ∈ GM â ðàáîòàõ [5] è [4].
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Ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1 è 2 ïîçâîëÿåò
óñòàíîâèòü è òåîðåìû î âçàèìîñâÿçè ìîäóëÿ ãëàäêîñòè ôóíêöèè ñî ñêî-
ðîñòüþ óáûâàíèÿ åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, êîãäà ýòè êîýôôèöèåíòû
îáîáùåííî-ìîíîòîííû.

Äëÿ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

â ñòàòüå [9] Ã. Ëîðåíö ïîêàçàë, ÷òî åñëè ïðè 2 ≤ p ≤ ∞ è 0 < α < 1
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

∞∑
k=n

(
|ak|p

′
+ |bk|p

′
)

= O

(
1

nαp′

)
,

òî f ∈ Lip (α, p). Çäåñü ÷åðåç Lip (α, p) îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî Ëèï-
øèöà:

Lip (α, p) := {f ∈ Lp([0, 2π]) : ω(f, δ)p = O(δα)},

ãäå ω(f, δ)p := sup
|h|≤δ
‖f(·+h)−f(·)‖p � ìîäóëü ãëàäêîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà

â Lp ôóíêöèè f .
Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàëñÿ ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè. Óïîìÿíåì çäåñü

ðàáîòû [10�14].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ωl(f, δ)p := sup
|h|≤δ

∥∥∆l
hf(·)

∥∥
p
,

ìîäóëü ãëàäêîñòè l-ãî ïîðÿäêà (l ≥ 1) â Lp ôóíêöèè f , ãäå

∆l
hf(x) := ∆h(∆

l
hf(x)), ∆hf(x) := f(x+ h)− f(x).

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò À. À. Êîíþøêîâà [12].

Òåîðåìà Á. Ïóñòü 1 < p < ∞, 0 < α < 1, è ôóíêöèÿ f(x) îá-
ëàäàåò ðÿäîì Ôóðüå (1), ïðè÷åì {an}∞n=1, {bn}∞n=1 � íåâîçðàñòàþùèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) f ∈ Lip (α, p);

2) |an|, |bn| = O
(
n

1
p−α−1

)
;

3)
∞∑
k=n

(|ak|p
′
+ |bk|p

′
) = O

(
n−αp

′)
.

Íàìè â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(x) ∈ Lp([0, 2π]), 1 < p <∞ ôóíêöèÿ

f(x) ∼
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

è {an}∞n=1, {bn}∞n=1 ∈ GM . Òîãäà äëÿ l ∈ N èìååì

ωl

(
f,

1

n

)
p

∼ 1

nl

(
n∑
k=1

klp+p−2 (|ak|p + |bk|p)

) 1
p

+

+

( ∞∑
k=n

kp−2 (|ak|p + |bk|p)

) 1
p

.
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