
Àïïðîêñèìàòèâíûì è ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâàì ïðîñòðàíñòâà
E(σ, q, α) ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ Ñ. Ñ. Ïëàòîíîâà [1], ãäå, â ÷àñòíîñòè,
äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íåðàâåíñòâà (1) ñ êîíå÷íîé êîíñòàíòîé.

Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ñîâìåñòíî ñ Â. Â. Àðåñòîâûì, À. Ã. Áàáåíêî,
è À. Õîðâàò [2].
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1. ÏóñòüD ⊂ R2 � âûïóêëîå òåëî, íå ÿâëÿþùååñÿ êðóãîì, Ω = R2\D,
‖ · ‖ � åâêëèäîâà íîðìà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

κ(x) ≡ R2(x)− ρ2(x)→ min
x∈D

. (1)

Çäåñü ôóíêöèè

R(x) = max
y∈D
‖x− y‖, ρ(x) = min

y∈Ω
‖x− y‖

âûðàæàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x äî ñàìîé óäàëåííîé
òî÷êè òåëà D è äî áëèæàéøåé òî÷êè ìíîæåñòâà Ω. Ïîýòîìó âåëè÷èíà
πκ(x) ÿâëÿåòñÿ ïëîùàäüþ êîëüöà ñ öåíòðîì â òî÷êå x, ñîäåðæàùåì ãðà-
íèöó òåëà D.

Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ R(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà R2, à ôóíêöèÿ
ρ(x) � âîãíóòîé íà D. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ñóáäèôôåðåíöèàëà
∂R(x) ôóíêöèè R(x) ïðè ëþáîì x ∈ R2 è ñóïåðäèôôåðåíöèàëà ∂ρ(x)
ôóíêöèè ρ(x) â òî÷êàõ x ∈ intD ìîæíî íàéòè â [2�4].

Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåç

QR(x) = {z ∈ D : R(x) = ‖x− z‖}, Qρ(x) = {z ∈ Ω : ρ(x) = ‖x− z‖},

coA � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A.
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Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ κ(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è êîíå÷íîé íà R2.
Ôîðìóëó åå ñóáäèôôåðåíöèàëà ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùåì âèäå

∂κ(x) =

{
2(R(x)∂R(x)− ρ(x)∂ρ(x)), åñëè x ∈ intD,
2R(x)∂R(x), åñëè x ∈ Ω.

Êðîìå òîãî, åñëè D � ñòðîãî âûïóêëîå òåëî, òî κ(x) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèåé íà D.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ D äîñòàâëÿëà ìèíèìàëü-
íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè κ(x) íà âûïóêëîì òåëå D íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû

coQR(x∗) ∩ coQρ(x∗) 6= ∅.

Òåîðåìà 3. Åñëè D � ñòðîãî âûïóêëîå òåëî, òî çàäà÷à (1) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

2. Àâòîðàì íåèçâåñòíî, ðàññìàòðèâàëàñü ëè çàäà÷à (1) êåì-ëèáî ðà-
íåå. Â êà÷åñòâå áëèçêèõ ïî ïîñòàíîâêå ìîæíî ïðèâåñòè çàäà÷ó

ϕ(x) ≡ R(x)− ρ(x)→ min
x∈D

(2)

� î êîëüöå íàèìåíüøåé øèðèíû, ñîäåðæàùåì ãðàíèöó âûïóêëîãî òåëàD
(ñì. [1] è ññûëêè íà äð. ðàáîòû, à òàêæå [5]), è çàäà÷ó îá àñôåðè÷íîñòè
òåëà D ([6])

ψ(x) ≡ R(x)

ρ(x)
→ min

x∈D
. (3)

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ([5]), êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ, â òî æå âðåìÿ, îäíèì èç ðåøåíèé çàäà÷è (3) (ñì. [6]). Ïðèìå-
ðû ïîêàçûâàþò, ÷òî çàäà÷è (1) è (3) ìîãóò èìåòü íååäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cκ, Cϕ, Cψ � ìíîæåñòâà òî÷åê ìèíèìóìà öåëåâûõ
ôóíêöèé â çàäà÷àõ (1), (2) è (3) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 4. Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Cϕ = Cκ ∩ Cψ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
1. Áîííåçåí Ò., Ôåíõåëü Â. Òåîðèÿ âûïóêëûõ òåë. Ì. : Ôàçèñ, 2002. 210 ñ.
2. Ïøåíè÷íûé Á. Í. Âûïóêëûé àíàëèç è ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è. Ì. : Íàóêà, 1980.

320 ñ.
3. Äåìüÿíîâ Â. Ô., Âàñèëüåâ Ë. Â. Íåäèôôåðåíöèðóåìàÿ îïòèìèçàöèÿ.

Ì.:Íàóêà, 1981. 384 ñ.
4. Äóäîâ Ñ. È. Ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñòü è ñóïåðäèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè

ðàññòîÿíèÿ // Ìàòåì. çàìåòêè. 1997. Ò. 61, � 4. C. 530�542.

119



5. Äóäîâ Ñ. È. Îá îöåíêå ãðàíèöû âûïóêëîãî êîìïàêòà øàðîâûì ñëîåì // Èçâ.
Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. 2001. Ò. 1, âûï. 2. C. 64�75.

6. Äóäîâ C. È., Ìåùåðÿêîâà Å. À.Îá àñôåðè÷íîñòè âûïóêëîãî òåëà // Èçâ. âóçîâ.
Ñåð. Ìàòåì. 2015. � 2. C. 45�58.

ÓÄÊ 517.52

ÒÅÎÐÅÌÀ ÕÀÐÄÈ�ËÈÒÒËÜÂÓÄÀ
ÄËß ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÐßÄÎÂ

Ñ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ-ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÌÈ
ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ1

Ì. È. Äüÿ÷åíêî (Ìîñêâà, Ðîññèÿ),
À. Ìóêàíîâ (Àñòàíà, Êàçàõñòàí),

Ñ. Þ. Òèõîíîâ (Áàðñåëîíà, Èñïàíèÿ)
dyach@mail.ru

Õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Ã. Õàðäè �Äæ. Ëèòòëüâó-
äà [1].

Òåîðåìà À. Ïóñòü f(x) åñòü ñóììà ðÿäà

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (1)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî {an}∞n=0 è {bn}∞n=1 ìîíîòîííî ñòðåìÿòñÿ ê íó-
ëþ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî 1 < p <∞ èìååì

‖f‖Lp(0,2π) �

( ∞∑
n=0

(n+ 1)p−2(apn + bpn)

) 1
p

.

Ðåçóëüòàòû òàêîãî òèïà âåñüìà âàæíû è íåóäèâèòåëüíî, ÷òî òåîðåìà
À îáîáùàëàñü â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ ìíîãèìè àâòîðàìè. Â ÷àñòíî-
ñòè, ìîæíî óïîìÿíóòü ðàáîòû [2�7]. Îòìåòèì åùå, ÷òî ïåðâûé àíàëîã
òåîðåìû À äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà áûë óñòàíîâëåí â ðàáîòå [2].

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà è ïðîñòðàíñòâ
Ëîðåíöà. Ïóñòü µ � ìåðà Ëåáåãà íà [0, 2π], f � µ-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ
íà [0, 2π]. Òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç f ∗ íåâîçðàñòàþùóþ ïåðåñòàíîâêó f , ò.å.

f ∗(t) = inf{σ : µ{x ∈ [0, 2π] : |f(x)| > σ} ≤ t}.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü 0 < p ≤ ∞ è 0 < q ≤ ∞. Òîãäà ïðîñòðàíñ-
òâî Ëîðåíöà Lp,q([0, 2π]) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ µ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé,

1Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ ((ïðîåêò N 18-01-00281).
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