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1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ âèäà

ϕ(x) ≡ min
y∈Ω

f(y − x), (1)

ãäå Ω � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç êîíå÷íîìåðíîãî äåéñòâèòåëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà Rp, f(x) � âûïóêëàÿ êîíå÷íàÿ íà Rp ôóíêöèÿ, èìå-
þùàÿ åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà x∗ = 0p ∈ Rp. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå,
êîãäà ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì íîðìû, ôóíêöèÿ ϕ(x) âû-
ðàæàåò ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà Ω è óæå ýòèì èíòåðåñíà äëÿ
ïðèëîæåíèé.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ∂f(x) � ñóáäèôôåðåíöèàë âûïóêëîé ôóíê-
öèè f(x) â òî÷êå x; K(x,Ω) � êîíóñ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ìíîæå-
ñòâà Ω â òî÷êå x; K+ � êîíóñ, ÿâëÿþùèéñÿ ñîïðÿæåííûì ê êîíóñó K;
Q(x) = {z ∈ Ω : f(z − x) = ϕ(x)}.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è êîíå÷íîé íà Rp, à
ôîðìóëó åå ñóáäèôôåðåíöèàëà â ëþáîé òî÷êå x ∈ Rp ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

∂ϕ(x) = −{∂f(z − x) ∩K+(z,Ω)}, (2)

ãäå z � ëþáàÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà Q(x).

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëà (2) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ôîðìóëû ñóáäèôôå-
ðåíöèàëà ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ äî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííîé
â [1]. Îòìåòèì òàê æå äðóãóþ ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèà-
ëà ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ â [2, ãë. 2].

2. Äëÿ ïðèëîæåíèé òàê æå èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî Ω ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîãîãðàííûì, íî íåâûïóêëûì ìíîæåñòâîì, çàäàííûì â âèäå

Ω = {y ∈ Rp : max
i∈[1:m]

{〈Ai, y〉+ bi} ≥ 0}, (3)

ãäå Ai ∈ Rp, bi ∈ R.
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Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî M = {y ∈ Rp : 〈Ai, y〉+ bi ≤ 0, i = 1,m} 6= ∅.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ωi = {y ∈ Rp : 〈Ai, y〉+ bi ≥ 0}, ϕi(x) = min
y∈Ωi

f(y − x),

Qi(x) = {z ∈ Ωi : ϕi(x) = f(z−x)}, I(x) = {i ∈ [1 : m] : ϕ(x) = ϕi(x)},

K(A) = {v = αA : α ≥ 0}, ϕ′(x, g) = lim
α↓0

α−1(ϕ(x+ αg)− ϕ(x)).

Òåîðåìà 2. Åñëè ìíîæåñòâî Ω çàäàíî â ôîðìå (3), òî ôóíê-
öèÿ ϕ(x) íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ g ∈ Rp

â ëþáîé òî÷êå x ∈ Rp, ïðè÷åì

ϕ′(x, g) =

0, åñëè x /∈M,

min
i∈I(x)

max
v∈∂ϕi(x)

〈v, g〉, åñëè x ∈M, (4)

ãäå ∂ϕi(x) = −{∂f(z − x) ∩K(Ai)}, z � ëþáàÿ òî÷êà èç Qi(x).

Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî {∂ϕi(x) : i ∈ I(x)}, êàê ñëåäóåò èç ôîð-
ìóëû (4), ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì ýêçîñòåðîì ôóíêöèè ϕ(x) â òî÷êå x ∈ M
(ñì. [3]).
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Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû � ïðåäëîæèòü ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ
äâóìåðíûõ ìíîãîòî÷å÷íûõ àïïðîêñèìàöèé Íüþòîíà �Ïàäå, ïîçâîëÿþ-
ùèé èñïîëüçîâàòü åãî â ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòîò ïîäõîä (õîòÿ è áåç ÿâíîãî óêàçàíèÿ åãî
âîçìîæíîñòåé äëÿ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé) áûë ïðåäëîæåí â [1]. Îä-
íîé èç îñíîâ ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ íåñëîæíî äîêàçûâàåìàÿ
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