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Ïóñòü ∆3 =
∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 � ëàïëàñèàí ïî òðåì ïðîñòðàíñòâåííûì

ïåðåìåííûì, çàäàííûì íà êóáå Π = [0; h]3, ãäå h > 0, è Γ(µ) � ãàììà-
ôóíêöèÿ Ýéëåðà ïàðàìåòðà µ > 0. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

∆3v − ϑ2v +
ω2

Γ(µ)

t�

0

(t− τ)µ−1vzz(r, τ)dτ = f(r, t), r ∈ Π, t ≥ 0, (1)

v(r, t)
∣∣
r∈∂Π

= 0, (2)

êîòîðàÿ ïðè µ = 2 ìîäåëèðóåò ýëåêòðîííûå (èîííûå) ìàãíèòîçâóêîâûå
êîëåáàíèÿ [1, ñ. 40], îïèñûâàåìûå ïîòåíöèàëîì v : Π ×

[
0; +∞

)
→ R

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ϑ2 = 1
α2r2

D
, f(r, t) = 1

α2divF0(r, t),

ïðè÷åì âåêòîð F0 çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿðèçàöèè è íàìàãíè÷åííîñòè
ñðåäû, à ñêàëÿðíûå ïàðàìåòðû � áàçîâûå õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðîííî-

èîííîé ïëàçìû, à èìåííî: α2 = 1+
u2
A

c2 , ãäå uA � àëüôâåíîâñêàÿ ñêîðîñòü,
c � ñêîðîñòü ñâåòà, rD � ðàäèóñ Ï. Äåáàÿ, ω � ÷àñòîòà È. Ëåíãìþðà.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1), (2). Ïðèìåíÿåòñÿ ðåäóêöèÿ
ê óðàâíåíèþ â àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà òèïà ñâåðòêè

Bu(t)− 1

Γ(µ)

t�

0

(t− s)µ−1Au(s)ds = f(t), t ≥ 0, (3)

ãäå u = u(t) è f = f(t) � íåèçâåñòíàÿ è çàäàííàÿ ôóíêöèè àðãóìåíòà
t ≥ 0 ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ E1 è E2 ñîîòâåòñòâåííî,
B è A � çàìêíóòûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû ñ ïëîòíûìè â E1 îáëàñòÿìè
îïðåäåëåíèÿ è D(B) ⊆ D(A). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî B ôðåäãîëüìîâ, ò. å.

R(B) = R(B) è dimN(B) = dimN(B∗) = n < +∞. Ïðè 0 < µ < 1
óðàâíåíèå (3) èìååò ñëàáóþ îñîáåííîñòü. Çà ñêàëÿðíûìè óðàâíåíèÿìè

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-31-00291).
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ñ òàêèì ÿäðîì â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [2]) çàêðåïèëîñü
íàçâàíèå îáîáùåííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Àáåëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3) áóäåì
ïîíèìàòü ôóíêöèþ u(t) ∈ C(t ≥ 0; E1), îáðàùàþùóþ äàííîå óðàâíåíèå
â òîæäåñòâî.

Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) ñ íåîáðàòèìûì
îïåðàòîðîìB â ãëàâíîé ÷àñòè èçó÷åíà àâòîðàìè â [3], îòêóäà ìîæåò áûòü
èçâëå÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � çàìêíóòûé, à B � íåïðåðûâíî îáðàòèìûé
îïåðàòîðû òàêèå, ÷òî D(B) ⊆ D(A), è f(t) ∈ C(t ≥ 0;E2), òîãäà
óðàâíåíèå (3) èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå

u(t) = B−1

(
f(t) +

t�

0

∂

∂t
Eµ

(
(t− s)µAB−1

)
f(s)ds

)
,

ãäå Eµ(t) =
+∞∑
k=0

tk

Γ(kµ+1) � ôóíêöèÿ Ã. Ì. Ìèòòàã-Ëåôôëåðà.

Ïî òåîðåìå î çàìêíóòîì ãðàôèêå AB−1 ∈ L(E2). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,

÷òî îïåðàòîðíî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∂Eµ(tαAB−1)

∂t
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

â òîïîëîãèè L(E2) íà ëþáîì îòðåçêå
[
0; T

]
, T > 0.

Ïðè âûáîðå ïðîñòðàíñòâ

E1 =
◦
H l+2(Π) =

{
w ∈ W l+2

2 (Π) : w(r)
∣∣
r∈∂Π

= 0
}
, E2 = H l(Π),

ãäå W l+2
2 (Π) � ïðîñòðàíòñâî Ñ. Ë. Ñîáîëåâà, l ∈ {0}∪N (ïðè÷åì H 0(Π)

ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì L2(Π) ôóíêöèé ñ ñóììèðóåìûì ïî À. Ëåáåãó

íà Π êâàäðàòîì), è çàäàíèè îïåðàòîðîâ B = ∆3 − ϑ2, A = −ω2 ∂2

∂z2 ,
óðàâíåíèå (3) ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé (1), (2). Ðàññìîòðèì äàëåå îäíîðîäíóþ
ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó

∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
+
∂2w

∂z2
− λw = 0, w(r)

∣∣
r∈∂Π

= 0.

Ñïåêòð σ(∆3) ñîñòîèò èç λk,m, n = −π2

h2 (k2 + m2 + n2), k, m, n ∈ N, ò. å.
çà íåîáõîäèìîñòüþ λk,m, n = −π2

h2s, s ∈ N, ïðè ýòîì êðàòíîñòü d(λk,m, n)
ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λk,m, n ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé
(k,m, n) ∈ N3 óðàâíåíèÿ k2 +m2 + n2 = s ïðè äàííîì s ∈ N. Ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå êëàññè÷åñêóþ òåîðåòèêî-÷èñëîâóþ òåîðåìó î ïðåäñòàâëåíèè
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íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë [4, ñ. 344],
ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íóþ ôîðìóëó

d(λk,m, n) =
∑
k∈N
k2<s

( ∑
d∈N
s−k2|d

χ4(d)−
∑
i∈N

δs−k2 i2

)
,

â êîòîðîé χ4(d) � õàðàêòåð Äèðèõëå ïî ìîäóëþ 4 íàòóðàëüíîãî ÷èñëà d,
δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà ∆3,
îðòîíîðìèðîâàííàÿ â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·) â H l(Π),
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

wk,m, n(r) =
2

h

√
2

hνk,m, n
sin

πk

h
x sin

πm

h
y sin

πn

h
z,

ãäå νk,m, n =
∑

0≤|α|≤l

(
π
h

)2|α|
k2α1m2α2n2α3, |α| = α1 + α2 + α3, k, m, n ∈ N.

Çàìåòèì, ÷òî ϑ2 /∈ σ(∆3) íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè ϑ ∈ R, çíà÷èò, îïåðàòîð
B = ∆3−ϑ2 íåïðåðûâíî îáðàòèì, òàêæå îí ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì
è, ñëåäîâàòåëüíî, ôðåäãîëüìîâûì ñ dimN(B) = 0. Èç ïðèâåäåííîé âûøå
òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(r, t) ∈ C(t ≥ 0;H l(Π)), òîãäà ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à

(1), (2) èìååò â êëàññå C(t ≥ 0;
◦
H l+2(Π)) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

v(r, t) = −
+∞∑
k=1

+∞∑
m=1

+∞∑
n=1

1

ϑ2 − λk,m, n

[
(f, wk,m, n)+

+

t�

0

∂

∂t
Eµ

(
− π

2n2ω2(t− τ)µ

h2(ϑ2 − λk,m, n)
)
(f, wk,m, n)dτ

]
wk,m, n(r).

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂

∂t
E2

(
− π2n2ω2

h2(ϑ2 − λk,m, n)
t2
)

= − πnω

h
√
ϑ2 − λk,m, n

sin
πnωt

h
√
ϑ2 − λk,m, n

,

êîòîðîå ñîãëàñóåòñÿ ñî ñëó÷àåì µ = 2, ðàññìîòðåííûì ðàíåå â [5].
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Ïóñòü z = (z1, . . . , zn)
T ∈ Rn, n ∈ N, è îáîçíà÷èì ∆k îïåðàòîð âçÿòèÿ

êîíå÷íîé ðàçíîñòè ïîðÿäêà k, k ∈ N ∪ {0}, îïðåäåëåííûé ÷åðåç ðåêóð-
ðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

∆kzi = ∆k−1zi+1 −∆k−1zi, ∆0zi = zi, 1 ≤ i ≤ n− k.

Âåêòîð z = (z1, . . . , zn)
T ∈ Rn íàçûâàåòñÿ k-ìîíîòîííûì, åñëè ∆kzi ≥ 0

äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n − k. Òàê, âåêòîð z = (z1, . . . , zn)
T ∈ Rn áóäåò 1-

ìîíîòîííûì (èëè ïðîñòî ìîíîòîííûì), åñëè zi+1−zi ≥ 0, i = 1, . . . , n−1,
è 2-ìîíîòîííûå âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè.

Îáîçíà÷èì ∆n
k ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ èç Rn, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

k-ìîíîòîííûìè. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ k-ìîíîòîííîé ðåãðåññèè ñîñòîèò â
íàõîæäåíèè âåêòîðà z ∈ Rn ñ íàèìåíüøåé îøèáêîé ïðèáëèæåíèÿ ê çà-
äàííîìó âåêòîðó y ∈ Rn (íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèìñÿ k-ìîíîòîííûì),
ïðè óñëîâèè k-ìîíîòîííîñòè âåêòîðà z:

(z − y)T (z − y) =
n∑
i=1

(zi − yi)2 → min
z∈∆n

k

. (1)

Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé ðåãðåññèè ìîæ-
íî íàéòè â êíèãå Ò. Ðîáåðòñîíà, Ô. Ðàéòà è Ð. Äåêñòðû [1], à òàêæå
â ñòàòüå [2]. Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è ïîñòðîåíèÿ k-ìîíîòîííîé ðåãðåññèè. Ñëåäóÿ ðàáîòàì [3] è [4], ìû

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 18-37-00060).
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