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Îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ [1, 2] ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùå-
íèåì êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå îïðå-
äåëåííûõ êëàññîâ ïåðåïîëíåííûõ ñèñòåì îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ
îáåñïå÷èâàþò àáñîëþòíóþ óñòîé÷èâîñòü êàê ê îøèáêàì â âû÷èñëåíèè
êîýôôèöèåíòîâ, òàê è ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ñèñòåìû [3].

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé. Ïóñòü H �
ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( · , · ) (äëÿ îïðåäåëåííîñòè
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà íàä R), {en}∞n=1 ⊂ H � ïðîèçâîëü-
íàÿ ñèñòåìà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, f ∈ H � ðàñêëàäûâàåìûé ýëåìåíò.
Îïðåäåëèì èíäóêòèâíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ {rn}∞n=0 è ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ {f̂n}∞n=1:

r0 = f ;

f̂n+1 =
(rn, en+1)

‖en+1‖2
, rn+1 = rn − f̂n+1en+1.

Îðòîðåêóðñèâíûì ðàçëîæåíèåì ýëåìåíòà f ïî ñèñòåìå {en}∞n=1 íàçûâà-

åòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

f̂nen.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà {en}∞n=1 îðòîãîíàëüíà, òî îðòîðåêóð-
ñèâíîå ðàçëîæåíèå ïî íåé ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå. Äàæå
ïðè íàðóøåíèè îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû äëÿ îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëî-
æåíèé âûïîëíÿþòñÿ êëàññè÷åñêèå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû Ïðåçèäåíòà äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-6222.2018.1).
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òàêèå êàê ðàâåíñòâî Áåññåëÿ

‖rN‖2 =

∥∥∥∥∥f −
N∑
n=1

f̂nen

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
N∑
n=1

∣∣∣f̂n∣∣∣2 ‖en‖2 ,

íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ
∞∑
n=1

∣∣∣f̂n∣∣∣2 ‖en‖2 6 ‖f‖2

è ýêâèâàëåíòíîñòü ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó ðà-
âåíñòâó Ïàðñåâàëÿ

∞∑
n=1

∣∣∣f̂n∣∣∣2 ‖en‖2 = ‖f‖2

(ñì., íàïðèìåð, [2]).
Äëÿ ñëó÷àÿ H = L2[0, 1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îðòîðåêóðñèâíûå ðàç-

ëîæåíèÿ ïî ñèñòåìå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äâîè÷íûõ ïðîìåæóò-
êîâ è ïî îáîáùåíèÿì ýòîé ñèñòåìû [2, 4], à òàêæå ïî ñèñòåìàì ñæàòèé
è ñäâèãîâ ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé íåêîòîðûì äîïîë-
íèòåëüíûì óñëîâèÿì [5�7], ãàðàíòèðîâàííî ñõîäÿòñÿ ê ðàçëàãàåìîìó ýëå-
ìåíòó â ìåòðèêå L2 (áîëåå òîãî, ñõîäèìîñòü ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè êîýôôè-
öèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ). Â ñëó÷àå ñèñòåì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé è èõ îáîáùåíèé ïàðàëëåëüíî ñ ðåçóëüòàòàìè
î ñõîäèìîñòè â ìåòðèêå L2 áûëè ïîëó÷åíû è ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè
ïî÷òè âñþäó. Äëÿ ñèñòåì ñæàòèé è ñäâèãîâ óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè
ïî÷òè âñþäó óäàëîñü ïîëó÷èòü ëèøü ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî [8].

Îêàçûâàåòñÿ, îáà ýòè ðåçóëüòàòà î ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ÿâëÿþòñÿ
(ïî ìîäóëþ îãðàíè÷åíèé íà ðàçëàãàåìóþ ôóíêöèþ) ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè
áîëåå îáùåé òåîðåìû, ïðèìåíèìîé ê øèðîêîìó êëàññó ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèñòåì ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ðå÷ü èäåò î ñèñòåìàõ, íîñèòåëè ôóíêöèé êî-
òîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äâîè÷íûõ îòðåçêîâ.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó, ïðèâåäåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìûå
îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n ÷åðåç k(n) è j(n) îáîçíà÷èì òàêèå
öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ÷òî n = 2k(n) + j(n) è j(n) < 2k(n) (ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ïî n çíà÷åíèÿ k(n) è j(n) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî). ×å-

ðåç ∆n îáîçíà÷èì äâîè÷íûé îòðåçîê
[
j(n)
2k(n) ,

j(n)+1
2k(n)

]
. Çíà÷åíèå k(n) ÷àñòî

íàçûâàþò íîìåðîì ïà÷êè äâîè÷íîãî îòðåçêà ∆n.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèé {en(x)}∞n=1, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè âñåõ

n ∈ N ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì:

(1) supp en(x) ⊂ ∆n (÷åðåç supp çäåñü îáîçíà÷åí íîñèòåëü);
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(2) ‖en‖2 = 1;

(3) en(x) > 0 íà ∆n;

(4) en óäîâëåòâîðÿåò íà ∆n óñëîâèþ Ëèïøèöà c êîíñòàíòîé Cn.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò L2[0, 1] è íåïðåðûâíà
ïî÷òè âñþäó íà ýòîì îòðåçêå, à êîíñòàíòû Cn óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ

Cn = O
(
n3/2

)
.

Òîãäà îðòîðåêóðñèâíîå ðàçëîæåíèå f(x) ïî ñèñòåìå {en(x)}∞n=1 ñõîäèò-
ñÿ ê f(x) ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå [0, 1].

Â åñòåñòâåííûõ òåðìèíàõ íîìåðîâ ïà÷åê äâîè÷íûõ îòðåçêîâ óñëîâèå
íà Cn â ïðèâåäåííîé òåîðåìå ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

Cn = O
(

23k(n)/2
)
.

Â òåðìèíàõ äëèí îòðåçêîâ óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä

Cn = O
(
|∆n|−3/2

)
.

Óñëîâèå Ëèïøèöà ìîæåò áûòü îñëàáëåíî äî óñëîâèÿ Ã¼ëüäåðà ñ ïðî-
èçâîëüíûì (íî åäèíûì äëÿ âñåõ ôóíêöèé ñèñòåìû) ïîëîæèòåëüíûì ïî-
êàçàòåëåì α. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå íà Cn çàïèøåòñÿ â âèäå

Cn = O
(
nα+1/2

)
.

Âîçìîæíû è äðóãèå îáîáùåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ îñëàáëåíèåì òðåáîâàíèé êàê
íà ñèñòåìó {en(x)}∞n=1, òàê è íà ðàçëàãàåìóþ ôóíêöèþ f(x).

Òàêæå c äâîè÷íûõ îòðåçêîâ òåîðåìà ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà íà äðó-
ãèå ñèñòåìû îòðåçêîâ, ïîêðûâàþùèå [0, 1] â ñìûñëå Âèòàëè è óäîâëåòâî-
ðÿþùèå äîïîëíèòåëüíîìó îãðàíè÷åíèþ íà íåïåðåêðûâàíèå (åñëè ïàðà
îòðåçêîâ ïåðåêðûâàåòñÿ, òî îòðåçîê ñ ìåíüøèì íîìåðîì ñîäåðæèò îò-
ðåçîê ñ áîëüøèì íîìåðîì � ñì., â ÷àñòíîñòè, Òåîðåìó 3 ðàáîòû [2], à
òàêæå óñëîâèå (Ξ2) ðàáîòû [4]). Îäíàêî ïðè ýòîì óñëîâèå íà êîíñòàí-
òû Cn (êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àå íàèáîëåå åñòåñòâåííî ôîðìóëèðóåòñÿ â
òåðìèíàõ äëèí îòðåçêîâ ñèñòåìû) ïðè ñîõðàíåíèè îáùíîñòè ðåçóëüòàòà
ñòàíîâèòñÿ íåñêîëüêî ãðîìîçäêèì.
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Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ

u′′(z) + (Q(z)− λ2)u(z) = 0 (1)

õîðîøî èçó÷åíà òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé [1�2]. Â
äîêëàäå âïåðâûå ïîñòàâëåíà îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1) ñ ïîòåíöèàëîì Q, êóñî÷íî-öåëûì íà ëåæàùåé â C ñïðÿìëÿå-
ìîé êðèâîé, è äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü å¼ ðåøåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî õîòÿ
ýòà çàäà÷à è ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ÷àñòè÷íî èññëåäîâàííîé â [3] îá-
ðàòíîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ îáîáùåííîãî âèäà ñ
êîìïëåêñíîçíà÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè íà îòðåçêå äåéñòâèòåëüíîé îñè,
å¼ íåïîñðåäñòâåííîå èññëåäîâàíèå áîëåå ýôôåêòèâíî.

Îïðåäåëåíèå.Ôóíêöèþ Q áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-öåëîé íà êðèâîé
γ ⊂ C, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè z0, zf è äîïóñêàþùåé ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäà-
íèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé z = z(t) (t ∈ [t0, tf ], z(t0) = z0, z(tf) = zf),
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