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Ââåäåíèå

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîîòâåòñòâóåò ìàòåðèàëó, èçó÷àåìîìó ñòóäåíòàìè â êóð-

ñàõ ¾Àëãåáðà¿, ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è êîìïüþòåðíàÿ àëãåáðà¿ è ¾Äîïîë-

íèòåëüíûå ãëàâû ãåîìåòðèè è àëãåáðû¿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-

êóëüòåòà è ôàêóëüòåòà êîìïüþòåðíûõ íàóê è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëî-

ãèé. Â ïîñîáèå ïðèâîäèòñÿ òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è ðåøåíèÿ áàçîâûõ

çàäà÷ ïî òåìàì: êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ìíîãî÷ëåíû, ëèíåéíûå ïðîñòðàí-

ñòâà, ëèíåéíûå îïåðàòîðû, êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, ëÿìáäà-ìàòðèöû, æîð-

äàíîâû íîðìàëüíûå ôîðìû, ôóíêöèè îò ìàòðèö. Ïîñëåäíèå òåìû îáû÷-

íî íå óñïåâàþò ðàçîáðàòü íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ. À îíè ÿâëÿþòñÿ

âåñüìà ñëîæíûìè è èñïîëüçóþòñÿ â äðóãèõ êóðñàõ, â ÷àñòíîñòè, äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ. Ýòè òåìû, êàê ïðà-

âèëî, îñòàþòñÿ íà ñàìîñòîÿòåëüíîå èçó÷åíèå ñòóäåíòàì. Ñàìîñòîÿòåëü-

íàÿ ðàáîòà ñòóäåíòîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ó÷åáíîãî ïðîöåññà,

êîòîðîé îòâîäèòñÿ çíà÷èòåëüíûé îáúåì ÷àñîâ â ó÷åáíûõ ïëàíàõ ïîäãî-

òîâêè áàêàëàâðîâ ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáî-

òà ïîçâîëÿåò ñòóäåíòàì çàêðåïèòü íàâûêè è óìåíèÿ, ïðèîáðåòåííûå íà

àóäèòîðíûõ çàíÿòèÿõ (ëåêöèÿõ, ñåìèíàðàõ, ëàáîðàòîðíûõ ðàáîòàõ), ïðî-

âåðèòü ïðàâèëüíîñòü ïîíèìàíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ñâåäåíèé, íàó÷èòüñÿ ðå-

øàòü îñíîâíûå òèïîâûå çàäà÷è. È íàøå ó÷åáíîå ïîñîáèå ìîæíî óñïåøíî

èñïîëüçîâàòü â ýòîé ðàáîòå.

Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî èçó÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ìîæåò

áûòü ðåêîìåíäîâàíà ñëåäóþùàÿ ëèòåðàòóðà:
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1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Çàäàíèå 1.1

Ðåøèòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

x2 − (2 + i)x+ (−1 + 7i) = 0.

Ðåøåíèå

Èçâåñòíàÿ øêîëüíàÿ ôîðìóëà êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ âåðíà

äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè íàä ëþáûì ïîëåì, è â ÷àñòíîñòè

íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïîýòîìó

x1,2 =
(2 + i)±

√
(2 + i)2 − 4(−1 + 7i)

2
=

=
(2 + i)±

√
22 + 2 · 2 · i+ i2 + 4− 28i

2
=

=
(2 + i)±

√
7− 24i

2
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
√
7− 24i âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

√
a+ bi = u+ vi,

ãäå

u = ±
√

1

2
(a+ |z|), v = ±

√
1

2
(−a+ |z|).

Çäåñü |z| =
√
a2 + b2, è çíàêè ïåðåä êîðíÿìè âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ

uv = b/2.

Â íàøåì ñëó÷àå a = 7, b = −24, |z| =
√
72 + 242 = 25.

Çíà÷èò,

±
√
7− 24i = ±(4− 3i).

x1 =
(2 + i) + (4− 3i)

2
= 3− i,

x2 =
(2 + i)− (4− 3i)

2
= −1 + 2i.
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Çàäàíèå 1.2

Íàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ εk êîðíåé âîñüìîé ñòåïåíè èç 1. Íàéòè ðàññòî-

ÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ñ íîìåðàìè k1 = 1 è k2 = 4.

Ðåøåíèå

Âûïèøåì ôîðìóëó äëÿ εk êîðíåé âîñüìîé ñòåïåíè èç 1 è âû÷èñëèì

ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ε1 è ε4. Ñîãëàñíî îáùåé ôîðìóëå

εk = cos
2πk

8
+ i sin

2πk

8
= cos

πk

4
+ i sin

πk

4
èëè εk = ei

πk
4 ,

ãäå k = 0, 1, 2, . . . , 7. Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè òî÷êè εk îáðàçóþò âåð-

øèíû ïðàâèëüíîãî 8-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü.

ee

e

e
1

e
0

1 x

iy

e
2

e
3

e4

5

6

7

A

B

0

Ðèñ. 1.1: Ðàñïîëîæåíèå êîðíåé 8-é ñòåïåíè èç 1 íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè

Íàñ èíòåðåñóåò îòðåçîê AB íà ðèñ. 1.1, åãî äëèíó ìîæíî íàéòè ïî

òåîðåìå êîñèíóñîâ:

AB2 = OA2 +OB2 − 2 ·OA ·OB · cos ÂOB = 12 + 12 − 2 cos
(
π − π

4

)
=

= 2 + 2 cos
π

4
= 2 +

√
2.

Äðóãîé ñïîñîá:

AB2 =
∣∣∣eiπ4 − ei

4π
4

∣∣∣2 = (ei
π
4 − ei

4π
4 )(e−iπ4 − e−i 4π4 ) = 1− ei(π−

π
4 ) − ei(

π
4−π)+
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+1 = 2− 2Re ei
3π
4 = 2− 2 cos

3π

4
.

Èòàê, ðàññòîÿíèå ðàâíî √
2 +

√
2.

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèì:

1) ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà � ýòî äëèíà âåêòîðà, åãî èçîáðàæàþ-

ùåãî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè;

2) |z|2 = z · z;
3) åñëè z = eiφ, òî z = e−iφ;

4) z + z = 2Re z;

5) ôîðìóëà Ýéëåðà: eiφ = cosφ+ i sinφ.

Çàäàíèå 1.3

Âû÷èñëèòü âûðàæåíèå

A = ε2(1 + ε)8(1− ε)12, ε = ei
2π
12 = ei

π
6 .

Ðåøåíèå

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ýéëåðà, çàïèøåì:

1 + ε = 1 +
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
= 2 cos2

π

12
+ i2 sin

π

12
cos

π

12
=

= 2 cos
π

12

(
cos

π

12
+ i sin

π

12

)
= 2 cos

π

12
ei

π
12 .

1− ε = 1−
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
= 2 sin2

π

12
− i2 sin

π

12
cos

π

12
=

= −2i sin
π

12

(
cos

π

12
+ i sin

π

12

)
= −2i sin

π

12
ei

π
12 .

Îòñþäà

A = ei
2π
6

(
2 cos

π

12

)8
ei

8π
12

(
−2i sin

π

12

)12
ei

12π
12 = ei

4π+8π+12π
12 220

(
cos

π

12

)8
×

×(−1)12(i)12
(
sin

π

12

)12
= ei2π220

(
cos

π

12

)8 (
sin

π

12

)12
=
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= 212
(
2 sin

π

12
cos

π

12

)8 (
sin

π

12

)4
=

= 212
(
sin

π

6

)8 (
sin

π

12

)4
= 212

(
1

2

)8 (
sin

π

12

)4
= 24

(
sin

π

12

)4
=

= 22
(
2 sin2

π

12

)2
= 22

(
1− cos

π

6

)2
= 22

(
1−

√
3

2

)2

= (2−
√
3)2.

Çàäàíèå 1.4

Ðåøèòü óðàâíåíèå

(x+ 1)5 − (x− 3)5 = 0.

Ðåøåíèå

Ïåðåïèøåì (
x+ 1

x− 3

)5

= 1.

Èçâëåêàÿ êîðåíü ïÿòîé ñòåïåíè, áóäåì èìåòü:

x+ 1

x− 3
= e

2πik
5 , ãäå k = 0, 1, 2, 3, 4.

x+ 1 = e2πik/5(x− 3),(
1− e2πik/5

)
x = −

(
1 + 3e2πik/5

)
,

x = −1 + 3e2πik/5

1− e2πik/5
= −(1 + 3e2πik/5)(1− e−2πik/5)

|1− e2πik/5|2
=

= − 1 + 3e2πik/5 − e−2πik/5 − 3(
1− cos 2πk

5

)2
+
(
sin 2πk

5

)2 =

= −
−2 + 3

(
cos 2πk

5 + i sin 2πk
5

)
−
(
cos 2πk

5 − i sin 2πk
5

)
4 sin2 πk

5

=

= −
−2 + 2 cos 2πk

5 + 4i sin 2πk
5

4 sin2 πk
5

=

=
2
(
1− cos 2πk

5

)
− 4i sin 2πk

5

4 sin2 πk
5

=
4 sin2 πk

5 − i8 sin πk
5 cos πk

5

4 sin2 πk
5

= 1− 2ictg
πk

5
,
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ãäå k = 1, 2, 3, 4.

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùåå:

1) óìíîæåíèå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ñîïðÿ-

æåííîå çíàìåíàòåëþ;

2) åñëè z = eiφ, òî z = e−iφ;

3) z · z = |z|2;
4) ôîðìóëó Ýéëåðà: eiφ = cosφ+ i sinφ;

5) ÷åòíîñòü ôóíêöèè cosφ è íå÷åòíîñòü sinφ;

6) ôîðìóëû äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîëîâèííûõ óãëîâ.

Çàäàíèå 1.5

Ðåøèòü êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå

x3 + 9x2 + 18x+ 28 = 0. (1.1)

Ðåøåíèå

Óðàâíåíèå x3+ ax2+ bx+ c = 0 çàìåíîé x = y− a
3 ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

y3 + py + q = 0. Â íàøåì ñëó÷àå x = y − 3:

(y − 3)3 + 9(y − 3)2 + 18(y − 3) + 28 = 0.

y3 − 9y2 + 27y − 27 + 9y2 − 54y + 81 + 18y − 54 + 28 = 0,

y3 − 9y + 28 = 0. (1.2)

Â ýòîì óðàâíåíèè p = −9, q = 28. Êîðíè óðàâíåíèÿ íàõîäÿòñÿ ïî ôîð-

ìóëå Êàðäàíî:

y = u+ v =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
+

3

√
−q

2
−
√

q2

4
+

p3

27
,

ïðè÷åì êóáè÷åñêèå êîðíè u è v âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû

u · v = −p

3
= 3. (1.3)
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Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.2)

u =
3

√
−14 +

√
196− 27 =

3

√
−14 +

√
169 = 3

√
−14 + 13 = 3

√
−1.

Îäèí èç êîðíåé u = −1.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè îäèí èç êîðíåé n-é ñòåïåíè èçâåñòåí, òî îñòàëü-

íûå n− 1 êîðíåé ïîëó÷àþòñÿ óìíîæåíèåì èçâåñòíîãî êîðíÿ íà ñòåïåíè

ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ n-é ñòåïåíè èç 1.

Â íàøåì ñëó÷àå n = 3, à ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ðàâåí

ε = −1

2
+

√
3

2
i.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ u èìååòñÿ òðè âàðèàíòà:

u1 = −1, u2 = −1 · ε, u3 = −1 · ε2.

Èç óñëîâèÿ (1.3) íàõîäèì v1 =
3
u1

= −3. Îñòàëüíûå âàðèàíòû íàõîäÿòñÿ

óìíîæåíèåì íà ñòåïåíè ε. À ñïîñîá êîìáèíèðîâàíèÿ êóáè÷åñêèõ êîð-

íåé u è v äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ (1.2) ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ

(1.3). Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîìó íåèçâåñòíîìó x = y−3, ïîëó÷àåì êîðíè

óðàâíåíèÿ (1.1):

y1 = u1 + v1 = −1− 3 = −4 ⇒ x1 = −7;

y2 = u1ε+v1ε
2 = (−1)

(
−1

2
+

√
3

2
i

)
+(−3)

(
−1

2
−

√
3

2
i

)
= 2+

√
3i ⇒

⇒ x2 = −1 +
√
3i;

y3 = u1ε
2+v1ε = (−1)

(
−1

2
−

√
3

2
i

)
+(−3)

(
−1

2
+

√
3

2
i

)
= 2−

√
3i ⇒

⇒ x3 = −1−
√
3i.
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2 Ìíîãî÷ëåíû

Çàäàíèå 2.1

à) Íàéòè êðàòíîñòü êîðíÿ x = 2 ìíîãî÷ëåíà

f(x) = x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x− 8.

Ðåøåíèå

Âûïîëíèì ïîñëåäîâàòåëüíûå äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà x− 2 ñ ïî-

ìîùüþ ñõåìû Ãîðíåðà:

f(x) 1 −5 7 −2 4 −8

x− 2 1 −3 1 0 4 0

1 −1 −1 −2 0

1 1 1 0

1 3 7

Â ïåðâîé ñòðîêå ýòîé òàáëèöû çàïèñàíû êîýôôèöèåíòû äåëèìîãî, òî

åñòü ìíîãî÷ëåíà f(x). Â êàæäîé ïîñëåäóþùåé ñòðî÷êå, íà÷èíàÿ ñî âòî-

ðîé, ñòîÿò êîýôôèöèåíòû íåïîëíîãî ÷àñòíîãî è îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà

x − 2 ìíîãî÷ëåíà, ÷üè êîýôôèöèåíòû ñòîÿò â ïðåäûäóùåé ñòðîêå. Íà-

÷èíàÿ ñî âòîðîé, ñòðî÷êè çàïîëíÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ïåðâûé

êîýôôèöèåíò ñíîñèòñÿ èç ïðåäûäóùåé ñòðî÷êè, äëÿ çàïîëíåíèÿ ñëåäóþ-

ùèõ ìåñò ñíîñèòñÿ âûøåñòîÿùèé êîýôôèöèåíò èç ïðåäûäóùåé ñòðî÷êè

è ê íåìó ïðèáàâëÿåòñÿ ïðåäûäóùèé íàéäåííûé êîýôôèöèåíò óìíîæåí-

íûé íà 2. Çàïîëíåíèå ñòðîê ïðîèçâîäèòñÿ äî ïåðâîé ñòðî÷êè, êîòîðàÿ íå

çàêàí÷èâàåòñÿ íóëåì. Êîëè÷åñòâî ñòðî÷åê, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé, çàêàí÷è-

âàþùèõñÿ íóëåì, äàåò êðàòíîñòü êîðíÿ.

Â íàøåì ñëó÷àå êðàòíîñòü êîðíÿ x = 2 ðàâíà 3.

á) Íàéòè çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíûõ ïðè x = 2:

f(x) = x5 − 4x3 + 6x2 − 8x+ 10.
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Ðåøåíèå

Êàê è â ïóíêòå à) âûïîëíÿåì ïîñëåäîâàòåëüíûå äåëåíèÿ f(x) íà x−2

è çàòåì íåïîëíûõ ÷àñòíûõ.

f(x) 1 0 −4 6 −8 10

x− 2 1 2 0 6 4 18 = f(2) ⇒ f(2) = 18,

1 4 8 22 48 = f ′(2)/1! ⇒ f ′(2) = 48,

1 6 20 62 = f ′′(2)/2! ⇒ f ′′(2) = 124,

1 8 36 = f ′′′(2)/3! ⇒ f ′′′(2) = 216,

1 10 = f IV (2)/4! ⇒ f IV (2) = 240,

1 = fV (2)/5! ⇒ fV (2) = 120.

Îñòàòîê îò k-ãî äåëåíèÿ, òî åñòü ïîñëåäíèé ýëåìåíò â k-é ñòðîêå,

ñ÷èòàÿ ñî âòîðîé, ðàâåí f (k−1)(2)
(k−1)! .

Çàäàíèå 2.2

Íàéòè HOD ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) è âûðàçèòü åãî ÷åðåç f è g.

f(x) = x6 − 4x5 + 11x4 − 27x3 + 37x2 − 35x+ 35,

g(x) = x5 − 3x4 + 7x3 − 20x2 + 10x− 25.

Ðåøåíèå

Äëÿ íàõîæäåíèÿHOD èñïîëüçóåì àëãîðèòì Åâêëèäà. Ñíà÷àëà äåëèì

f(x) íà g(x) ñ îñòàòêîì:

f(x) = g(x)q1(x) + r1(x).

Çàòåì äåëèòåëü äåëèì íà îñòàòîê è òàê äàëåå. Ïîëó÷èì

g(x) = r1(x)q2(x) + r2(x),

. . .

rk−1(x) = rk(x)qk+1(x) + rk+1(x),
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. . .

Äåëåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îñòàòîê îò äåëåíèÿ íå ïî-

ëó÷èòñÿ ðàâíûì íóëþ. À ïîñëåäíèé, îòëè÷íûé îò íóëÿ îñòàòîê â ýòîì

ïðîöåññå è áóäåò HOD ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x). HOD(f, g) = d(x).

x6 − 4x5 + 11x4 − 27x3 + 37x2 − 35x + 35 g(x)

x6 − 3x5 + 7x4 − 20x3 + 10x2 − 25x x− 1 = q1(x)

− x5 + 4x4 − 7x3 + 27x2 − 10x + 35

− x5 + 3x4 − 7x3 + 20x2 − 10x + 25

x4 + 0 + 7x2 + 0 + 10 = r1(x).

Èòàê, f = g · q1 + r1.

Àíàëîãè÷íî g = r1q2 + r2, ãäå q2 = x− 3, r2 = x2 + 5.

Íàêîíåö, r1 = r2q3 + r3, ãäå q3 = x2 + 2, r3 = 0.

Èç ïðåäïîñëåäíåãî äåëåíèÿ ïîëó÷àåì d(x) = g−r1q2 = x2+5. Çàòåì, ïå-

ðåáèðàÿ øàãè àëãîðèòìà Åâêëèäà â îáðàòíîì ïîðÿäêå, íàõîäèì îñòàòêè

è ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâëÿåì â ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå äëÿ d(x).

r1 = f − q1g,

d = r2 = g − (f − q1g)q2 = (1 + q1q2)g − q2f.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

d(x) = x2 + 5 = (3− x)f(x) + (x2 − 4x+ 4)g(x).

Çàäàíèå 2.3

Îòäåëèòü êðàòíûå ìíîæèòåëè â ìíîãî÷ëåíå:

f(x) = x6 − 15x4 + 8x3 + 51x2 − 72x+ 27.

Ðåøåíèå

Êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå f(x) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè èìååò

âèä

f(x) = aP k1
1 (x)P k2

2 (x) . . . P ks
s (x),
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ãäå a � ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà f(x). Òàê êàê êðàòíîñòè

k1, . . . , ks ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïîíèæàþòñÿ ðîâíî íà åäèíèöó, òî

f ′(x) = P k1−1
1 (x)P k2−1

2 (x) . . . P ks−1
s (x) ·Q(x),

ãäå ìíîãî÷ëåíû Q(x) è f(x) âçàèìíîïðîñòû. Òîãäà

HOD(f, f ′) = d1 = P k1−1
1 P k2−1

2 . . . P ks−1
s

è

f1 =
f

d1
= P1 . . . Ps.

Àíàëîãè÷íî

d2 = (d1, d
′
1) = P k1−2

1 P k2−2
2 . . . P ks−2

s

è, åñëè ki 6 2, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü îòñóòñòâóåò. Ïîýòîìó

ìíîãî÷ëåí f2 = d1/d2 áóäåò ñîñòîÿòü èç íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé ñ

ïîêàçàòåëÿìè > 2.

Äàëåå d3 = (d2, d
′
2), è ìíîãî÷ëåí f3 = d2/d3 ñîñòîèò èç ìíîæèòåëåé,

âõîäÿùèõ â f(x) ñ ïîêàçàòåëÿìè > 3, è òàê äàëåå. Îòñþäà ÷àñòíîå îò

äåëåíèÿ f1 íà f2 ñîñòàâëåíî èç íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â

f(x) â ïåðâîé ñòåïåíè, ÷àñòíîå f2 íà f3 ñîñòîèò èç íåïðèâîäèìûõ ìíîãî-

÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â f(x), ðîâíî âî âòîðîé ñòåïåíè è òàê äàëåå. Â íàøåì

ñëó÷àå:

f ′(x) = 6x5 − 60x3 + 24x2 + 102x− 72 ∼ x5 − 10x3 + 4x2 + 17x− 12.

d1 = (f, f ′) íàõîäèì ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà:

d1 = x3 + x2 − 5x+ 3, d′1 = 3x2 + 2x− 5.

Òîãäà f1 = f/d1 = x3 − x2 − 9x+ 9.

Àëãîðèòì Åâêëèäà äàåò: d2 = (d1, d
′
1) = x− 1, d′2 = 1.

f2 = d1/d2 = x2 + 2x− 3.
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Òàê êàê d3 = (d2, d
′
2) = 1, òî f3 = d2/d3 = x− 1, f4 = 1.

f1/f2 = x− 3, f2/f3 = x+ 3, f3/f4 = x− 1.

Îòñþäà íàõîäèì

f(x) = (x− 3)(x+ 3)2(x− 1)3.

Çàäàíèå 2.4

Ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå äðîáè ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ:

R(x) =
5x2 + 3x+ 1

(x+ 1)2(x− 2)
.

Ðåøåíèå

Ìíîãî÷ëåíû x− 2 è (x+ 1)2 = x2 + 2x+ 1 âçàèìíîïðîñòû, è çíà÷èò,

èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí 1. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà

íàéäåì ýòîò íàèáîëüøèé äåëèòåëü è âûðàçèì åãî ÷åðåç èñõîäíûå ìíî-

ãî÷ëåíû. Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí x− 2 èìååò ïåðâóþ ñòåïåíü, òî â íàøåì

ñëó÷àå äîñòàòî÷íî îäíîãî äåëåíèÿ

x2 + 2x + 1 x− 2

x2 − 2x x+ 4

4x + 1

4x − 8

9

.

Îòñþäà (x+ 1)2 = x2 + 2x+ 1 = (x+ 4)(x− 2) + 9;

1 =
1

9

[
(x2 + 2x+ 1)− (x+ 4)(x− 2)

]
.

Ïîýòîìó

R(x) =
(5x2 + 3x+ 1)

[
1
9(x+ 1)2 − 1

9(x+ 4)(x− 2)
]

(x+ 1)2(x− 2)
=

1

9
· 5x

2 + 3x+ 1

x− 2
−

−1

9
· (5x

2 + 3x+ 1)(x+ 4)

(x+ 1)2
.

Ðàçäåëèì 5x2 + 3x+ 1 íà x− 2 ñ îñòàòêîì ïî ñõåìå Ãîðíåðà:
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5 3 1

2 5 13 27
,

5x2 + 3x+ 1 = (5x+ 13)(x− 2) + 27.

Çíà÷èò,
1

9
· 5x

2 + 3x+ 1

x− 2
=

1

9
(5x+ 13) +

3

x− 2
.

Îáðàòèìñÿ êî âòîðîé äðîáè. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì åå ÷èñëèòåëü:

(5x2 + 3x+ 1)(x+ 4) = 5x3 + 23x2 + 13x+ 4

è ïîäåëèì åãî íà (x+ 1)2 = x2 + 2x+ 1.

5x3 + 23x2 + 13x + 4 x2 + 2x+ 1

5x3 + 10x2 + 5x 5x+ 13

13x2 + 8x + 4

13x2 + 26x + 13

− 18x − 9

Çíà÷èò, âòîðàÿ äðîáü èìååò âèä

−1

9
(5x+ 13) +

2x+ 1

(x+ 1)2
.

Îòñþäà

R(x) =
3

x− 2
+

2x+ 1

(x+ 1)2
.

Ðàçëîæèì ïîñëåäíþþ äðîáü ñ ïîìîùüþ äâóêðàòíîãî äåëåíèÿ ïî ñõåìå

Ãîðíåðà ìíîãî÷ëåíà 2x+ 1 íà x+ 1:

2 1

−1 2 −1

2

.

Îòêóäà
2x+ 1

(x+ 1)2
=

2

x+ 1
+

−1

(x+ 1)2
.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

R(x) =
3

x− 2
+

2

x+ 1
− 1

(x+ 1)2
.
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Çàäàíèå 2.5

Íàéòè ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

f(x) = 2x5 − 3x4 − 7x3 − 6x2 − x+ 3.

Ðåøåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè p
q � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) : f(pq ) = 0 (pq �

íåñîêðàòèìàÿ äðîáü), òî q äåëèò ñòàðøèé êîýôôèöèåíò, à p � ñâîáîäíûé

÷ëåí. À òàêæå ðàçíîñòü p−qm äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëàm äåëèò çíà÷åíèå

ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå m (f(m)).

Â íàøåì ñëó÷àå p ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, 3, à q ìîæåò ïðèíè-

ìàòü çíà÷åíèÿ ±1, ±2. Åñëè ïîëîæèì m = 1, òî p− q äåëèò f(1).

Ïðè m = −1 ÷èñëî (p+ q) äåëèò f(−1), (2.1)

à ïðè m = −2 ÷èñëî (p+ 2q) äåëèò f(−2). (2.2)

Â íàøåì ñëó÷àå f(1) = −12, f(−1) = 0, f(−2) = −75.

Ïóñòü p = 1. Ïåðåáèðàåì q:

1− 1 - −12 1 + 1 | −12 1− 2 | −12 1 + 2 | −12

1 + 2 | −75 1− 2 | −75 1 + 4 | −75 1− 4 | −75

Ïóñòü p = 3. Ïåðåáèðàåì q:

3− 1 | −12 3 + 1 | −12 3− 2 | −12

3 + 2 | −75 3− 2 | −75 3 + 4 - −75

(Òî, ÷òî ïîä÷åðêíóòî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.1) è (2.2)). Òî åñòü ýòè

ðàöèîíàëüíûå äðîáè íàäî ïðîâåðèòü íà êîðåíü ëèáî ïîäñòàíîâêîé â ìíî-

ãî÷ëåí, ëèáî ïî ñõåìå Ãîðíåðà.
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2 −3 −7 −6 −1 3

−1 2 −5 −2 −4 3 0
1
2 2 −2 −8 −10 −6 0

−1
2 2 −4 −5 −7

2
3
4

21
8 ̸= 0

−3 2 −9 20 −66 197 −588 ̸= 0

3 2 3 2 0 −1 0

Òàêèì îáðàçîì, êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ −1, 1
2 , 3.

3 Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

Çàäàíèå 3.1

Âåêòîðû e1, e2, e3 è x çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â íåêîòîðîì áà-

çèñå. Ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû e1, e2, e3 ñàìè îáðàçóþò áàçèñ è íàéòè

êîîðäèíàòû âåêòîðà x, â ýòîì áàçèñå.

e1 = (2, 1,−3); e2 = (3, 2,−5);

e3 = (1,−1, 1); x = (6, 2,−7).

Ðåøåíèå

Áàçèñ � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Âî

âñåõ áàçèñàõ ÷èñëî âåêòîðîâ îäèíàêîâîå. Çíà÷èò e1, e2, e3 îáðàçóþò áàçèñ

åñëè îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîé íåçà-

âèñèìîñòè ñòîëáèêîâ èõ êîîðäèíàò, à ýòî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ ðàâåíñòâà

íóëþ îïðåäåëèòåëÿ, ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ:

∆ =

2 3 1

1 2 −1

−3 −5 1

̸= 0.



3. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà 19

Ïîäñ÷åò äàåò

∆ =

2 3 1

3 5 0

−2 −3 0

= 1(−1)1+3 3 5

−2 −3
= −9 + 10 = −1 ̸= 0.

Èòàê, e1, e2, e3 � áàçèñ. Ìàòðèöà ïåðåõîäà S îò èñõîäíîãî áàçèñà ê

áàçèñó e1, e2, e3 ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èìååò ñòîëáöû, ñîñòàâëåííûå èç

âåêòîðîâ e1, e2, e3 â èñõîäíîì áàçèñå. Çíà÷èò

S =


2 3 1

1 2 −1

−3 −5 1

 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

X =


x1

x2

x3


ñòîëáèê âåêòîðà x â íîâîì áàçèñå e1, e2, e3. Òîãäà ñâÿçü ìåæäó ñòîëáèêà-

ìè íîâûõ êîîðäèíàò X è ñòàðûìè êîîðäèíàòàìè B =


6

2

−7

 çàäàåòñÿ

ôîðìóëîé SX = B èëè X = S−1B. Â íàøåì ñëó÷àå

X =


2 3 1

1 2 −1

−3 −5 1


−1

6

2

−7

 =


1

1

1


Èòàê, â áàçèñå e1, e2, e3 âåêòîð x èìååò êîîðäèíàòû x = (1, 1, 1).

Çàäàíèå 3.2

Áàçèñû e1, e2, e3 è e′1, e
′
2, e

′
3 çàäàííû êîîðäèíàòàìè ñâîèõ âåêòîðîâ â

íåêîòîðîì èñõîäíîì áàçèñå e′′1, e
′′
2, e

′′
3. Íàäî íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà

îò e ê e′.
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e1 = (1, 2, 1); e2 = (2, 3, 3); e3 = (3, 7, 1).

e′1 = (3, 1, 4); e′2 = (5, 2, 1); e′3 = (1, 1,−6).

Ðåøåíèå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1 è S2 ìàòðèöû ïåðåõîäà îò e′′ ê e è îò e′′ ê e′

ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü 
e1

e2

e3

 = ST
1


e′′1

e′′2

e′′3

 ; (3.1)


e′1

e′2

e′3

 = ST
2


e′′1

e′′2

e′′3

 . (3.2)

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò

S1 =


1 2 3

2 3 7

1 3 1

 ;

S2 =


3 5 1

1 2 1

4 1 −6

 .

Èç (3.1) ñëåäóåò, ÷òî 
e′′1

e′′2

e′′3

 =
(
ST
1

)−1


e1

e2

e3

 . (3.3)

À èç (3.2) è (3.3) ïîëó÷àåì:
e′1

e′2

e′3

 = ST
2

(
ST
1

)−1


e1

e2

e3

 .
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Òàê êàê ST
2 ·
(
ST
1

)−1
=
(
S−1
1 · S2

)T
òî

e′1

e′2

e′3

 =
(
S−1
1 S2

)T


e1

e2

e3

 .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà îò e ê e′ ðàâíà

S−1
1 S2. Ïîäñ÷åò ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì ìàòðè÷íîé àëãåáðû äàåò

Qe→e′ = S−1
1 S2 =


1 2 3

2 3 7

1 3 1


−1

·


3 5 1

1 2 1

4 1 −6

 =


−27 −71 −41

9 20 9

4 12 8

 .

Çàäàíèå 3.3

Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð 3-õ ìåð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà, ïåðåâîäÿùèé âåêòîðû e1, e2, e3 ñîîòâåòñòâåííî â

âåêòîðû e′1, e
′
2, e

′
3 è íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â òîì æå áàçèñå,

â êîòîðîì äàíû êîîðäèíàòû âñåõ âåêòîðîâ.

e1 = (1, 2, 1); e2 = (2, 3, 3); e3 = (3, 7, 1).

e′1 = (3, 1, 4); e′2 = (5, 2, 1); e′3 = (1, 1,−6).

Ðåøåíèå

Ìàòðèöåé A ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî áàçèñà

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû îáðàçîâ

áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ýòîì æå áàçèñå. Åñëè x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç

ïðîñòðàíñòâà, à y = f(x) åãî îáðàç, òî êîîðäèíàòíûå ñòîëáèêè âåêòîðîâ

X è Y ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

Y = Af ·X. (3.4)

Ëèíåéíûé îïåðàòîð îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè áàçèñíûõ âåê-

òîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ëèíåéíîãî
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îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî âåêòîðû e1; e2; ... en ñîîòâåòñòâåííî â âåêòîðû

e′1; e
′
2; ... e

′
n, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåêòîðû e1; e2; ... en îáðàçîâûâàëè áàçèñ.

Ñîñòàâèì èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ e1; e2; ... en ìàòðèöó Q è âû÷èñëèì åå

îïðåäåëèòåëü, ðàâåíñòâî íóëþ êîòîðîãî îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü

âåêòîðîâ.

|Q| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 3 7

1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ̸= 0.

Òàê êàê îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ, òî íàøè âåêòîðû ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû.

Â êà÷åñòâå Y â ðàâåíñòâå (3.4) âûñòóïàþò âåêòîðû e′i, ãäå i = 1, 2, 3.

Ñîñòàâèì èç êîîðäèíàòíûõ ñòîëáöîâ âåêòîðîâ e′i ìàòðèöó Q′.

Q′ =


3 5 1

1 2 1

4 1 −6


Òîãäà èç ðàâåíñòâà (3.4) áóäåò ñëåäîâàòü

Q′ = Af ·Q.

Òàê êàê e � áàçèñ, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê Q. À ñàìà ìàò-

ðèöà Af áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå: Af = Q′ ·Q−1.

Af =


3 5 1

1 2 1

4 1 −6

 ·


1 2 3

2 3 7

1 3 1


−1

=


−14 4 3

1 0 4

−95 24 19

 .

Çàäàíèå 3.4

Äàíû ìàòðèöà A ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f è êîîðäèíàòû âåêòîðà x îò-

íîñèòåëüíî íåêîòîðîãî áàçèñà e. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà f è
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êîîðäèíàòû âåêòîðà f(x) â íîâîì áàçèñå e′.

Af |e =


15 −11 5

20 −15 8

8 −7 6

 ,

x = (0, 2, 4),

e′1 = (2, 3, 1); e′2 = (3, 4, 1); e′3 = (1, 2, 2).

Ðåøåíèå

Ïóñòü A � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f â áàçèñå e, à B � ìàòðèöà

ýòîãî æå îïåðàòîðà â áàçèñå e′. Òîãäà îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

B = Q−1 · A ·Q,

ãäå

Q =


2 3 1

3 4 2

1 1 2


� ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó e′. Âû÷èñëåíèÿ äàþò:

B =


1 0 0

0 2 0

0 0 3

 = Af |e′

Ïóñòü X � êîîðäèíàòíûé ñòîëáèê âåêòîðà x â áàçèñå e, à Y ′, X ′ �

êîîðäèíàòíûå ñòîëáèêè f(x) è x â áàçèñå e′ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà Y ′ =

= B ·X ′, à X ′ = Q−1 ·X (ñì. çàäàíèå 3.1). Òîãäà

Y ′ = B ·Q−1 ·X.

Ïîñëå âñåõ âû÷èñëåíèé Y ′ =


2

−4

6

 ⇒ f(x)
′
= (2,−4, 6).
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Çàäàíèå 3.5

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðà-

òîðà f , åñëè èçâåñòíà ìàòðèöà A ýòîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå.

A =


7 −12 6

10 −19 10

12 −24 13

 .

Ðåøåíèå

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f , îïðåäåëåííîãî íà âåê-

òîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì k, ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî ìíîãî÷ëåíà χ(λ), ëåæàùèìè â îñíîâíîì ïîëå k. Õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà � ýòî îïðåäåëèòåëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàò-

ðèöû λE−A äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ýòîãî îïåðàòîðà â ëþáîì èç áàçèñîâ,

òî åñòü χ(λ) = |λE − A|, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùåé

ðàçìåðíîñòè. Â íàøåì ñëó÷àå:

χ(λ) =

λ− 7 12 −6

−10 λ+ 19 −10

−12 24 λ− 13

=

λ− 7 0 −6

−10 λ− 1 −10

−12 2λ− 2 λ− 13

=

= (λ− 1)

λ− 7 0 −6

−10 1 −10

−12 2 λ− 13

= (λ− 1)

λ− 7 0 −6

−10 1 −10

8 0 λ+ 7

=

= (λ− 1)
λ− 7 −6

8 λ+ 7
= (λ− 1)(λ2 − 49 + 48) =

= (λ− 1)(λ2 − 1) = (λ− 1)2(λ+ 1).

Èòàê, ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: λ1 = λ2 = 1,

λ3 = −1. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷å-

íèþ λi èìåþò êîîðäèíàòíûå ñòîëáèêè X =


x1

x2

x3

, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøå-
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íèÿìè ñëåäóþùåé ñèñòåìû îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, çàïèñàííîé â ìàò-

ðè÷íîì âèäå: (λiE − A)X = 0. Äëÿ λ1 = λ2 = 1 ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû

èìååò âèä: 
−6 12 −6

−10 20 −10

−12 24 −12


Ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ìîæíî íàéòè ïî ìåòîäó Ãàóññà:

−6 12 −6

−10 20 −10

−12 24 −12

 ∼


1 −2 1

1 −2 1

1 −2 1

 ∼ (1,−2, 1) ∼ x1 − 2x2 + x3 = 0.

x1 � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, x2, x3 � íåçàâèñèìûå: x1 = 2x2−x3. Ïðè-

äàâàÿ x2, x3 çíà÷åíèÿ (1,0) è (0,1), ïîëó÷àåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó

ðåøåíèé

X1 =


2

1

0

 è X2 =


−1

0

1

 .

Ïîýòîìó ïðîèçâîëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷å-

íèÿ λ1 = λ2 = 1 áóäåò èìåòü âèä:

c1X1 + c2X2 =


2c1 − c2

c1

c2

 ,

ãäå c1, c2 � ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðû èç îñíîâíîãî ïîëÿ.

Àíàëîãè÷íî

(λ3E − A) =


−8 12 −6

−10 18 −10

−12 24 −14

 ∼


4 −6 3

5 −9 5

6 −12 7

 ∼


4 −6 3

1 −3 2

2 −6 4

 ∼

∼

(
1 −3 2

0 6 −5

)
∼

{
x1 − 3x2 + 2x3 = 0

6x2 − 5x3 = 0
∼

{
x1 =

1
2x3

x2 =
5
6x3
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Çíà÷èò äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ3 = −1 ñîáñòâåííûå âåêòîðà áóäóò

èìåòü âèä X =


3c

5c

6c

, ãäå c � ïðîèçâîëüíûé ñêàëÿð îñíîâíîãî ïîëÿ.

Çàäàíèå 3.6

Âåêòîðû a è b çàäàíû êîîðäèíàòàìè â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Íàé-

òè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ b íà a.

a = (−1, 0, 1), b = (2,−6, 4).

Ðåøåíèå

a

b

c

b-c

Ðèñ. 3.1: Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

Íà ðèc. 3.1 âåêòîð c � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ b íà a. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ñêàëÿðà α èìååì: c = αa è c(c − b) = 0 (ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå). Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå c èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âî âòîðîå,

ïîëó÷èì: αa(αa−b) = 0. Ñêàëÿð α = 0 åñëè âåêòîðû a è b îðòîãîíàëüíû,

òî åñòü ab = 0, à ýòî íå òàê, â ÷åì óáåæäàåìñÿ âû÷èñëåíèåì:

ab = (−1) · 2 + 0 · (−6) + 1 · 4 = 2 ̸= 0.

Èòàê, α ̸= 0, è èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èìååì αa2 − ab = 0. Îòêóäà

α =
ab

a2
=

(−1) · 2 + 0 · (−6) + 1 · 4
(−1)2 + 02 + 12

=
2

2
= 1.

Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷èâøååñÿ çíà÷åíèå α â ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ c,

ïîëó÷àåì îòâåò:

c = αa = 1 · a = (−1, 0, 1).
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Çàäàíèå 3.7

Ïðèìåíèòü ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ê ñèñòåìå âåêòîðîâ çàäàííûõ êî-

îðäèíàòàìè â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

ā1 = (1, 2, 2,−1); ā2 = (1, 1,−5, 3); ā3 = (3, 2, 8,−7).

Ðåøåíèå

Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ îðòîãîíàëüíîãî áà-

çèñà â ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîãî èñõîäíûìè âåêòîðàìè. Ïîñòðîå-

íèå òàêîãî áàçèñà âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

b1 = a1; b2 = a2 −
(b1, a2)

(b1, b1)
b1; . . . bn = an −

n−1∑
i=1

cibi, ãäå ci =
(bi, an)

(bi, bi)
.

Ïðîèçâåäåì âû÷èñëåíèÿ:

b1 = a1 = (1, 2, 2,−1);

b2 = (1, 1,−5, 3)−1 · 1 + 1 · 2 + (−5) · 2 + 3 · (−1)

12 + 22 + 22 + (−1)2
(1, 2, 2,−1) = (2, 3,−3, 2);

b3 = (3, 2, 8,−7)− 3 · 1 + 2 · 2 + 8 · 2 + (−7) · (−3)

12 + 22 + 22 + (−1)2
(1, 2, 2,−1)−

−3 · 2 + 2 · 3 + 8 · (−3) + (−7) · 2
22 + 32 + (−3)2 + 22

(2, 3,−3, 2) = (2,−1,−1,−2).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

b1 = (1, 2, 2,−1); b2 = (2, 3,−3, 2); b3 = (2,−1,−1,−2).

4 Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Çàäàíèå 4.1

Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f â íåêîòîðîì áàçèñå ðàâíà A. Ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x = (x1, x2, x3) è y = (y1, y2, y3) â ýòîì áà-

çèñå çàäàåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé F . Íàéòè ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà f ∗ îòíîñèòåëüíî òîãî æå áàçèñà.
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A =


1 0 1

0 1 −1

0 0 1

 .

F (x, y) = x1y1 + x2y2 + 11x3y3 + x1y3 + x3y1 + 3x3y2 + 3x2y3.

Ðåøåíèå

Ñîñòàâèì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ áèëèíåéíîé ôîðìû F (x, y), êîòî-

ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàììà âåêòîðîâ áàçèñà, òàê êàê êîýôôèöèåíòû

ôîðìû ñîâïàäàþò ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñ-

íûõ âåêòîðîâ:

G =


1 0 1

0 1 3

1 3 11

 .

Åñëè îáîçíà÷èì ìàòðèöó îïåðàòîðà f ∗ ÷åðåç B, òî äëÿ åå íàõîæäåíèÿ â

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

B = G−1 · AT ·G.

Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

B =


1 0 1

0 1 3

1 3 11


−1

·


1 0 1

0 1 −1

0 0 1


T

·


1 0 1

0 1 3

1 3 11

 =


0 1 2

−3 4 6

1 −1 −1

 .

Çàäàíèå 4.2

Íàéòè èíâàðèàíòû è îïðåäåëèòü êëàññèôèêàöèîííûé òèï êâàäðàòè÷-

íîé ôîðìû

F = x2 + y2 + 3z2 + 4xy + 2xz + 2yz.

Ðåøåíèå

Ñîñòàâèì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, âçÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè
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ñìåøàííûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ñ ìíîæèòåëåì 1
2 :

AF =


1 2 1

2 1 1

1 1 3

 .

Ïðèâåäåì ôîðìó ê íîðìàëüíîìó âèäó íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-

ñåë ïî ìåòîäó Ëàãðàíæà. Âûïèøåì ñíà÷àëà âñå îäíî÷ëåíû â F , ñîäåð-

æàùèå x:

x2 + 4xy + 2xz. (4.1)

Âûðàæåíèå (4.1) ñîêðàòèì íà x è âîçüìåì ïîëîâèííûå êîýôôèöèåíòû

ïðè ñìåøàííûõ ïðîèçâåäåíèÿõ, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ôîðìó ñ êîýôôèöè-

åíòàìè, ñòîÿùèìè â ïåðâîé ñòðî÷êå ìàòðèöû AF

x+ 2y + z. (4.2)

Âûðàçèì ôîðìó (4.1) ÷åðåç êâàäðàò ëèíåéíîé ôîðìû (4.2)

x2 + 4xy + 2xz = (x+ 2y + z)2 − 4y2 − z2 − 4yz.

Òåïåðü âûïîëíèì ïåðâóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ
x1 = x+ 2y + z;

y1 = y;

z1 = z,

ïîñëå êîòîðîé ôîðìà ïðèíèìàåò âèä:

F (x1, y1, z1) = x2 + y2 + 3z2 + 4xy + 2xz + 2yz = x21 − 3y21 + 2z21 − 2y1z1.

Âîçüìåì òåïåðü â ïîëó÷åííîé ôîðìå îäíî÷ëåíû, ñîäåðæàùèå, y1:

−3y21 − 2y21z
2
1;

ñîñòàâëÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíåéíóþ ôîðìó −3y1 − z1 è ñ ïîìîùüþ

ôîðìóëû êâàäðàòà ñóììû ïîëó÷àåì:

−3y21 − 2y21z
2
1 = −1

3
(−3y1 − z1)

2 +
1

3
z21.
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Âûïîëíÿåì çàìåíó ïåðåìåííûõ
x2 = x1;

y2 = −3y1 − z1;

z2 = z1,

ïîñëå ÷åãî ôîðìà ïðèìåò âèä:

F (x2, y2, z2) = x22 −
1

3
y22 +

1

3
z22 + 2

1

3
z22 = x22 −

1

3
y22 +

7

3
z22.

Ïðîèçâåäåì åùå îäíó çàìåíó
x3 = x2;

y3 =
1√
3
y2;

z3 =
√
7√
3
z.

È îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì íîðìàëüíûé âèä íàä ïîëåì R äëÿ ôîðìû F :

F (x3, y3, z3) = x23 − y23 + z23.

Îòñþäà ïîëó÷àåì èíâàðèàíòû èñõîäíîé ôîðìû:

• ðàíã r = 3;

• ïîëîæèòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè p = 2;

• îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè q = 1;

• ñèãíàòóðà s = p− q = 1.

Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå p ̸= 0, q ̸= 0, òî ôîðìà F ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäå-

ëåííîé.

Äðóãèìè êëàññèôèêàöèîííûìè òèïàìè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì íàä R
ïîìèìî íåîïðåäåëåííûõ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

1. Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ôîðìû, ïðè q = 0, p = r = n, ãäå

n-÷èñëî ïåðåìåííûõ â èñõîäíîé ôîðìå.

2. Ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûå ôîðìû, ïðè q = 0, p = r 6 n.
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3. Îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûå ôîðìû, ïðè p = 0, p = r = n.

4. Îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûå ôîðìû, ïðè p = 0, q = r 6 n.

5 λ-ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå 5.1. λ-ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿä-

êà n ñ ýëåìåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç

îñíîâíîãî ïîëÿ k.

Ñèìâîëîì dk(λ) áóäåì îáîçíà÷àòü HOD âñåõ ìèíîðîâ k-ãî ïîðÿäêà

äàííîé λ-ìàòðèöû. Ñîâîêóïíîñòü dk(λ), k = 1, n, íàçîâåì ñèñòåìîé äå-

ëèòåëåé ìèíîðîâ (ÑÄÌ).

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè λ-ìàòðèöû íà-

çûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1. Óìíîæåíèå ëþáîé ñòðîêè (ñòîëáöà) íà îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî èç

ïîëÿ k.

2. Ïðèáàâëåíèå ê ëþáîé ñòðîêå (ñòîëáöó) äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà),

óìíîæåííîé íà ìíîãî÷ëåí.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Äâå λ-ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

îäíà èç ýòèõ ìàòðèö ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé ñ ïîìîùüþ êîíå÷-

íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Íîðìàëüíîé äèàãîíàëüíîé ôîðìîé (ÍÄÔ) λ-

ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ýêâèâàëåíòíàÿ äàííîé,

íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû

f1(λ), f2(λ), . . . , fn(λ), ïðè÷åì êàæäûé äåëèò ñëåäóþùèé.

Ýòè ìíîãî÷ëåíû íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîæèòåëÿìè λ-

ìàòðèöû, îíè íå ìåíÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé. Îáúåäèíåíèå èõ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé èíâàðèàíòíûõ ìíîæèòåëåé
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(ÑÈÌ). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ñðåäè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ åñòü åäèíèöû, òî

îíè ñòîÿò íà ïåðâûõ ìåñòàõ, à åñëè åñòü íóëè, òî îíè íà ïîñëåäíèõ ìå-

ñòàõ (÷èñëî íóëåé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì n − r, ãäå n � ïîðÿäîê ìàòðèöû,

à r � åå ðàíã). Ñâÿçü ÑÈÌ è ÑÄÌ:

dk(λ) = f1(λ) · f2(λ) · . . . · fk(λ), k = 1, n.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ âõîäÿùèõ â

ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè äåëèòåëÿìè ýòîãî

ìíîãî÷ëåíà. Ñèñòåìîé ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé (ÑÝÄ) λ-ìàòðèöû íàçû-

âàåòñÿ îáúåäèíåíèå (áûòü ìîæåò, ñ ïîâòîðåíèÿìè) ýëåìåíòàðíûõ äåëè-

òåëåé åå èíâàðèàíòíûõ ìíîæèòåëåé fi(λ).

Çàäàíèå 5.1

Äàííóþ ìàòðèöó ïðèâåñòè ê ÍÄÔ ïðè ïîìîùè äåëèòåëåé ìèíîðîâ

A(λ) =


λ(λ− 1) 0 0

0 λ(λ− 2) 0

0 0 (λ− 1)(λ− 2)

 .

Ðåøåíèå

Ïî îïðåäåëåíèþ

d1(λ) = HOD(λ(λ− 1), λ(λ− 2), (λ− 1)(λ− 2)) = 1.

d2(λ) = HOD(λ2(λ− 1)(λ− 2), λ(λ− 2)(λ− 1)2, λ(λ− 1)(λ− 2)2) =

= λ(λ− 1)(λ− 2).

d3(λ) = det(A(λ)) = λ2(λ− 1)2(λ− 2)2.

Òîãäà

f1(λ) = d1(λ) = 1.

f2(λ) = d2(λ)/d1(λ) = λ(λ− 1)(λ− 2).
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f2(λ) = d3(λ)/d2(λ) = λ(λ− 1)(λ− 2).

Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ôîðìà äàííîé ìàòðèöû:
1 0 0

0 λ(λ− 1)(λ− 2) 0

0 0 λ(λ− 1)(λ− 2)

 .

Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ äåëè-

òåëåé. Ñèñòåìà ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé

åå êëåòîê, çíà÷èò ìîæåì âûïèñàòü ÑÝÄ äàííîé λ-ìàòðèöû:

ÑÝÄ={λ, λ, (λ− 1), (λ− 1), (λ− 2), (λ− 2)}. Òàê êàê ïîðÿäîê

ìàòðèöû ðàâåí òðåì, òî èìååòñÿ òðè èíâàðèàíòíûõ ìíîæèòåëÿ:

f1(λ), f2(λ), f3(λ), à òàê êàê ðàíã ðàâåí òðåì, òî âñå îíè îòëè÷íû îò íó-

ëÿ. Ïîñêîëüêó f3(λ) äåëèòñÿ íà âñå îñòàëüíûå, òî f3(λ) = λ(λ−1)(λ−2).

Èç îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé â f2(λ) âõîäÿò òàêæå λ, (λ− 1),

(λ−2). Çíà÷èò f2(λ) = λ(λ−1)(λ−2), à f1(λ) = 1, òàê êàê ýëåìåíòàðíûõ

äåëèòåëåé áîëüøå íåò. Óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

λ λ 1

λ− 1 λ− 1 1

λ− 2 λ− 2 1

×èñëî ñòîëáöîâ ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì, ñòðîêè çàïîëíÿþòñÿ ñòåïåíÿìè

íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ïî ñòîëáèêàì,

íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî, äàþò íàì ñîîòâåòñòâåííî f1(λ), f2(λ), f3(λ). Òà-

êèì îáðàçîì, íîðìàëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ôîðìà íàøåé ìàòðèöû ðàâíà:
1 0 0

0 λ(λ− 1)(λ− 2) 0

0 0 λ(λ− 1)(λ− 2)

 .
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Çàäàíèå 5.2

Äàííóþ ìàòðèöó ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè

ê ÍÄÔ

A(λ) =


λ+ 1 λ2 + 1 λ2

3λ− 1 3λ2 − 1 λ2 + 2λ

λ− 1 λ2 − 1 λ

 .

Ðåøåíèå

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: i-þ ñòðîêó áóäåì îáîçíà÷àòü i◦, i-é ñòîëáåö � i∨,

∼ � ñèìâîë ýêâèâàëåíòíîñòè.

A(λ)
1◦−3◦∼


2 2 λ2 − λ

3λ− 1 3λ2 − 1 λ2 + 2λ

λ− 1 λ2 − 1 λ

 2◦−3◦·3∼


2 2 λ2 − λ

2 2 λ2 − λ

λ− 1 λ2 − 1 λ

 .

Åñëè òåïåðü îò âòîðîé ñòðîêè îòíèìåì ïåðâóþ è ïîìåíÿåì ñòðîêè

ìåñòàìè, ïîëó÷èì

A(λ) ∼


2 2 λ2 − λ

λ− 1 λ2 − 1 λ

0 0 0

 1◦/2∼


1 1 (λ2 − λ)/2

λ− 1 λ2 − 1 λ

0 0 0

 3∨·2∼

∼


1 1 λ2 − λ

λ− 1 λ2 − 1 2λ

0 0 0

 2∨−1∨∼


1 0 λ2 − λ

λ− 1 λ2 − λ 2λ

0 0 0

∼

3∨−1∨·(λ2−λ)∼


1 0 0

λ− 1 λ2 − λ λ(2λ− λ2 + 1)

0 0 0

 2◦+1◦·(1−λ)∼

∼


1 0 0

0 λ2 − λ λ(2λ− λ2 + 1)

0 0 0

 3∨−2∨·2∼


1 0 0

0 λ2 − λ −λ3 + 3λ

0 0 0

 3∨+2∨·λ∼
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∼


1 0 0

0 λ2 − λ −λ2 + 3λ

0 0 0

 3∨+2∨∼


1 0 0

0 λ2 − λ 2λ

0 0 0

 3∨·1/2∼

∼


1 0 0

0 λ2 − λ λ

0 0 0

 2∨↔3∨∼


1 0 0

0 λ λ2 − λ

0 0 0

 3∨+2∨·(1−λ)∼


1 0 0

0 λ 0

0 0 0

 .

Ïîñëåäíÿÿ ìàòðèöà è áóäåò íîðìàëüíîé äèàãîíàëüíîé ôîðìîé ìàò-

ðèöû A(λ).

Çàäàíèå 5.3

Íàéòè íîðìàëüíóþ äèàãîíàëüíóþ ôîðìó λ-ìàòðèöû, åñëè èçâåñòíû åå

ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè, ðàíã r è ïîðÿäîê n

λ+ 1, λ+ 1, (λ+ 1)2, λ− 1, (λ− 1)2; r = 4, n = 5.

Ðåøåíèå

Âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé

(λ+ 1)2 λ+ 1 λ+ 1 1

(λ− 1)2 λ− 1 1 1

Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ôîðìà íàøåé ìàòðèöû ðàâíà

1 0 0 0 0

0 λ+ 1 0 0 0

0 0 (λ+ 1)(λ− 1) 0 0

0 0 0 (λ− 1)2(λ+ 1)2 0

0 0 0 0 0


.

Çàäàíèå 5.4

Ìàòðèöó èç çàäàíèÿ 5.2 ïðèâåñòè ê ÍÄÔ ïóòåì óìíîæåíèÿ íà óíè-

ìîäóëÿðíûå ìàòðèöû ñïåöèàëüíîãî âèäà.
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Ðåøåíèå

Îïðåäåëåíèå 5.6. Óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ λ-ìàòðèöà ñ

îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì ýëåìåíòó îñíîâíîãî ïîëÿ, îòëè÷íîìó îò íóëÿ.

Ñïåöèàëüíûìè óíèìîäóëÿðíûìè ìàòðèöàìè ÿâëÿþòñÿ:

Si(α) =



1 · · · 0 · · · 0

· · · . . . · · · · · · · · ·
0 · · · α · · · 0

· · · · · · · · · . . . · · ·
0 · · · 0 · · · 1


,

ãäå α ∈ k, α ̸= 0, i � íîìåð ñòðîêè è ñòîëáöà, â êîòîðûõ ñòîèò α,

Tij(f(λ)) =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0

· · · . . . · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 · · · f(λ) · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 · · · 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · . . . · · ·
0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


,

ãäå f(λ) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç îñíîâíîãî

ïîëÿ k, ñòîÿùèé â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå (i ̸= j).

Ëþáîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå λ-ìàòðèöû ìîæíî ïîëó÷èòü ñ

ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ ñëåâà èëè ñïðàâà íà óíèìîäóëÿðíóþ ìàòðèöó ñïå-

öèàëüíîãî âèäà:

1. Si(α)A(λ) ïîëó÷àåòñÿ èç A(λ) óìíîæåíèåì i-é ñòðîêè íà α.

2. Tij(f(λ))A(λ) ïîëó÷àåòñÿ èç A(λ) ïðèáàâëåíèåì ê i-é ñòðîêå j-é

ñòðîêè, óìíîæåííîé íà f(λ).

3. A(λ)Si(α) ïîëó÷àåòñÿ èç A(λ) óìíîæåíèåì j-ãî ñòîëáöà íà α.



6. Ïîäîáèå ìàòðèö. Íîðìàëüíàÿ æîðäàíîâà ôîðìà êâàäðàòíûõ ìàòðèö 37

4. A(λ)Tij(f(λ)) ïîëó÷àåòñÿ èç A(λ) ïðèáàâëåíèåì ê j-ìó ñòîëáöó i-ãî

ñòîëáöà, óìíîæåííîãî íà f(λ).

Çàìå÷àíèå 5.1. Ïåðåñòàíîâêó i-é è j-é ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìîæíî îñóùå-

ñòâèòü ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ ñëåâà (ñïðàâà) èñõîäíîé ìàòðèöû íà ìàò-

ðèöó:

τij =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0

· · · . . . · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 · · · 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 1 · · · 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · . . . · · ·
0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


,

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêîé i-é è j-é ñòðî-

êè (i-ãî è j-ãî ñòîëáöà).

Ñ ïîìîùüþ îáîçíà÷åíèé, êîòîðûå ìû ââåëè â çàäàíèè 5.2, ýòî çàäàíèå

íå ñëîæíî âûïîëíèòü. Îáîçíà÷èì ÍÄÔ ýòîé ìàòðèöû ÷åðåç D(λ). Òîãäà

D(λ) = T21(1− λ)S1(1/2)τ23T21(−1)T23(−3)T13(−1)A(λ)S3(2)×

×T12(−1)T13(λ− λ2)T23(−2)T23(λ)T23(1)S3(1/2)τ23T23(1− λ).

Ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

D(λ) =


1 0 0

0 λ 0

0 0 0

 .

6 Ïîäîáèå ìàòðèö. Íîðìàëüíàÿ æîðäàíîâà ôîðìà

êâàäðàòíûõ ìàòðèö

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ñêàëÿðíîé ìàòðèöåé áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó ñ ýëå-

ìåíòàìè èç îñíîâíîãî ïîëÿ.
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Îïðåäåëåíèå 6.2. Äâå ñêàëÿðíûå ìàòðèöû A èB íàçûâàþòñÿ ïîäîáíû-

ìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà Q, òàêàÿ ÷òî A = Q−1BQ.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöåé äëÿ ìàòðèöû A íà-

çûâàåòñÿ ìàòðèöà χA(λ) = λE − A. Îïðåäåëèòåëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A.

Îïðåäåëåíèå 6.4. ÑÈÌ, ÑÄÌ, ÑÝÄ ñêàëÿðíîé ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ

ÑÈÌ, ÑÄÌ, ÑÝÄ åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 6.1. Ìàòðèöû ïîäîáíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèå ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíû.

Ýòà òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöû ïîäîáíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà èõ ÑÈÌ èëè ÑÄÌ, èëè ÑÝÄ âìåñòå ñ ïîðÿäêîì, ñîâïàäàþò.

Ðàññìîòðèì ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìå.

Îïðåäåëåíèå 6.5. Æîðäàíîâîé êëåòêîé íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàò-

ðèöà ñëåäóþùåãî âèäà:

Jn(α) =



α 1 0 . . . 0

0 α 1 . . . 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 . . . 1

0 0 0 . . . α


ãäå n � ïîðÿäîê êëåòêè, α � ïàðàìåòð êëåòêè. Åå åäèíñòâåííûé ýëåìåí-

òàðíûé äåëèòåëü (λ− α)n.

Ðàññìîòðèì æîðäàíîâó ìàòðèöó, òî åñòü êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíóþ

ìàòðèöó, êëåòêàìè êîòîðîé ñëóæàò êëåòêè Æîðäàíà. Îáîçíà÷èì åå

[Jn1
(α1), Jn2

(α2), . . . , Jns
(αs)]. Åå ÑÝÄ= {(λ− α1)

n1, . . . , (λ− αs)
ns}.

Îïðåäåëåíèå 6.6. Íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìîé ñêàëÿðíîé ìàòðè-

öû A íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâà ìàòðèöà J , òàêàÿ ÷òî J ≈ A.
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Ìàòðèöà, ïîäîáíàÿ òàêîé æîðäàíîâîé ìàòðèöå, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé,

ïðèâîäèìîé ê íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé ôîðìå (ÍÆÔ).

Òåîðåìà 6.2. Ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà A ïðèâîäèòñÿ ê ÍÆÔ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàçëàãàåòñÿ íà

ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä îñíîâíûì ïîëåì.

Çàäàíèå 6.1

Ïðèâåñòè ê ÍÆÔ ìàòðèöó

A =


0 1 0

−4 4 0

−2 1 2

 .

Ðåøåíèå

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ìàòðèöó äëÿ A è ýëåìåíòàðíûìè ïðå-

îáðàçîâàíèÿìè ïðèâåäåì åå ê ÍÄÔ.

λE − A =


λ −1 0

4 λ− 4 0

2 −1 λ− 2

 ∼


−1 λ 0

λ− 4 4 0

−1 2 λ− 2

 ∼

∼


−1 λ 0

0 λ2 − 4λ+ 4 0

0 2− λ λ− 2

 ∼


1 0 0

0 λ− 2 2− λ

0 0 λ2 − 4λ+ 4

 ∼

∼


1 0 0

0 λ− 2 0

0 0 (λ− 2)2

 .
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Çíà÷èò, ÑÝÄ =
{
(λ− 2), (λ− 2)2

}
. ÍÆÔ èñõîäíîé ìàòðèöû ðàâíà

2 0 0

0 2 1

0 0 2

 .

Çàäàíèå 6.2

Äëÿ äàííûõ ìàòðèö A è B íàéòè íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó Q, òàêóþ,

÷òî B = Q−1AQ.

A =


3 −2 1

2 −2 2

3 −6 5

 , B =


24 −11 −22

20 −8 −20

12 −6 −10

 .

Ðåøåíèå

Äëÿ ìàòðèöû A ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ è ïðèâåäåì åå ê ÍÄÔ.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ìàòðèöû B. Èõ ÍÄÔ èìååò âèä:
1 0 0

0 λ− 2 0

0 0 (λ− 2)2

 ,

à çíà÷èò æîðäàíîâà ôîðìà:

J =


2 0 0

0 2 1

0 0 2

 .

Ñíà÷àëà íàéäåì ìàòðèöó T , òàêóþ ÷òî J = T−1AT ⇒ TJ = AT .

Ïóñòü

T =


t11 t12 t13

t21 t22 t23

t31 t32 t33

 , Tj =


t1i

t2i

t3i

 , ãäå j = 1, 2, 3.
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Òîãäà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèøåòñÿ:


t11 t12 t13

t21 t22 t23

t31 t32 t33




2 0 0

0 2 1

0 0 2

 =


3 −2 1

2 −2 2

3 −6 5




t11 t12 t13

t21 t22 t23

t31 t32 t33

 ,

à ïî ñòîëáèêàì:

2T1 = AT1, 2T2 = AT2, T2 + 2T3 = AT3.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì:

(2E − A)T1 = 0, (2E − A)T2 = 0, (2E − A)T3 = T2.

T1 è T2 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîãî è òîãî æå îäíîðîäíîãî ëèíåéíî-

ãî óðàâíåíèÿ. Îíè äîëæíû áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî åñòü îáðàçóþò

ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé. Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê

÷èñëî æîðäàíîâûõ êëåòîê ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ. T2 íàäî ïîäáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òðåòüå óðàâíåíèå, êî-

òîðîå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èìåëî ðåøåíèå, òî åñòü

÷òîáû ðàíã ìàòðèöû ðàâíÿëñÿ ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû. Ìàòðèöà T

íàõîäèòñÿ íåîäíîçíà÷íî.

Ïîñëå ðåøåíèÿ ïîëó÷àåì

T =


−1 1 3

0 2 1

1 3 0

 .

Àíàëîãè÷íî äëÿ ìàòðèöû B íàéäåì íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó R, òà-

êóþ, ÷òî J = R−1BR

R =


1 11 2

2 10 1

0 6 1

 .
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Çíàÿ R è T , íàéäåì Q

T−1AT = R−1BR,

B = (TR−1)A(TR−1),

çíà÷èò, Q = TR−1. Ïîñëå ïîäñ÷åòà ïîëó÷àåì

Q =
1

6


30 −18 −24

8 −4 −6

−2 4 0

 .

Çàäàíèå 6.3

Ìàòðèöó

A =


−2λ2 + 5λ+ 3 −λ2 + λ+ 2 −λ+ 6

−3λ2 + 7λ+ 11 −3λ2 + 9λ+ 1 −2λ+ 8

−λ2 + 2λ+ 8 −2λ2 + 5λ+ 3 −λ+ 4


ðàçäåëèòü ñëåâà íà B − λE, ãäå

B =


2 1 −1

2 1 2

2 −1 3

 .

Ðåøåíèå

Îïðåäåëåíèå 6.7. Ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ

íåíóëåâîé íîðìèðîâàííûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû íàèìåíü-

øåé ñòåïåíè.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû ðàâíÿåòñÿ ïî-

ñëåäíåìó èíâàðèàíòíîìó ìíîæèòåëþ ìàòðèöû. À õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèþ âñåõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæèòåëåé.

Çíà÷èò, êîðíè ó ìèíèìàëüíîãî è õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíîâ îäè-

íàêîâûå, òîëüêî êðàòíîñòè ìîãóò áûòü ðàçíûìè.
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Ïóñòü

A(λ) = A0λ
l + A1λ

l−1 + . . .+ Al−1λ+ A0.

Îïðåäåëåíèå 6.8. λ-ìàòðèöà A(λ) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè

detA0 ̸= 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B(λ) � ðåãóëÿðíàÿ λ-ìàòðèöà ñòåïåíè m è ÷òî

ñóùåñòâóþò òàêèå λ-ìàòðèöû Q(λ), R(λ), ïðè÷åì ñòåïåíü R(λ) ìåíüøå

m, ÷òî

A(λ) = Q(λ)B(λ) +R(λ).

Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì íàçûâàòü Q(λ) ïðàâûì ÷àñòíûì A(λ), à R(λ)

ïðàâûì îñòàòêîì ïðè ëåâîì äåëåíèè íà B(λ). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

ëåâîå ÷àñòíîå è ëåâûé îñòàòîê ïðè ïðàâîì äåëåíèè.

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü A(λ), B(λ) � λ-ìàòðèöû ñòåïåíè l, m ñîîòâåò-

ñòâåííî è B(λ) � ðåãóëÿðíàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïðàâîå ÷àñòíîå è

ïðàâûé îñòàòîê A(λ) ïðè äåëåíèè íà B(λ) è ïîäîáíî ýòîìó ñóùåñòâó-

þò ëåâîå ÷àñòíîå è ëåâûé îñòàòîê.

Çàìåòèì, ÷òî ÷ëåíîì íàèâûñøåé ñòåïåíè λ-ìàòðèöû B(λ)B−1
0 A0λ

l−m

áóäåò êàê ðàç A0λ
l. Â íàøåì ñëó÷àå l = 2, m = 1.

A0 =


−2 −1 0

−3 −3 0

−1 −2 0

 , B−1
0 =


−1 0 0

0 0 −1

0 0 −1

 .

Çíà÷èò,

B(λ)B−1
0 A0λ =


2− λ 1 −1

2 1− λ 2

2 −1 3− λ




2λ λ 0

3λ 3λ 0

λ 2λ 0

 =

=


−2λ2 + 6λ −λ2 + 3λ 0

−3λ2 + 9λ −3λ2 + 9λ 0

−λ2 + 4λ −2λ2 + 5λ 0

 .
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Ñëåäîâàòåëüíî,

A(λ) = B(λ)B−1
0 A0λ+ A(1)(λ),

ãäå A(1)(λ) � ìàòðèöà, ñòåïåíü êîòîðîé l1 íå ïðåâîñõîäèò l − 1 = 1. Çà

A
(1)
0 îáîçíà÷èì åå ñòàðøèé êîýôôèöèåíò.

A(1)(λ) = A(λ)−B(λ)B−1
0 A0λ =

=


−2λ2 + 5λ+ 3 −λ2 + λ+ 2 −λ+ 6

−3λ2 + 7λ+ 11 −3λ2 + 9λ+ 1 −2λ+ 8

−λ2 + 2λ+ 8 −2λ2 + 5λ+ 3 −λ+ 4

−

−


−2λ2 + 6λ −λ2 + 3λ 0

−3λ2 + 9λ −3λ2 + 9λ 0

−λ2 + 4λ −2λ2 + 5λ 0

 =


−λ+ 3 2 −λ+ 6

−2λ+ 11 1 −2λ+ 8

−2λ+ 8 3 −λ+ 4

 .

Ïîâòîðÿåì ïðîöåññ äëÿ A(1)(λ).

B(λ)B−1
0 A

(1)
0 λ =


2− λ 1 −1

2 1− λ 2

2 −1 3− λ




1 0 1

2 0 2

2 0 1

 =

=


−λ+ 2 0 −λ+ 3

−2λ+ 8 0 −2λ+ 6

−2λ+ 6 0 −λ+ 3

 .

Òîãäà

A(1)(λ) = B(λ)B−1
0 A1

0 + A(2)(λ),

Ñòåïåíü îñòàòêà A(2)(λ) íå âûøå 0. Íàéäåì åå.

A(2)(λ) = A(1)(λ)−B(λ)B−1
0 A

(1)
0 =


−λ+ 3 2 −λ+ 6

−2λ+ 11 1 −2λ+ 8

−2λ+ 8 3 −λ+ 4

−
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−


−λ+ 2 0 −λ+ 3

−2λ+ 8 0 −2λ+ 6

−2λ+ 6 0 −λ+ 3

 =


1 2 3

3 1 2

2 3 1

 .

Çàïèøåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

A(λ) = B(λ)B−1
0 A0λ+B(λ)B−1

0 A1
0 + A(2)(λ) =

= B(λ)(B−1
0 A0λ+B−1

0 A1
0) + A(2)(λ).

Çíà÷èò

A(λ) = B(λ)


2λ+ 1 λ 1

3λ+ 2 3λ 2

λ+ 2 2λ 1

+


1 2 3

3 1 2

2 3 1

 .

Òåîðåìà 6.4. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìàòðèöû A−λE è B−λE äâóõ

ìàòðèö ýêâèâàëåíòíû, òî ñàìè ýòè ìàòðèöû ïîäîáíû. Ïðè ýòîì, åñ-

ëè B − λE = P (A − λE)Q, ãäå P , è Q - óíèìîäóëÿðíûå λ-ìàòðèöû è

P0, è Q0 � îñòàòêè ïðè äåëåíèè P ñëåâà, à Q ñïðàâà íà B − λE, òî

B = P0AQ0 è P0Q0 = E, òî åñòü ìàòðèöû P0, è Q0 îñóùåñòâëÿþò

ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû A â ìàòðèöó B.

Çàäàíèå 6.4

Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì, óêàçàííûì â òåîðåìå 6.4, äëÿ äàííûõ ìàòðèö A

è B íàéòè íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó T , òàêóþ, ÷òî B = T−1AT .

A =

(
5 −1

9 −1

)
, B =

(
38 −81

16 −34

)
.

Ðåøåíèå

Òàêæå, êàê è â çàäàíèå 5.4, íàéäåì ñíà÷àëà óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû,

ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ íà êîòîðûå ìàòðèöû A−λE è B−λE ïåðåõîäÿò

â ñâîþ ÍÄÔ.(
1 0

0 (λ− 2)2

)
= S2(−1)T21(−λ− 1)(A− λE)τ12T12(5− λ) =



46

=

(
1 0

λ+ 1 −1

)(
λ− 5 1

−9 λ+ 1

)(
0 1

1 −λ+ 5

)
.

(
1 0

0 (λ− 2)2

)
=

= S2(−1)T21(−λ+ 38)S1

(
− 1

16

)
τ12(B − λE)S2(−16)T12(−λ− 34) =

=

(
0 − 1

16

−1 − 1
16λ+ 19

8

)(
λ− 38 81

−16 λ+ 34

)(
1 −λ− 34

0 −16

)
.

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì(
λ− 38 81

−16 λ+ 34

)
=

(
−39 1

−16 0

)(
λ− 5 1

−9 λ+ 1

)(
0 − 1

16

1 −39
16

)
=

= P

(
λ− 5 1

−9 λ+ 1

)
Q.

Òåïåðü íàäî ðàçäåëèòü P ñëåâà, à Q ñïðàâà íà B − λE, íî òàê êàê

ñòåïåíè P è Q ðàâíû 0, òî îñòàòêè P0 = P , Q0 = Q. Ïðîâåðèì(
0 − 1

16

1 −39
16

)−1

=

(
−39 1

−16 0

)
,

(
38 −81

16 −34

)
=

(
−39 1

−16 0

)(
5 −1

9 −1

)(
0 − 1

16

1 −39
16

)
.

Çíà÷èò

T =

(
0 − 1

16

1 −39
16

)
.

7 Ôóíêöèè îò ìàòðèö

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A èìååò ñâîèìè

êîðíÿìè λ1, λ2, . . . λs ñ êðàòíîñòÿìè m1,m2, . . .ms, òî åñòü ìèíèìàëüíûé

ìíîãî÷ëåí äëÿ A èìååò âèä
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mA(λ) = (λ− λ1)
m1(λ− λ2)

m2 . . . (λ− λs)
ms.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ñïåêòðîì ìàòðèöû íàçîâåì òàáëèöó

SpecA =

[
λ1 . . . λs

m1 . . . ms

]
.

f(λk), f ′(λk), . . . , f (mk−1)(λk), k = 1, 2, . . . , s,

íàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f íà ñïåêòðå ìàòðèöû A. Ïðî ëþáóþ

ôóíêöèþ f , äëÿ êîòîðîé ýòè ÷èñëà ñóùåñòâóþò, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

îíà îïðåäåëåíà íà ñïåêòðå ìàòðèöû A.

Îïðåäåëåíèå 7.2. Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ñïåêòðå, òî ïîëîæèì

f(A) = g(A) ãäå g � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí, ïðèíèìàþùèé òå æå

çíà÷åíèÿ, ÷òî è f , íà ñïåêòðå A.

Òàêîé ìíîãî÷ëåí âñåãäà ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð, èíòåðïîëÿöèîííûé

ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà-Ñèëüâåñòðà.

Åñëè A èìååò ïðîñòîé ñïåêòð (êîðíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà êðàò-

íîñòè 1), òî â êà÷åñòâå g ìîæíî âçÿòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí

Ëàãðàíæà

L(λ) =
s∑

k=1

f(λk)lk(λ), k = 1, 2, . . . , s,

ãäå

lk(λ) =

s∏
j=1
j ̸=k

(λ− λj)

s∏
j=1
j ̸=k

(λk − λj)
.

Çàäàíèå 7.1

Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè îò ìàòðèöû

A100, ãäå A =

(
0 2

−3 5

)
.



48

Ðåøåíèå

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è íàéäåì åãî êîðíè(
λ −2

3 λ− 5

)
= λ2 − 5λ+ 6.

Êîðíÿìè áóäóò λ1 = 2, λ2 = 3 ñ êðàòíîñòÿìè 1, îíè æå áóäóò è êîð-

íÿìè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ñ òàêîé æå êðàòíîñòüþ. Òîãäà f(λ1) =

= 2100, f(λ2) = 3100, à

l1(λ) =
(λ− 3)

2− 3
= −(λ− 3), l2(λ) =

(λ− 2)

3− 2
= (λ− 2).

Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí

L(λ) = −2100(λ− 3) + 3100(λ− 2).

Òîãäà

f(A) = L(A) = −2100(A− 3E) + 3100(A− 2E).

f(A) = −2100

(
−3 2

−3 2

)
+ 3100

(
−2 2

−3 3

)
=

=

(
3 · 2100 −2101

3 · 2100 −2101

)
+

(
−2 · 3100 2 · 3100

−3101 3101

)
.

f(A) =

(
3 · 2100 − 2 · 3100 2(3100 − 2100)

−3(3100 − 2100) 3101 − 2101

)
.

Åñëè ñïåêòð ìàòðèöû îäíîòî÷å÷íûé, òî èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî-

÷ëåí Ëàãðàíæà íå ïîäîéäåò. Íàì ïîíàäîáèòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíî-

ãî÷ëåí Ëàãðàíæà-Ñèëüâåñòðà, êîòîðûé â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

L(λ) =

= f(λ1) +
(λ−λ1)

1! f ′(λ1) +
(λ−λ1)

2

2! f ′′(λ1) + . . .+ (λ−λ1)
m1−1

(m1−1)! f (m1−1)(λ1).
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Çàìå÷àíèå 7.1. Êëåòêà Æîðäàíà èìååò îäíîòî÷å÷íûé ñïåêòð. Ïîýòîìó

f(Jn(α)) =



f0
1
1!f

(1)
0

1
2!f

(2)
0 . . . 1

(n−1)!f
(n−1)
0

0 f0
1
1!f

(1)
0 . . . 1

(n−2)!f
(n−2)
0

... ... ... . . . ...

0 0 0 . . . 1
1!f

(1)
0

0 0 0 . . . f0


,

ãäå f (i)
0 = f (i)(α).

Çàäàíèå 7.2

Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè îò ìàòðèöû

√
A, ãäå A =

(
3 1

−1 5

)
.

Ðåøåíèå

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è íàéäåì åãî êîðíè(
λ− 3 −1

1 λ− 5

)
= (λ− 4)2.

Êîðåíü λ1 = 4 ñ êðàòíîñòüþ 2, îí æå áóäåò è êîðíåì ìèíèìàëüíîãî

ìíîãî÷ëåíà ñ òàêîé æå êðàòíîñòüþ, òàê êàê, î÷åâèäíî, ïåðâûé èíâàðè-

àíòíûé ìíîæèòåëü ðàâåí 1. Òîãäà f(λ1) = ±2, à

L(λ) = ±2 +
(λ− 4)

1!
· 1

2(±2)
= ±1

4
(8 + (λ− 4)).

f(A) = L(A) = ±1

4
(8E + (A− 4E)) = ±1

4

(
7 1

−1 9

)
.

Òåîðåìà 7.1. Åñëè A � êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

A = [A1, A2, . . . , Ap]
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è f îïðåäåëåíà íà ñïåêòðå, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè îò ìàòðèöû ðàâíî

êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå, êëåòêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ çíà÷å-

íèÿ ôóíêöèè îò êëåòîê ìàòðèöû

f(A) = [f(A1), f(A2), . . . , f(Ap)].

Òåîðåìà 7.2. Åñëè A è B � ïîäîáíûå ìàòðèöû ñ ïðåîáðàçóþùåé

ìàòðèöåé Q, òî åñòü A = Q−1BQ, è f îïðåäåëåíà íà ñïåêòðå, òî

f(A) = Q−1f(B)Q.

Èñïîëüçóÿ ýòè òåîðåìû è çíà÷åíèå ôóíêöèè îò êëåòêèÆîðäàíà, ìîæ-

íî íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè îò ëþáîé ìàòðèöû, åñëè òîëüêî ôóíêöèÿ

îïðåäåëåíà íà ñïåêòðå ýòîé ìàòðèöû.

8 Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

à) x2 − 6x+ 17− 6i = 0,

á) x2 − 8x+ 13− 4i = 0,

â) x2 − 10x+ 28− 4i = 0,

ã) x2 − 2x+ 6− 12i = 0,

ä) x2 − 4x+ 4− 2i = 0.

2. Íàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ êîðíåé εk èç åäèíèöû ñòåïåíè n. Íàéòè ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ñ íîìåðàìè k = N1 è k = N2. Íàðèñîâàòü

êàðòèíêó.

à) n = 7, N1 = 0, N2 = 6,

á) n = 7, N1 = 1, N2 = 5,

â) n = 8, N1 = 0, N2 = 7,

ã) n = 6, N1 = 1, N2 = 4,

ä) n = 4, N1 = 0, N2 = 3.
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3. Âû÷èñëèòü âûðàæåíèå A.

à) A = ε(1 + ε)6(1− ε)6, ε = e
2πi
7 ,

á) A = ε2(1 + ε)2(1− ε)8, ε = e
2πi
7 ,

â) A = ε(1 + ε)4(1− ε)10, ε = e
2πi
4 ,

ã) A = ε2(1 + ε)6(1− ε)2, ε = e
πi
3 ,

ä) A = ε(1 + ε)2(1− ε)4, ε = e
πi
2 .

4. Ðåøèòü óðàâíåíèå.

à) (x+ 1)7 − (x− 3)7 = 0,

á) (x+ 2)7 − (x− 1)7 = 0,

â) (x+ 1)8 − (x− 8)8 = 0,

ã) (x+ 2)6 − (x− 3)6 = 0,

ä) (x+ 1)4 − (x− 1)4 = 0.

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå.

à) x3 + 9x2 + 18x+ 28 = 0,

á) x3 + 12x2 + 42x+ 49 = 0,

â) x3 + 15x2 + 69x+ 104 = 0,

ã) x3 + 3x2 − 15x+ 18 = 0,

ä) x3 + 6x2 + 9x+ 4 = 0.

6. Ïðèìåíÿÿ ñõåìó Ãîðíåðà: a) íàéòè êðàòíîñòü x0 ìíîãî÷ëåíà f ; á)

íàéòè çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f è åãî ïðîèçâîäíûõ ïðè x = x1.

à) f(x) = x4 + 6x3 + 12x2 + 10x+ 3, x0 = −1, x1 = 3,

á) f(x) = x4 + 14x3 + 72x2 + 160x+ 128, x0 = −2, x1 = 1,

â) f(x) = x4 + 12x3 + 46x2 + 60x+ 25, x0 = −1, x1 = 2,

ã) f(x) = x4 + 7x3 + 18x2 + 20x+ 8, x0 = −2, x1 = 3,

ä) f(x) = x4 + 10x3 + 37x2 + 60x+ 36, x0 = −2, x1 = 2,
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7. Íàéòè ÍÎÄ d ìíîãî÷ëåíîâ f è g è âûðàçèòü åãî ÷åðåç f è g.

à) f(x) = x5 + 2x4 + 7x3 + 9x2 + 12x+ 9,

g(x) = x5 + 3x4 + 3x2 + 6x+ 9,

á) f(x) = x5 + 4x4 + 6x3 + 8x2 + 9x+ 4,

g(x) = x5 − 2x3 + 4x2 − 7x+ 4,

â) f(x) = x5 + 2x4 + 5x3 + 9x2 + 9x+ 10,

g(x) = x5 + 3x3 + 5x2 − x+ 10,

ã) f(x) = x5 + 4x4 + 10x3 + 13x2 + 11x+ 3,

g(x) = x5 + 2x3 + x2 + 7x+ 3,

ä) f(x) = x5 + 2x4 + 3x3 + 4x2 + 3x+ 2,

g(x) = x5 + x3 + 2x2 − x+ 2,

8. Îòäåëèòü êðàòíûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà f .

à) f(x) = x6 + 12x5 + 57x4 + 136x3 + 171x2 + 108x+ 27,

á) f(x) = x6 + 12x5 + 57x4 + 138x3 + 180x2 + 120x+ 32,

â) f(x) = x6 + 12x5 + 54x4 + 120x3 + 141x2 + 84x+ 20,

ã) f(x) = x6 + 13x5 + 69x4 + 191x3 + 290x2 + 228x+ 72,

ä) f(x) = x6 + 7x5 + 20x4 + 30x3 + 25x2 + 11x+ 2.

9. Ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå äðîáè ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ R.

à) R = 6x2+31x+31
(x+1)2(x+7) ,

á) R = 5x2+27x+44
(x+2)2(x+7) ,

â) R = 7x2+29x+29
(x+1)2(x+8) ,

ã) R = 4x2+30x+52
(x+2)2(x+6) ,

ä) R = 3x2+10x+10
(x+1)2(x+4) .
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10. Íàéòè ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f .

à) f(x) = 12x5 − 23x4 − 27x3 − 36x2 − x+ 3,

á) f(x) = 3x5 − 7x4 − 16x3 − 15x2 − 5x+ 4,

â) f(x) = 6x5 − 23x4 − 29x3 − 30x2 − x+ 5,

ã) f(x) = 15x5 = 2x4 − x3 − 15x2 − 2x+ 1,

ä) f(x) = 2x5 − x4 − x3 − 4x2 − x+ 2.

11. Âåêòîðû e1, e2, e3 è x çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â íåêîòîðîì

áàçèñå. Ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû e1, e2, e3 ñàìè îáðàçóþò áàçèñ, è íàéòè

êîîðäèíàòû âåêòîðà x â ýòîì áàçèñå.

à) e1 = (1, 1, 1); e2 = (1, 2, 1); e3 = (3, 6, 4); x = (13, 25, 16).

á) e1 = (1, 1, 1); e2 = (2, 3, 2); e3 = (1, 5, 2); x = (8, 25, 12).

â) e1 = (1, 1, 1); e2 = (1, 2, 1); e3 = (2, 7, 3); x = (13, 40, 18).

ã) e1 = (1, 1, 1); e2 = (2, 3, 2); e3 = (3, 4, 4); x = (11, 15, 12).

ä) e1 = (1, 1, 1); e2 = (1, 2, 1); e3 = (1, 3, 2); x = (4, 9, 6).

12. Áàçèñû e1, e2, e3 è e′1, e
′
2, e

′
3 çàäàíû êîîðäèíàòàìè ñâîèõ âåêòîðîâ â

íåêîòîðîì èñõîäíîì áàçèñå e′′1, e
′′
2, e

′′
3. Íàäî íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà

îò e ê e′.

à) e1 = (5, 4, 3); e2 = (5, 5, 4); e3 = (1, 1, 1);

e′1 = (20, 19, 15); e′2 = (22, 19, 15); e′3 = (28, 25, 19).

á) e1 = (4, 3, 1); e2 = (5, 5, 4); e3 = (1, 1, 1);

e′1 = (29, 27, 19); e′2 = (18, 17, 13); e′3 = (23, 19, 10).

â) e1 = (4, 3, 2); e2 = (6, 6, 5); e3 = (1, 1, 1);

e′1 = (36, 35, 29); e′2 = (19, 17, 14); e′3 = (33, 28, 21).

ã) e1 = (6, 5, 3); e2 = (2, 2, 1); e3 = (1, 1, 1);

e′1 = (17, 15, 10); e′2 = (23, 20, 12); e′3 = (14, 13, 8).
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ä) e1 = (3, 2, 1); e2 = (3, 3, 2); e3 = (1, 1, 1);

e′1 = (10, 9, 6); e′2 = (8, 7, 5); e′3 = (10, 8, 5).

13. Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð 3-õ

ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïåðåâîäÿùèé âåêòîðû e1, e2, e3 ñîîòâåòñòâåí-

íî â âåêòîðû e′1, e
′
2, e

′
3, è íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â òîì æå

áàçèñå, â êîòîðîì äàíû êîîðäèíàòû âñåõ âåêòîðîâ.

à) e1 = (4, 3, 4); e2 = (3, 1, 3); e3 = (3, 1, 4);

e′1 = (1, 3, 3); e′2 = (3, 1, 3); e′3 = (3, 3, 1).

á) e1 = (2, 1, 2); e2 = (1, 1, 1); e3 = (4, 2, 5);

e′1 = (2, 1, 4); e′2 = (4, 2, 1); e′3 = (1, 4, 2).

â) e1 = (3, 2, 3); e2 = (2, 1, 2); e3 = (5, 1, 6);

e′1 = (1, 2, 5); e′2 = (5, 1, 2); e′3 = (2, 5, 1).

ã) e1 = (4, 1, 4); e2 = (3, 1, 3); e3 = (1, 2, 2);

e′1 = (2, 3, 1); e′2 = (1, 2, 3); e′3 = (3, 1, 2).

ä) e1 = (2, 1, 2); e2 = (1, 1, 1); e3 = (2, 1, 3);

e′1 = (1, 1, 2); e′2 = (2, 1, 1); e′3 = (1, 2, 1).

14. Äàíû ìàòðèöà A ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f è êîîðäèíàòû âåêòîðà x

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî áàçèñà e. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà

f è êîîðäèíàòû âåêòîðà f(x) â íîâîì áàçèñå e′.

à)

A =


0 0 1

0 3 0

3 0 0

 ;

e′1 = (4, 3, 1); e′2 = (4, 4, 1); e′3 = (3, 3, 1); x = (0, 3, 3).
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á)

A =


0 0 2

0 1 0

4 0 0

 ;

e′1 = (2, 4, 1); e′2 = (3, 5, 1); e′3 = (1, 4, 1); x = (0, 1, 4).

â)

A =


0 0 1

0 2 0

5 0 0

 ;

e′1 = (3, 5, 1); e′2 = (3, 6, 1); e′3 = (2, 5, 1); x = (0, 2, 5).

ã)

A =


0 0 2

0 3 0

1 0 0

 ;

e′1 = (4, 1, 1); e′2 = (5, 2, 1); e′3 = (3, 1, 1); x = (0, 3, 1).

ä)

A =


0 0 1

0 1 0

2 0 0

 .

e′1 = (2, 2, 1); e′2 = (2, 3, 1); e′3 = (1, 2, 1); x = (0, 1, 2).

15. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïå-

ðàòîðà f , åñëè èçâåñòíà ìàòðèöà A ýòîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì

áàçèñå.

à)

A =


−5 −12 −6

0 3 0

8 12 9

 .
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á)

A =


24 26 22

−6 −5 −6

−14 −17 −12

 .

â)

A =


8 2 7

−3 −1 −3

0 4 1

 .

ã)

A =


1 −2 −1

4 7 4

−4 −4 −2

 .

ä)

A =


2 1 1

−1 0 −1

1 1 2

 .

16. Âåêòîðû a è b çàäàíû êîîðäèíàòàìè â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ b íà a.

à) a = (1, 3, 3), b = (3,−1, 1).

á) a = (2, 1, 4), b = (1,−2, 1).

â) a = (1, 2, 5), b = (2,−1, 1).

ã) a = (2, 3, 1), b = (3,−2, 1).

ä) a = (1, 1, 2), b = (1,−1, 1).

17. Ïðèìåíèòü ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ê ñèñòåìå âåêòîðîâ, çàäàííûõ

êîîðäèíàòàìè â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

à) a1 = (1, 0, 1, 1), a2 = (0, 1, 0, 3), a3 = (0, 0, 1, 3).

á) a1 = (1, 0, 2, 1), a2 = (0, 1, 0, 1), a3 = (0, 0, 1, 4).



8. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 57

â) a1 = (1, 0, 1, 1), a2 = (0, 1, 0, 2), a3 = (0, 0, 1, 5).

ã) a1 = (1, 0, 2, 1), a2 = (0, 1, 0, 3), a3 = (0, 0, 1, 1).

ä) a1 = (1, 0, 1, 1), a2 = (0, 1, 0, 1), a3 = (0, 0, 1, 2).

18. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f â íåêîòîðîì áàçèñå ðàâíà A. Ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a = (x1, x2, x3) è b = (y1, y2, y3) â ýòîì

áàçèñå çàäàåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé F . Íàéòè ìàòðèöó ñîïðÿæåí-

íîãî îïåðàòîðà f ∗ îòíîñèòåëüíî òîãî æå áàçèñà.

à)

A =


1 0 1

0 1 −1

0 0 1

 ;

F = x1y1 + x2y2 + 19x3y3 + 3x1y3 + 3x3y1 + 3x2y3 + 3x3y2.

á)

A =


1 0 2

0 1 −1

0 0 1

 ;

F = x1y1 + x2y2 + 18x3y3 + x1y3 + x3y1 + 4x2y3 + 4x3y2.

â)

A =


1 0 1

0 1 −1

0 0 1

 ;

F = x1y1 + x2y2 + 30x3y3 + 2x1y3 + 2x3y1 + 5x2y3 + 5x3y2.

ã)

A =


1 0 2

0 1 −1

0 0 1

 ;

F = x1y1 + x2y2 + 11x3y3 + 3x1y3 + 3x3y1 + x2y3 + x3y2.
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ä)

A =


1 0 1

0 1 −1

0 0 1

 ;

F = x1y1 + x2y2 + 8x3y3 + x1y3 + x3y1 + 2x2y3 + 2x3y2.

19. Íàéòè èíâàðèàíòû è îïðåäåëèòü êëàññèôèêàöèîííûé òèï êâàäðà-

òè÷íîé ôîðìû F .

à) F = −x2 − 7y2 − 7z2 − 2xy − 2xz − 2yz.

á) F = 2x2 + 5y2 + 5z2 + 4xy + 4xz + 14yz.

â) F = −x2 − 4y2 − 4z2 − 2xy − 2xz − 16yz.

ã) F = 2x2 − 2y2 − 2z2 + 4xy + 4xz + 8yz.

ä) F = −x2 − 2xy − 2xz + 4yz.

20. Ïðèâåñòè çàäàííîå óðàâíåíèå êðèâîé ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó äåêàð-

òîâûì (îðòîãîíàëüíûì) ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò è óêàçàòü ýòî

ïðåîáðàçîâàíèå.

à) 15x2 − 2
√
55xy + 9y2 = 20.

á) 5x2 + 2
√
3xy + 3y2 = 12.

â) 5x2 + 4
√
6xy + 7y2 = 22.

ã) 4xy + 3y2 = 36.

ä) 5x2 + 8xy + 5y2 = 9.

21. Ñëåäóþùèå λ � ìàòðèöû ïðèâåñòè ê íîðìàëüíîé äèàãîíàëüíîé ôîð-

ìå ïóòåì ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

à) 
λ3 2λ− 6λ3 −λ2 + 5λ3 + 4λ4

2λ2 − λ+ λ3 −8λ2 + 2λ− 2λ3 8λ2 − 4λ+ 9λ3 + λ4

λ2 + λ −2λ2 − 2λ 5λ2 + 4λ+ λ3

 ;
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á) 
2λ+ 2 −4λ2 − 4 2λ3 − 4λ2 + 2λ− 6

λ2 + 6λ+ 1 −2λ3 − 2λ− 10λ2 − 2 λ4 + 3λ3 − 11λ2 − 3

λ− 1 −2λ2 + 2 λ3 − 3λ2 + 3

 ;

â) 
λ− 1 −λ −λ3 − λ2 + 2λ

2λ− λ2 2λ2 + λ λ4 + λ3 − λ2 + 3λ

1− λ −λ+ λ3 λ4 + 2λ3 − λ2 − 6λ

 ;

ã) 
λ2 + 3λ3 −2λ2 + 2λ 3λ2

−λ2 − λ+ 8λ3 + 4λ4 −8λ2 + 2λ− 2λ3 4λ3 + 7λ2 − 3λ

4λ3 + 4λ2 + λ+ 3λ4 −2λ3 − 2λ 3λ3 + 3λ2 + 3λ

 ;

ä) 
λ− 3 −3 + 3λ2 − λ3 3λ2 − 10λ+ 9

−2 + 3λ+ λ2 −2 + 7λ2 + 3λ3 − λ −17λ+ 6 + λ3 − 4λ2

λ− 1 −1 + 2λ2 λ2 − 6λ+ 3

 ;

22. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó J ìàòðèöû A. Íàéòè íåâûðîæäåííóþ ìàò-

ðèöó Q, òàêóþ, ÷òî J = Q−1AQ.

à)

A =


37 −25 −20

21 −13 −12

35 −25 −18

 ;

á)

A =


−20 10 13

38 −21 −26

−57 30 38

 ;
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â)

A =


−48 35 55

27 −24 −33

−54 42 63

 ;

ã)

A =


−45 35 55

27 −21 −33

−54 42 66

 ;

ä)

A =


−39 24 48

22 −11 −26

−46 27 56

 ;
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