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Хаосы Радемахера в задачах построения
сплайновых аффинных систем

С. Ф. Лукомский, П. А. Терехин, С. А. Чумаченко

Рассматриваются системы сжатий и сдвигов сплайн–функций ψm, каждая из
которых получается последовательным интегрированием и антипериодизацией
предыдущей, а начальной функцией служит функция Хаара χ. Доказывается,
во-первых, что каждая такая функция ψm есть сумма конечного числа рядов
по хаосам Радемахера нечетных порядков, и, во-вторых, что при каждом m
система сжатий и сдвигов функции ψm образует базис Рисса, причем нижние и
верхние границы Рисса этих систем могут быть выбраны универсальными, т.е.
независящими от m.
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1. Введение

Хорошо известно (см., напр., [1]), что система Хаара является ортонормирован-
ным базисом пространства L2(0, 1) и обладает базисными свойствами во многих
других функциональных пространствах. Однако, система Хаара состоит из раз-
рывных функций. Естественный вопрос о построении базисов из систем сжатий и
сдвигов гладких функций имеет давнюю историю. Система Фабера–Шаудера явля-
ется (за исключением одной из функций) системой сжатий и сдвигов интеграла от
функции Хаара и образует базис пространства C(0, 1), но не пространств Lp(0, 1),
1 6 p <∞. Система Франклина — ортогонализация системы Фабера–Шаудера, как
известно, обладает базисными свойствами во всех Lp(0, 1), но функции этой системы
не имеют такой же простой структуры, как у систем сжатий и сдвигов. Подобное
замечание относится и к системам Чисельского — обобщениям системы Франклина,
получаемым ортогонализацией многократно проинтегрированной системы Хаара.
Конструкции сплайн–всплесков Стремберга [2] и Баттла–Лемарье [3] дают положи-
тельное решение вопроса о базисности систем сжатий и сдвигов (систем всплесков),
определенных на всей числовой прямой R. В рамках теории всплесков разработаны
также другие методы построения гладких мастшабирующих функций и всплесков
(см., напр., [4]).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, № 16-01-00152.

c⃝ С.Ф. Лукомский, П.А. Терехин, С.А. Чумаченко, 1966

1



2 С.Ф. ЛУКОМСКИЙ, П.А. ТЕРЕХИН, С.А. ЧУМАЧЕНКО

В настоящей работе так же, как и в ситуации классических систем Хаара и
Фабера–Шаудера, рассматриваются системы сжатий и сдвигов, определенные на
отрезке [0, 1]. Система Хаара — это единственный ортонормированный базис среди
таких систем функций. Поэтому мы ставим вопрос о нахождении гладких базисов
Рисса из систем сжатий и сдвигов конкретных сплайн–функций, которые имеют
достаточно “простую” структуру и “регулярный” способ построения.

Функцию ψm, порождающую такой базис Рисса, определяем как m-интеграл от
функции Уолша w2m+1−1 в нумерации Пэли. Функции ψm являются сплайнами и
могут быть заданы индуктивно: каждый следующий сплайн ψm+1 получается как
результат интегрирования и антипериодизации предыдущего сплайна ψm, при этом
начальной функцией служит функция Хаара ψ0 = χ, которую, в свою очередь,
можно рассматривать как антипериодизацию функции 1, тождественно равной еди-
нице. Заметим, что процедура антипериодизации проинтегрированной функции на
каждом шаге построения сплайнов ψm является в определенном смысле заменой
процесса ортогонализации Грама–Шмидта. При этом сплайны ψm имеют простую
двоичную структуру: все точки, в которых их производные меняют знак, являются
двоично-рациональными.

Основным инструментом доказательства базисности по Риссу систем сжатий и
сдвигов рассматриваемых сплайн-функций и оценки нижних и верхних границ Рисса
является представление сплайна ψm в виде суммы конечного числа рядов по хаосам
Радемахера нечетных порядков. История и свойства хаосов Радемахера изложены,
например, в монографии С.В. Асташкина [5]. Вопрос о представлении конкретных
функций рядами по хаосам Радемахера берет начало с работы С.Б. Стечкина и
П. Л. Ульянова [6], из последних работ отметим [7], где получены представления
многочленов Бернулли рядами по хаосам Радемахера.

Статья организована следующим образом. В пункте 2 приведено определение
двоичных сплайнов ψm, порождающих системы сжатий и сдвигов, и сформулиро-
ваны основные результаты. В пункте 3 получено индуктивное выражение для вве-
денных сплайнов и их представление через хаосы Радемахера. Пункт 4 содержит
признак ортогональности общей системы сжатий и сдвигов, сформулированный в
терминах свойств спектра Уолша порождающей функции. В пункте 5 получены
оценки для границ Рисса сплайновых аффинных систем. Наконец, заметим, что
при m = 1 базисность по Риссу системы сжатий и сдвигов функции ψ1 была ранее
доказана в работе [8].

2. Основные результаты

Рассмотрим последовательность ψm(t), t ∈ R, m = 1, 2, . . . , сплайнов порядка m
с узлами 1

2m+1Z, производная порядка m которых равна

ψ(m)
m (t) = κm

m∏
k=0

rk(t), t /∈ 1
2m+1Z, (2.1)

где κm = 2m(m+5)/2 и rk(t) — функции Радемахера, причем выполняются условия

ψm(0) = ψ′
m(0) = . . . = ψ(m−1)

m (0) = 0. (2.2)
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Определение 1. Сплайновой аффинной системой порядка m назовем систему
сжатий и сдвигов {ψm,n}∞n=0 функции ψmχ[0,1].

Как обычно, под системой сжатий и сдвигов функции f с носителем supp f ⊂ [0, 1]
понимаем последовательность функций

f0(t) = 1, fn(t) = 2k/2f(2kt− l), n = 1, 2, . . . ,

где n = 2k + l, k = 0, 1, . . . и l = 0, . . . , 2k − 1. В частности, формально полагая
m = 0 в (2.1), получим систему Хаара {χn}∞n=0, которая является системой сжатий
и сдвигов функции χ = rχ[0,1], r(t) = sign sin(2πt). Мы используем следующую
нумерацию функций Радемахера: rk(t) = r(2kt), k = 0, 1, . . . .

Определение 2. Хаосом Радемахера порядка d = 1, 2, . . . называется семей-
ство функций ri1 . . . rid , 0 6 i1 < . . . < id. Множество всех функций вида

f =
∑

06i1<...<id
ai1,...,idri1 . . . rid ,

∑
06i1<...<id

|ai1,...,id |2 <∞,

обозначают Rd
ch.

Теорема 1. Справедливо представление

ψm = r −
m∑
s=1

fm,s, m = 1, 2, . . . ,

где fm,s ∈ Rd
ch при d = 2s+ 1, s = 1, . . . ,m.

Сформулированная теорема служит инструментом доказательства следующего
основного результата настоящей работы.

Теорема 2. Для каждого m = 1, 2, . . . сплайновая аффинная система {ψm,n}∞n=0

образует базис Рисса. При этом для всех m = 1, 2, . . . и всех c = {cn}∞n=0 ∈ ℓ2

выполняются неравенства

1

10
∥c∥ℓ2 6

∥∥∥∥ ∞∑
n=0

cnψm,n

∥∥∥∥ 6 19

10
∥c∥ℓ2 .

Напомним, что базисом Рисса (базисом, эквивалентным ортонормированному)
называется последовательность функций {ψn}∞n=0 ⊂ L2(0, 1), для которой существу-
ют изоморфизм T пространства L2(0, 1) и ортонормированный базис {en}∞n=0 такие,
что ψn = Ten для всех n = 0, 1, . . . . Границами Рисса последовательности {ψn}∞n=0

называются постоянные 0 < A 6 B < ∞ такие, что для всех c = {cn}∞n=0 ∈ ℓ2

выполняются неравенства

A∥c∥ℓ2 6
∥∥∥∥ ∞∑
n=0

cnψn

∥∥∥∥ 6 B∥c∥ℓ2 .

Ясно, что для базиса Рисса имеем A = ∥T−1∥−1 и B = ∥T∥.
Таким образом, теорема 2 показывает, что границы Рисса сплайновых аффинных

базисов Рисса {ψm,n}∞n=0 могут быть выбраны независящими от m. Это означает,
что базисные разложения по рассматриваемым сплайновым аффинным системам
обладают устойчивостью, универсальной по отношению к порядку гладкости, или,
другими словами, коэффициенты обусловленности B2/A2 сплайновых аффинных
систем ограничены в совокупности, что играет важную роль в приложениях.
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3. Вспомогательные утверждения

Для 1-периодических функций f(t) обозначим

W0f(t) = f(2t), W1f(t) = r(t)f(2t),

— операторы двоичных сжатия–модуляции и

V f(t) =

∫ t

0

f(τ) dτ

— оператор Вольтерра. Наконец, положим

U = 4W1V

— оператор интегрирования и последующей антипериодизации (функция вида f =
W1g является 1

2 -антипериодической: f(t + 1
2 ) = −f(t) и для антипериодических

функций множитель 4 сохраняет нормировку (f, r) = 1 ⇒ (Uf, r) = 1).
Прежде всего, укажем индуктивное построение сплайнов ψm, эквивалентное их

заданию через производные (2.1) и (2.2).

Лемма 1. Справедливо представление

ψm = Umr, m = 1, 2, . . . .

Доказательство. Заметим, что для периодических суммируемых функций f
с нулевым средним значением

∫ 1

0
f(t) dt = 0 выполняются псевдокоммутационные

соотношения
VW0f(t) =

1

2
W0V f(t), V W1f(t) =

1

2
W1V f(t). (3.1)

В самом деле, ввиду нулевого среднего от f , функции VWif и WiV f , i = 0, 1, абсо-
лютно непрерывны и обращаются в нуль в точках 1

2Z. Производная (WiV f)
′(t) =

2ri(t)f(2t) совпадает с удвоенной производной (VWif)
′(t) в почти всех точках t ∈ R.

Отсюда следует (3.1) во всех точках t ∈ R. Тогда в силу соотношений (3.1)

Umr = 4W1V . . . 4W1V︸ ︷︷ ︸
m

r = 4m21+···+mV mWm
1 r = κmV mWm

1 r

в соответствии с выбором κm = 2m(m+5)/2. Осталось заметить, что Wm
1 r =

∏m
k=0 rk,

так-что Umr = V mψ
(m)
m = ψm по определению (2.1) – (2.2) функций ψm.

Представление леммы 1 показывает, что ψm+1 = Uψm, т.е. каждая следующая
сплайн–функция является антипериодизацией интеграла от предыдущей. При этом
“нулевая” функция r = W11 также, очевидно, антипериодическая (здесь и далее 1

— функция, тождественно равная единице).
Далее, заметим, что каждая функция f ∈ Rd

ch, т.е. представимая рядом по хаосам
Радемахера порядка d, может быть записана в эквивалентном виде

f =
∑

k1,...,kd>0

ck1,...,kdW
k1
0 W1 . . .W

kd
0 W11,

∑
k1,...,kd>0

|ck1,...,kd |2 <∞.
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Действительно, не трудно видеть, что

ri1 . . . rid =W k1
0 W1 . . .W

kd
0 W11, k1, . . . , kd > 0,

где i1 = k1, i2 = k1 + k2 + 1, . . . , id = k1 + · · ·+ kd + d− 1.
Теперь докажем утверждение теоремы 1.

Доказательство теоремы 1. Пусть сначала m = 1. Рассмотрим вспомога-
тельную функцию

λ =
∞∑
k=0

1

2k+1
W k

0W11 =
∞∑
k=0

rk
2k+1

. (3.2)

Хорошо известно, что λ(t) = 1− 2t, 0 < t < 1, — единственная с точностью до мно-
жителя непрерывная функция на (0, 1), представимая рядом по системе Радемахера
(хаосу порядка d = 1). Покажем, что

Ur = r −W 2
1 λ. (3.3)

Действительно, с одной стороны имеем

4V r(t) =

{
4t, 0 6 t 6 1

2 ,

4(1− t), 1
2 6 t 6 1.

С другой стороны

W1λ(t) =

{
1− 4t, 0 6 t 6 1

2 ,

4t− 3, 1
2 6 t 6 1.

Поэтому 4V r = 1−W1λ. Действуя операторомW1, получаем равенство (3.3). Видим,
что функция f1,1 =W 2

1 λ принадлежит R3
ch.

Предположим, что представление леммы получено при некотором m. Действуя
на него оператором U , с учетом леммы 1, находим

ψm+1 = Ur −
m∑
s=1

Ufm,s.

Поскольку fm,s ∈ Rd
ch при d = 2s+ 1, то ввиду соотношений (3.1) имеем

Ufm,s =
1

2d−1

∑
k1,...,kd>0

ck1,...,kd
2k1+···+kd

W1W
k1
0 . . .W1W

kd
0 4V r

=
1

2d−1

∑
k1,...,kd−1>0

1

2k1+···+kd−1

(∑
kd>0

ck1,...,kd
2kd

)
W1W

k1
0 . . .W1W

kd−1

0 r

− 1

2d−1

∑
k1,...,kd>0

ck1,...,kd
2k1+···+kd

W1W
k1
0 . . .W1W

kd
0 W1λ = gm,s − hm,s+1.

Здесь учли, что 4V r = 1−W1λ и W kd
0 1 = 1. При этом gm,s ∈ Rd

ch и hm,s+1 ∈ Rd+2
ch .

Таким образом

ψm+1 = r −W 2
1 λ−

m∑
s=1

(gm,s − hm,s+1) = r −
m+1∑
s=1

fm+1,s,
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где положили

fm+1,1 = gm,1 +W 2
1 λ, (3.4)

fm+1,s = gm,s − hm,s, s = 2, . . . ,m, (3.5)
fm+1,m+1 = −hm,m+1. (3.6)

Осталось заметить, что fm+1,s ∈ Rd
ch при d = 2s+ 1, s = 1, . . . ,m+ 1.

Для дальнейшего изложения нам достаточно проследить динамику хаоса порядка
d = 3 в представлении сплайна ψm.

Лемма 2. Имеет место равенство

fm,1 = γmW
2
1 r +W 2

1 λ, m = 1, 2, . . . ,

где γm = 2
9 (1−

1
4m−1 ).

Доказательство. При m = 1 имеем γ1 = 0 и равенство f1,1 = W 2
1 λ уже было

получено при доказательстве теоремы 1. Пусть поэтому равенство для fm,1 верно
при некотором m, т.е.

fm,1 =W 2
1 (γm + 1

2 )r +W 2
1

∞∑
k=1

1

2k+1
W k

0 r.

Тогда согласно принятым при доказательстве теоремы 1 обозначениям, коэффици-
енты последнего разложения равны c0,0,0 = γm+ 1

2 , c0,0,k = 1
2k+1 при k > 1, остальные

ck1,k2,k3 = 0 при k1 ̸= 0 или k2 ̸= 0. Следовательно,

gm,1 =
1

4

∑
k1,k2>0

1

2k1+k2

(∑
k3>0

ck1,k2,k3
2k3

)
W1W

k1
0 W1W

k2
0 r,

где с учетом
∑∞
k=1

1
22k+1 = 1

6 коэффициенты в скобках равны

∑
k3>0

ck1,k2,k3
2k3

=

{
γm + 1

2 + 1
6 , k1 = k2 = 0,

0, k1 + k2 ̸= 0.

Это означает, что

gm,1 =
γm + 2

3

4
W 2

1 r

и в силу (3.4) получаем

fm+1,1 =
γm + 2

3

4
W 2

1 r +W 2
1 λ.

Осталось заметить, что решением рекуррентных соотношений

γ1 = 0, γm+1 =
γm + 2

3

4
, m = 1, 2, . . . ,

является последовательность γm = 2
9 (1 − 1

4m−1 ), поскольку γ = 2
9 — единственная

неподвижная точка отображения γ 7→ γ+ 2
3

4 .
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4. Простые спектры Уолша и ортогональность аффинных систем

Рассмотрим всевозможные произведения (некоммутирующих между собой) опе-
раторов двоичных сжатия–модуляции W0,W1:

Wα =Wα0 . . .Wαk−1
, α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A :=

∞∪
k=0

{0, 1}k.

Поскольку

Wαr(t) = rk(t)
k−1∏
ν=0

rαν
ν (t),

то семейство функций {Wαr}α∈A совпадает с системой Уолша {wn}∞n=1 (без началь-
ной функции w0 = 1). Взаимнооднозначное соответствие мультииндексов α ∈ A
и натуральных n ∈ N, определяемое двоичным разложением n =

∑k−1
ν=0 αν2

ν + 2k,
задает нумерацию Пэли системы Уолша {Wαr}α∈A.

Для произвольной 1-периодической функции f семейство {Wαf}α∈A называется
аффинной системой Уолша, порожденной функцией f (см. [9], [10]).

Аналогично, рассмотрим операторы сжатия–сдвига

S0 =
W0 +W1√

2
, S1 =

W0 −W1√
2

и их всевозможные произведения

Sα = Sα0 . . . Sαk−1
, α = (α0, . . . , αk−1) ∈ A :=

∞∪
k=0

{0, 1}k.

Семейство функций {Sαr}α∈A совпадает с системой Хаара {χn}∞n=1 (без начальной
функции χ0 = 1). Естественная нумерация системы Хаара определяется двоичным
разложением вида n = 2k +

∑k
ν=1 αk−ν2

ν−1.
Для произвольной 1-периодической функции f семейство {Sαf}α∈A называется

аффинной системой Хаара, порожденной функцией f , и как не трудно видеть, сов-
падает с системой сжатий и сдвигов функции fχ[0,1] (без функции f0 = 1).

Обозначим L2
0 - множество всех 1-периодических функций f ∈ L2(0, 1) с нулевым

средним значением
∫ 1

0
f(t) dt = 0.

Определение 3. Спектром Уолша функции f ∈ L2
0 называется множество

мультииндексов
SpecW (f) = {β ∈ A : (f,W βr) ̸= 0}.

Пусть αβ = (α0, . . . , αk−1, β0, . . . , βl−1) — конкатенация мультииндексов α, β ∈ A.

Определение 4. Скажем, что функция f ∈ L2
0 имеет простой спектр Уолша,

если из равенства αβ = α′β′, где α, α′ ∈ A и β, β′ ∈ SpecW (f), следует, что α = α′

(а тогда и β = β′).

Лемма 3. Если функция f ∈ L2
0, f ̸= 0, имеет простой спектр Уолша, то аф-

финные системы Уолша и Хаара {Wαf}α∈A, {Sαf}α∈A являются ортогональными.
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Доказательство. Начнем с трививального замечания, что если спектры Уолша
функций g и h непересекаются, то эти функции ортогональны: (g, h) = 0. Далее
рассмотрим ряд Фурье–Уолша функции f ∈ L2

0

f =
∑

β∈SpecW (f)

(f,W βr)W βr.

Отсюда
Wαf =

∑
β∈SpecW (f)

(f,W βr)Wαβr.

Поэтому
SpecW (Wαf) = {αβ}β∈SpecW (f).

Тогда при α ̸= α′ имеем SpecW (Wαf) ∩ SpecW (Wα′
f) = ∅, так как общая точка

спектров имеет вид αβ = α′β′, где α, α′ ∈ A и β, β′ ∈ SpecW (f), и по определению
простого спектра α = α′ вопреки предположению. Итак, (Wαf,Wα′

f) = 0 при
α ̸= α′. Поскольку ∥Wαf∥ = ∥f∥ > 0, то ортогональность системы {Wαf}α∈A
доказана. Система {Sαf}α∈A также будет ортогональной вместе с {Wαf}α∈A, ввиду
того, что эти аффинные системы Хаара и Уолша связаны между собой посредством
того же самого ортогонального преобразования, которое связывает классические
системы Хаара и Уолша (в следующей формуле {εαβ} — 2k × 2k-матрица Уолша):

Sαf =
∑

β∈{0,1}k

εαβW
βf, α ∈ {0, 1}k, k = 0, 1, . . . .

5. Доказательство теоремы 2

Для каждой функции f ∈ L2
0 определим преобразование Tf , переводящее систему

Хаара (Уолша) в аффинную систему Хаара (Уолша), т.е.

TfS
αr = Sαf, TfW

αr =Wαf, α ∈ A.

По линейности преобразование Tf распространяется на линейное многообразие всех
полиномов Хаара или, что то же самое, Уолша с нулевым средним значением. По
определению, преобразование Tf коммутирует с операторами S0, S1 (эквивалентно,
с операторами W0,W1). При этом Tf , вообще говоря, не является ограниченным
оператором в L2

0. Ясно, что в случае ортогональной аффинной системы {Sαf}α∈A
({Wαf}α∈A) имеем

∥Tfx∥ = ∥f∥∥x∥, x ∈ L2
0, (5.1)

т.е. в этом случае ∥Tf∥ = ∥f∥. Условия ограниченности оператора Tf для функции
f общего вида были получены в [8].

Прежде всего, покажем, что если f является антипериодизацией функции из Rd
ch,

т.е.
f =

∑
k1,...,kd>0

ck1,...,kdW1W
k1
0 . . .W1W

kd
0 r

(при этом f ∈ Rd+1
ch ), то как раз имеем (5.1). В самом деле, спектр Уолша функции

f удовлетворяет условию

SpecW (f) ⊂ {(1,0k1 , . . . , 1,0kd)}k1,...,kd>0,
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где 0k = (0, . . . , 0), k > 0, — мультииндекс, состоящий из k нулей (при k = 0 —
пустой мультииндекс). Поэтому функция f имеет простой спектр Уолша соглас-
но определению 4. По лемме 3 аффинные системы Хаара и Уолша, порожденные
функцией f , ортогональны. Таким образом, имеет место (5.1).

Из представления теоремы 1 следует операторное равенство

Tψm
= I −

m∑
s=1

Tfm,s
.

Поскольку вместе с ψm все функции fm,s ∈ R2s+1
ch антипериодические (это также

видно из доказательства теоремы 1), то, как только что было показано, ∥Tfm,s∥ =
∥fm,s∥. Следовательно,

∥I − Tψm∥ 6
m∑
s=1

∥fm,s∥, m = 1, 2, . . . .

Докажем, что для всех m = 1, 2, . . . имеет место неравенство

m∑
s=1

∥fm,s∥ <
9

10
. (5.2)

Начнем, используя лемму 2, с оценки для fm,1 = γmW
2
1 r +W 2

1 λ

∥fm,1∥ =

(
(γm + 1

2 )
2 +

∞∑
k=1

1

4k+1

)1/2

<

√(
2

9
+

1

2

)2

+
1

12
=

7

9
.

Далее, в обозначениях доказательства теоремы 1, при s = 2, . . . ,m оценим

∥gm,s∥ =
1

2d−1

( ∑
k1,...,kd−1>0

1

4k1+···+kd−1

(∑
kd>0

ck1,...,kd
2kd

)2)1/2

6 1

2d−1

(
4

3

∑
k1,...,kd>0

c2k1,...,kd

)1/2

=
2∥fm,s∥
4s
√
3

6 2∥fm,s∥
16

√
3
,

— учли, что d = 2s+ 1. Равенство

hm,s+1 =
1

2d−1

∑
k1,...,kd>0

ck1,...,kd
2k1+···+kd

W1W
k1
0 . . .W1W

kd
0 W1λ

можно рассматривать как разложение функции hm,s+1 в ряд по аффинной системе
Уолша с образующей функцией W1λ. Так как λ ∈ R1

ch, то эта система ортогональна
и ∥W1λ∥ = ∥λ∥ = 1√

3
. Поэтому

∥hm,s+1∥ =
1

2d−1
√
3

( ∑
k1,...,kd>0

c2k1,...,kd
4k1+···+kd

)1/2

6 ∥fm,s∥
4s
√
3

6 ∥fm,s∥
16
√
3
,
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Наконец, еще требуется оценить норму функции hm,2, возникающую при s = 1.
Для этого снова воспользуемся леммой 2, при доказательстве которой было отмече-
но, что c0,0,0 = γm + 1

2 , c0,0,k = 1
2k+1 при k > 1, остальные ck1,k2,k3 = 0. Отсюда

hm,2 =
1

4

∑
k1,k2,k3>0

ck1,k2,k3
2k1+k2+k3

W1W
k1
0 W1W

k2
0 W1W

k3
0 W1λ

=
1

4

(
c0,0,0W

4
1 λ+

∞∑
k=1

c0,0,k
2k

W 3
1W

k
0W1λ

)

=
1

4
W 3

1

(
(γm + 1

2 )W1λ+
∞∑
k=1

1

22k+1
W k

0W1λ

)
.

Поэтому

∥hm,2∥ =
1

4
√
3

(
(γm + 1

2 )
2 +

∞∑
k=1

1

42k+1

)1/2

<
1

4
√
3

√(
2

9
+

1

2

)2

+
1

60
= a,

причем a =
√
218

36
√
15
< 0, 106. Итак, в силу (3.5), (3.6) и установленных оценок, находим

m+1∑
s=2

∥fm+1,s∥ 6 ∥hm,2∥+
m∑
s=2

(∥gm,s∥+ ∥hm,s+1∥) < a+

√
3

16

m∑
s=2

∥fm,s∥.

Отсюда следует, что для всех m
m∑
s=2

∥fm,s∥ < a
∞∑
n=0

(√
3

16

)n
<

0, 106

1− 0, 11
< 0, 12.

Окончательно будем иметь
m∑
s=1

∥fm,s∥ <
7

9
+ 0, 12 <

9

10
.

Неравенство (5.2) доказано. Это означает, что ∥I − Tψm∥ < 9
10 . Тогда оператор Tψm

является изоморфизмом L2
0, т.е. сплайновая аффинная система {ψm,n}∞n=0 образует

базис Рисса. Кроме того, имеем∥∥∥∥ ∞∑
n=0

cn(χn − ψm,n)

∥∥∥∥ 6 9

10
∥c∥ℓ2 ,

откуда вытекает, что A = 1
10 , B = 19

10 - универсальные границы Рисса сплайновых
аффинных систем. Тем самым теорема 2 полностью доказана. �

В работе Гранадос [11] рассматривалась последовательность функций

ρm = Ũm1, m = 1, 2, . . . ,

где в отличие от оператора U = 4W1V полагалось Ũ = 4VW1. В [11] было доказано,
что аффинная система Уолша (названная там всплеском Уолша)

ρm(2k+1t)wn(t), k = 0, 1, . . . , n = 2k, . . . , 2k+1 − 1, (5.3)

образует фрейм при m = 1 и m = 2.
Прямым следствием теоремы 2 является следующее утверждение.
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Следствие 1. Для каждого m > 3 система функций (5.3) является базисом
Рисса (после добавления к ней функции 1). Границы Рисса всех систем функций
(5.3) могут быть выбраны независящими от m.

Доказательство. Достаточно заметить, что система функций (5.3) совпадает
с аффинной системой Уолша {Wαψm}α∈A, порожденной сплайном ψm.
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