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АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ С ГЛАДКИМ МОДУЛЕМ

ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЙ

Ф.А. ШАМОЯН

Аннотация. Пусть 𝑓 — аналитическая функция в единичном круге 𝐷, непрерывная
вплоть до его границы Γ, 𝑓(𝑧) ̸= 0, 𝑧 ∈ 𝐷. Предположим 𝑓 имеет на Γ модуль непре-

рывности 𝜔(|𝑓 |, 𝛿). В статье устанавливается оценка 𝜔(𝑓, 𝛿) 6 𝐴𝜔(|𝑓 |,
√
𝛿), где 𝐴 —

некоторое неотрицательное число и точность данной оценки. Кроме того, в статье уста-
навливается многомерный аналог указанного результата. В доказательстве основной
теоремы существенную роль играет теорема типа теорем Харди-Литтлвуда о гельде-
ревских классах аналитических функций в единичном круге.

Ключевые слова: аналитическая функция, модуль непрерывности, факторизация,
внешняя функция.
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Введение

Пусть 𝐷 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} — открытый единичный круг на комплексной плоскости
C, Γ – его граница. Обозначим через 𝐶𝐴 множество всех функций 𝑓 , аналитических в 𝐷
и непрерывных в 𝐷 ∪ Γ. Если 𝑓 ∈ 𝐶(Γ), то символом 𝜔(𝑓, 𝛿) будем обозначать модуль
непрерывности функции 𝑓 на Γ, т.е.

𝜔(𝑓, 𝛿) = {sup |𝑓(𝛾) − 𝑓(𝛾𝑒𝑖𝑡)|, 𝛾 ∈ Γ, |𝑡| 6 𝛿, 𝑡 ∈ R}.
В статье мы рассматриваем следующую задачу: пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝐴, при этом функция |𝑓(𝑒𝑖𝜃)|

на единичной окружности имеет модуль непрерывности 𝜔(|𝑓 |, 𝛿). Каков модуль непрерыв-
ности самой функции 𝑓 на Γ и тем самым на 𝐷 ∪ Γ?
Впервые такая задача в классах непрерывных фунций с модулем непрерывности, удо-

влетворяющих условию Бари-Стечкина

𝛿∫︁
0

𝜔(|𝑓 |, 𝛿)

𝑡
𝑑𝑡 + 𝛿

𝜋∫︁
𝛿

𝜔(|𝑓 |, 𝛿)

𝑡2
𝑑𝑡 = 𝑂(𝜔(|𝑓 |, 𝛿)), (𝛿 → 0), (1)

была решена в работе В.П. Хавина и автора (см. [5]).
Было установленно, что если 𝜔(|𝑓 |, 𝛿) удовлетворяет условию Бари-Стечкина (1), при

этом 𝑓(𝑧) ̸= 0, 𝑧 ∈ 𝐷, то

𝜔(𝑓, 𝛿) = 𝑂(𝜔(|𝑓 |,
√
𝛿)), (𝛿 → 0).

Кроме того, на простых примерах было показано, что полученная оценка является точ-
ной, и условие 𝑓(𝑧) ̸= 0, 𝑧 ∈ 𝐷, в известном смысле, является необходимым. Подробное
доказательство этих уверждений изложено в диссертации [7]. Указанная работа породи-
ла довольно интересные исследования в этом направлении. Сначала В.П. Хавин (см. [6])
предложил новый подход для получения таких оценок, применяя методы теории сингуляр-
ных интегральных операторов. В дальнейшем Н.А. Широков (см. [8], [10]) распространил

F.A. Shamoyan,Analytic functions with smooth absolute value of boundary data.

c○ Шамоян Ф.А. 2017.
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результаты вышеуказанного типа для внешних функций и гёльдеровских классов порядка
𝛼, 𝛼 ∈ (0,+∞), одновременно получил необходимое и достаточное условие на |𝑓(𝑒𝑖𝜃)|, для
которых функция 𝑓 будет иметь заданный модуль непрерывности на множестве 𝐷 ∪ Γ.
В этих работах была введена новая характеристика в терминах которых он получил ре-
зультаты подобного типа и для классов О. Бесова аналитических функций в 𝐷 ∪ Γ. И на-
конец, отметим работу [2], где установлено, что описанное выше явление имеет локальный
характер, т.е. если, например, модуль |𝑓 | на окружности удовлетворяет условию Гёльдера
порядка 𝛼 лишь в одной точке, то 𝑓 принадлежит классу Гёльдера порядка 𝛼

2
в этой точке.

Отметим, что доказательство В. П. Хавина и доказательства результатов из вышеука-
занных работ ([2], [6], [8], [10]), основаны на тонких методах комплексного и гармони-
ческого анализа. На наш взгляд подход, применяемый в работах [5] и [7], основанный
на классических теоремах типа Харди-Литтлвуда (см. [3], [4]), является более простым.
В этой статье, развивая метод работ [5], [7], мы докажем результаты такого рода и для
модулей непрерывности 𝜔(|𝑓 |, 𝛿), удовлетворяющих классическому условию А. Зигмунда

𝛿∫︁
0

𝜔(|𝑓 |, 𝑡)
𝑡

𝑑𝑡 = 𝑂 (𝜔(|𝑓 |, 𝛿)) , (𝛿 → 0). (2)

Справедливо следующее утверждение:

Теорема 1. Пусть 𝑓 – функция из класса 𝐶𝐴, причем 𝑓(𝑧) ̸= 0, 𝑧 ∈ 𝐷. Тогда, если
модуль непрерывности функции |𝑓 | на Γ 𝜔(|𝑓 |, 𝛿) удовлетворяет условию А. Зигмунда
(2), то

𝜔(𝑓, 𝛿) = 𝑂
(︁
𝜔(|𝑓 |,

√
𝛿)
)︁
, (𝛿 → 0), (3)

причем оценка (3) является точной.

Замечание 1. Простой пример функции

𝑓(𝑧) = (1 − 𝑧)2𝛼 exp

(︂
−1 + 𝑧

1 − 𝑧

)︂
, 𝑧 ∈ 𝐷 ∪ Γ, 𝛼 ∈ (0,+∞),

где выбрана главная ветвь степенной функции, показывает точность утверждения
теоремы.

Аналог теоремы 1 справедлив и для аналитических функций в единичном ша-
ре пространства C𝑛. Чтобы сформулировать его, введем еще некоторые обозначения.
Пусть 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑛) ∈ C𝑛, ‖𝑧‖ =

√︀
|𝑧1|2 + ... + |𝑧𝑛|2. Определим 𝐵𝑛 = {𝑧 ∈ C𝑛 : ‖𝑧‖ < 1}, а

𝑆𝑛 = {𝑧 ∈ C𝑛 : ‖𝑧‖ = 1}.
Обозначим через 𝐻(𝐵𝑛) множество всех аналитических функций в 𝐵𝑛. Если 𝑓 ∈ 𝐻(𝐵𝑛)

и 𝑓(𝑧) =
+∞∑︀
𝑘=0

𝑓𝑘(𝑧) — разложение функции 𝑓 по однородным многочленам, то через 𝑅(𝑓)

обозначим радиальную производную функции 𝑓 (см. [11], стр. 241), то есть

𝑅(𝑓)(𝑧) =
+∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝑓𝑘(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐵𝑛.

Введем также следующее обозначение:

𝐶𝐴(𝐵𝑛) = 𝐻(𝐵𝑛) ∩ 𝐶(𝐵𝑛 ∪ 𝑆𝑛).

Справедлива следующая оценка теоремы 1 в классах 𝐶𝐴(𝐵𝑛):
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Теорема 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝐴(𝐵𝑛), причем модуль непрерывности функции |𝑓 | на 𝑆𝑛

𝜔(|𝑓 |, 𝛿) удовлетворяет условию А. Зигмунда (2), тогда модуль непрерывности самой
функции на множестве 𝐵𝑛 ∪ 𝑆𝑛 удовлетворяет оценке

𝜔(𝑓, 𝛿) 6 𝐴𝜔(|𝑓 |,
√
𝛿), 0 6 𝛿 6 2.

Замечание 2. В случае гёльдеровских классов, т.е. когда 𝜔(𝑓, 𝑡) = 𝑡𝛼, 0 < 𝛼 6 1,
𝑡 ∈ [0, 2], аналог теоремы 2 ранее был установлен в работе Н. А. Широкова [9].

§1. Доказательство вспомогательных утверждений

Пусть 𝑓 и 𝑔 — вещественнозначные функции с общей областью определения 𝐸 ⊂ C,
тогда соотношение 𝑓 . 𝑔 на 𝐸 равносильно следующему: существует положительное число
𝐴, такое что 𝑓(𝑧) 6 𝐴𝑔(𝑧),∀𝑧 ∈ 𝐸. Если 𝑓 . 𝑔 и одновременно 𝑔 . 𝑓 , то 𝑓(𝑧) ≈ 𝑔(𝑧).
В дальнейшем функцией типа модуля неприрывности назовем неотрицательную неубы-

вающую функцию 𝜔 на [0,+∞), такую что

𝜔(0) = 0, 𝜔(𝛿1 + 𝛿2) 6 𝜔(𝛿1) + 𝜔(𝛿2), 𝜔(𝜆𝛿) 6 2𝜆𝜔(𝛿), 𝜆, 𝛿 ∈ [0,+∞).

Лемма 1. Пусть 𝜔 – функция типа модуля непрерывности удовлетворяющая усло-
вию А. Зигмунда (2), тогда

𝜔(𝛿) ln
1

𝛿
. 𝜔(

√
𝛿), 𝛿 > 0. (4)

Доказательство. По определению имеем
√
𝛿∫︁

0

𝜔(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢 6 𝐴𝜔(

√
𝛿).

Ясно, что если 1 6 𝛿, то оценка (4) очевидна, поэтому будем предполагать, что 0 < 𝛿 < 1.
Тогда

√
𝛿∫︁

0

𝜔(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢 =

𝛿∫︁
0

𝜔(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢 +

√
𝛿∫︁

𝛿

𝜔(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢.

Поэтому

√
𝛿∫︁

0

𝜔(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢 ≥ 𝜔(𝛿)

√
𝛿∫︁

𝛿

𝑑𝑢

𝑢
=

𝜔(𝛿)

2
ln

1

𝛿
.

Остается использовать условие А. Зигмунда.
Оценка (4) установлена. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝐴, 𝑡 = |𝑡|𝜏, 𝑡 ∈ 𝐷, 𝜏 ∈ Γ. Тогда справедлива оценка

|𝑓(𝑡)| .
(︂
|𝑓(𝜏)| + 𝜔(𝑓, (1 − |𝑡|)) ln

1

1 − |𝑡|

)︂
.

Доказательство. Имеем

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋

∫︁
Γ

𝑃𝑡(𝜉)𝑓(𝜉)|𝑑𝜉|.

где 𝑃𝑡(𝜉) — ядро Пуассона. Поэтому

|𝑓(𝑡)| 6 1

2𝜋

∫︁
Γ

𝑃𝑡(𝜉)|𝑓(𝜉) − 𝑓(𝜏)||𝑑𝜉| + |𝑓(𝜏)|.
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Следовательно,

|𝑓(𝑡)| . (|𝑓(𝜏)| + 𝐽𝜔) , (5)

где 𝐽𝜔 := 1
2𝜋

∫︀
Γ

𝑃𝑡(𝜉)𝜔(𝑓, |𝜉 − 𝜏 |)𝑑𝜏. Перейдем к оценке последнего интеграла. Ясно, что

𝐽𝜔 .
∫︁
Γ

(1 − |𝑡|2)𝜔(𝑓, |𝜉 − 𝜏 |)
(1 − |𝑡|)2 + |𝜉 − 𝜏 |2

|𝑑𝜉| .
𝜋∫︁

0

(1 − |𝑡|2)𝜔(𝑓, 𝑢)

(1 − |𝑡|)2 + 𝑢2
𝑑𝑢.

Продолжим 𝜔(𝑓, 𝛿) на R+ = [0,+∞) как функцию типа модуля непрерывности (см. [1],
[4]). Тогда

𝐽𝜔 .

𝜋
1−|𝑡|∫︁
0

𝜔(𝑓, 𝑣(1 − |𝑡|))
1 + 𝑣2

𝑑𝑣.

Представив этот интеграл в виде суммы

1∫︁
0

𝜔(𝑓, 𝑣(1 − |𝑡|))
1 + 𝑣2

𝑑𝑣 +

𝜋
1−|𝑡|∫︁
1

𝜔(𝑓, 𝑣(1 − |𝑡|))
1 + 𝑣2

𝑑𝑣,

и учитывая, что 𝜔(𝑓,𝛿)
𝛿

не возрастает (см. [1], [4]), получаем

𝐽𝜔 . 𝜔(𝑓, 1 − |𝑡|)

𝜋
1−|𝑡|∫︁
1

𝑣

1 + 𝑣2
.

Поэтому

𝐽𝜔 . 𝜔(𝑓, 1 − |𝑡|) ln
1

1 − |𝑡|
. (6)

Из (5), (6) следует утверждение леммы.

Лемма 3. (см. [3]). Пусть 𝜆 — положительная неубывающая функция на (0, 1), при

этом
1∫︀
0

𝜆(𝑢)𝑑𝑢 < +∞. Предположим, что 𝑓 — аналитическая функция в 𝐷, такая что

sup
𝑧∈𝐷

{︂
|𝑓 ′(𝑧)|
𝜆(|𝑧|)

}︂
< +∞.

Тогда функция 𝑓 принадлежит классу 𝐶𝐴, при этом

𝜔(𝑓, 𝛿) .

1∫︁
1−𝛿

𝜆(𝑢)𝑑𝑢.

Лемма 4. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝐴, 𝑓(𝑧) ̸= 0, 𝑧 ∈ 𝐷, |𝑓(𝑧)| 6 1, 𝑧 ∈ 𝐷. Тогда существует число
𝑀 > 0 обладающее следующими свойствами: для произвольного 0 < 𝑎 < 1 функцию 𝑓 в
𝐷 можно представить в виде

𝑓(𝑧) = Φ𝑎(𝑧)Ψ𝑎(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷,

где Ψ𝑎 — аналитическая функция в 𝐷, такая что |Ψ𝑎| непрерывно продолжена на весь
замкнутый круг 𝐷 ∪ Γ,

𝑎 6 |Ψ𝑎(𝑡)| 6 1,∀𝑡 ∈ 𝐷,

||Ψ𝑎(𝑡
′)| − |Ψ𝑎(𝑡

′′)|| 6 ||𝑓(𝑡′)| − |𝑓(𝑡′′)||, 𝑡′, 𝑡′′ ∈ Γ,
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Γ

|ln |Ψ𝑎(𝑡)|| |𝑑𝑡| 6 𝑀, (7)

Φ𝑎(𝑧) = exp

⎛⎝−
∫︁
Γ

𝑆𝑧(𝑡)𝑑𝜇𝑎(𝑡)

⎞⎠ , 𝑧 ∈ 𝐷,

где 𝑆𝑧(𝑡) — ядро Шварца для круга 𝐷, 𝜇𝑎 — борелевская неотрицательная мера на Γ,
полная вариация которой не превосходит 𝑀 .

Доказательство. Пусть 𝐻𝑎(𝑡) = max(𝑎, |𝑓(𝑡)|), 𝑡 ∈ Γ.

Ψ𝑎(𝑧) := exp

⎛⎝ 1

2𝜋

∫︁
Γ

𝑆𝑧(𝑡) ln𝐻𝑎(𝑡)|𝑑𝑡|

⎞⎠ ,

Φ𝑎(𝑧) = 𝑓(𝑧) (Ψ𝑎(𝑧))−1 := exp

⎛⎝−
∫︁
Γ

𝑆𝑧(𝑡)𝑑𝜇𝑎(𝑡)

⎞⎠ , 𝑧 ∈ 𝐷,

где

𝜇𝑎(𝐸) = −
∫︁
𝐸𝑎

ln

(︂
|𝑓(𝑡)|
𝑎

)︂
|𝑑𝑡| + 𝜇(𝐸), (8)

𝜇 — неотрицательная мера определяющая сингулярную часть функции 𝑓 , 𝐸 — произволь-
ное борелевское множество на Γ, 𝐸𝑎 = {𝛾 ∈ Γ : |𝑓(𝛾)| 6 𝑎}. Ясно, что |Ψ𝑎| на Γ совпадает
с 𝐻𝑎. Оценка (7) получается из следующего неравенства∫︁

Γ

| ln |Ψ𝑎(𝜉)|||𝑑𝜉| =

∫︁
𝐸(|𝑓 |≥𝑎)

| ln |Ψ𝑎(𝜉)|||𝑑𝜉| +

∫︁
𝐸(|𝑓 |<𝑎)

| ln |Ψ𝑎(𝜉)|||𝑑𝜉| =

=

∫︁
𝐸(|𝑓 |≥𝑎)

| ln |Ψ𝑎(𝜉)|||𝑑𝜉| + 𝜎(𝐸𝑎) ln
1

𝑎
,

где 𝜎 — мера Лебега множества 𝐸𝑎.
Остается заметить, что

𝐸𝑎 = 𝐸(|𝑓 | 6 𝑎) = 𝐸

(︂
ln

1

|𝑓 |
≥ ln

1

𝑎

)︂
,

(напомним, что max |𝑓 | 6 1, 0 < 𝑎 < 1).
Из конечности интеграла

∫︀
Γ

| ln |𝑓(𝜉)|||𝑑𝜉| следует, что sup
𝐴≥0

𝐴𝜎(𝛾 ∈ Γ : | ln |𝑓(𝛾)|| ≥ 𝐴) < +∞.

Следовательно, (7) установлено. Теперь оценим 𝜇𝑎(𝐸). Для этого обозначим через 𝑉𝑎(𝐸)
первое слагаемое в правой части (8) и заметим, что 𝜇𝑎(Γ) 6 𝑉𝑎(Γ) + 𝜇(Γ). Поэтому

𝑉𝑎(Γ) 6
∫︁
Γ

| ln |𝑓 ||𝑑𝑡 + | ln 𝑎|𝜎(Γ𝑎),

где Γ𝑎 = {𝛾 ∈ Γ : | ln |𝑓(𝛾)|| ≥ | ln 𝑎|}. Таким же путем, как мы доказали неравество (7),
получим последнее утверждение леммы. Лемма доказана.
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Замечание 3. Нетрудно заметить, используя неравенство Иенсена, что если
‖𝑓‖𝐶𝐴

< 1, то

|𝜇𝑎(Γ)| . ln
1

|𝑓(0)|
,∫︁

Γ

|ln |Ψ𝑎|| |𝑑𝑡| . ln
1

|𝑓(0)|
.

§2. Доказательство теорем

Доказательство теоремы 1.

Не ограничивая общности, будем предполагать, что |𝑓(𝑡)| 6 1,∀𝑡 ∈ Γ. Кроме того, для
удобства положим 𝜔(𝛿) := 𝜔(|𝑓 |, 𝛿), 0 6 𝛿 6 2, и при этом

|𝑓(𝑡′)| − |𝑓(𝑡′′)| 6 1

2
𝜔(|𝑡′ − 𝑡′′|),∀𝑡′, 𝑡′′ ∈ Γ.

Используя лемму 3, достаточно установить оценку

|𝑓 ′(𝑡)| .
𝜔(

√︀
1 − |𝑡|)

1 − |𝑡|
, 𝑡 ∈ 𝐷.

Пусть 𝑡 ∈ 𝐷 — фиксированная точка круга 𝐷, положим в лемме 4: 𝑎 = 𝜔(
√︀

1 − |𝑡|).
Введем обозначения

𝐹𝑡(𝑡) = Ψ
𝜔(
√

1−|𝑡|)(𝑡), 𝑓𝑡(𝑡) = Φ
𝜔(
√

1−|𝑡|)(𝑡).

Заметим, что

𝑓 ′(𝑡) = 𝑓 ′
𝑡(𝑡)𝐹

′
𝑡(𝑡) + 𝑓 ′

𝑡(𝑡)𝐹𝑡(𝑡)

1∘. Оценка |𝑓𝑡(𝑡)||𝐹 ′
𝑡(𝑡)|. Для получения этой оценки сначала докажем неравенство

|𝐹𝑡(𝑡)| . |𝐹𝑡(𝜏)|, 𝑡 = |𝑡|𝜏, 𝜏 ∈ Γ. (9)

По лемме 2

|𝐹𝑡(𝑡)| .
(︂
|𝐹𝑡(𝜏)| + 𝜔(1 − |𝑡|) ln

1

1 − |𝑡|

)︂
.

Поэтому для доказательства неравенства (9) достаточно установить оценку

sup
𝑡∈𝐷

{𝜔(1 − |𝑡|) ln
1

1 − |𝑡|
⃒⃒
𝐹−1
𝑡 (𝜏)

⃒⃒
} < +∞.

Пусть сначала max(|𝑓(𝜏)|, 𝜔(
√︀

1 − |𝑡|)) = |𝑓(𝜏)|, тогда по лемме 4 |𝐹𝑡(𝜏)| ≥ 𝜔(
√︀

1 − |𝑡|).
Поэтому, учитывая оценку

𝜔(1 − |𝑡|) ln
1

1 − |𝑡|
. 𝜔(

√︀
1 − |𝑡|),

получаем
𝜔(1 − |𝑡|) ln 1

1−|𝑡|

|𝐹𝑡(𝜏)|
.

𝜔(
√︀

1 − |𝑡|)
𝜔(

√︀
1 − |𝑡|)

. 1.

Теперь рассмотрим случай |𝑓(𝜏)| 6 𝜔(
√︀

1 − |𝑡|). Снова применяя лемму 1, получим
нужную оценку (9).
Перейдем к оценке функций |𝑓𝑡(𝑡)|, |𝐹 ′

𝑡(𝑡)|. Пусть Γ1 = {𝛾 ∈ Γ : 𝜔(|𝛾− 𝜏 |) 6 |𝐹𝑡(𝜏)|},Γ2 =
Γ|Γ1. Тогда имеем

|𝑓𝑡(𝑡)| |𝐹 ′
𝑡(𝑡)| 6 |𝐹 ′

𝑡(𝑡)| .
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При этом

|𝐹 ′
𝑡(𝑡)| = |𝐹𝑡(𝑡)|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Γ

|𝐹𝑡(𝛾)| 2𝛾

(𝛾 − 𝑡)2
|𝑑𝛾|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= |𝐹𝑡(𝑡)|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Γ

(ln |𝐹𝑡(𝛾)| − ln |𝐹𝑡(𝜏)|)
(𝛾 − 𝑡)2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ . |𝐹𝑡(𝜏)|

⎡⎣|∫︁
Γ1

| + |
∫︁
Γ1

|

⎤⎦ .

. |𝐹𝑡(𝜏)|
∫︁
Γ1

|ln |𝐹𝑡(𝛾)| − ln |𝐹𝑡(𝜏)||
|𝛾 − 𝑡|2

|𝑑𝛾| + |𝐹𝑡(𝜏)|
∫︁
Γ2

|ln |𝐹𝑡(𝛾)|| |𝑑𝛾|
|𝛾 − 𝑡|2

+

+ |𝐹𝑡(𝜏)| |ln |𝐹𝑡(𝜏)||
∫︁
Γ2

|𝑑𝛾|
|𝛾 − 𝑡|2

𝑑𝑒𝑓
= [𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3].

Оценка 𝐼1.
Если 𝛾 ∈ Γ1, то по теореме о среднем

|ln |𝐹𝑡(𝛾)|| − |ln |𝐹𝑡(𝜏)|| 6 ||𝐹𝑡(𝛾)| − |𝐹𝑡(𝜏)||
min
𝛾∈Γ1

(|𝐹𝑡(𝛾)| , |𝐹𝑡(𝜏)|)
6

||𝑓(𝛾)| − |𝑓(𝜏)||
min
𝛾∈Γ1

(|𝐹𝑡(𝛾)| , |𝐹𝑡(𝜏)|)
.

Но, учитывая определение Γ1, имеем

|𝐹𝑡(𝛾)| ≥ ||𝐹𝑡(𝜏)| − |𝐹𝑡(𝜏) − 𝐹𝑡(𝛾)|| ≥ |𝐹𝑡(𝜏)| − 1

2
𝜔(|𝛾 − 𝜏 |) ≥ 1

2
|𝐹𝑡(𝜏)| .

Следовательно,

𝐼1 .
1

1 − |𝑡|

∫︁
Γ

𝜔(|𝛾 − 𝜏 |)𝑃𝑡(𝛾)|𝑑𝛾|,

где 𝑃𝑡(𝛾) — ядро Пуассона.
Используя лемму 2, получим

𝐼1 .
𝜔(1 − |𝑡|)

1 − |𝑡|
ln

1

1 − |𝑡|
.

Из леммы 1, окончательно получаем

𝐼1 .
𝜔(

√︀
1 − |𝑡|)

1 − |𝑡|
, 𝑡 ∈ 𝐷.

Оценка 𝐼2.
Пусть

𝐾𝑡(𝛾) =
1

(𝛾 − 𝑡)2
, 𝛾 ∈ Γ, 𝑡 ∈ 𝐷.

Тогда имеем

𝐼2 6 |𝐹𝑡(𝜏)|max
𝛾∈Γ2

|𝐾𝑡(𝛾)|
∫︁
Γ

|ln |𝑓𝑡(𝛾)|| |𝑑𝛾| . |𝐹𝑡(𝜏)|max
𝑡∈Γ2

|𝐾𝑡(𝛾)| .

В последней оценке мы воспользовались леммой 4.
Теперь, учитывая определение Γ2, получим

𝐼2 . |𝐹𝑡(𝜏)|max
𝛾∈Γ2

1

(|𝛾 − 𝜏 |2 + (1 − |𝑡|))2
. |𝐹𝑡(𝜏)|max{ 1

𝑥2
, 𝑥 : 𝜔(𝑥) ≥ |𝐹𝑡(𝜏)|}.

Пусть 𝑥* ∈ (0, 2], такая что
𝜔(𝑥*) = |𝐹𝑡(𝜏)| . (10)
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Тогда из последней оценки имеем

𝐼2 .
|𝐹𝑡(𝜏)|
(𝑥*)2

= 𝐶𝑓
𝜔(𝑥*)

(𝑥*)2
.

Но из неравенства |𝐹𝑡(𝜏)| ≥ 𝜔(
√︀

1 − |𝑡|) следует, что
√︀

1 − |𝑡| 6 𝑥*. Поэтому

𝜔(𝑥*)

(𝑥*)2
=

𝜔(𝑥*)

𝑥* · 𝑥* 6
𝜔(

√︀
1 − |𝑡|)√︀

1 − |𝑡|
· 1√︀

1 − |𝑡|
=

𝜔(
√︀

1 − |𝑡|)
1 − |𝑡|

,

то есть

𝐼2 .
𝜔(

√︀
1 − |𝑡|)

(1 − |𝑡|)
.

Оценка 𝐼3.

𝐼3 = |𝐹𝑡(𝜏)| |ln |𝐹𝑡(𝜏)||
∫︁
Γ2

|𝑑𝛾|
|𝛾 − 𝑡|2

. |𝐹𝑡(𝜏)| |ln |𝐹𝑡(𝜏)||
∫︁

𝜔(𝑢)≥|𝐹𝑡(𝜏)|

𝑑𝑢

𝑢2 + (1 − |𝑡|)2
=

= |𝐹𝑡(𝜏)| |ln |𝐹𝑡(𝜏)|| . |𝐹𝑡(𝜏)| |ln |𝐹𝑡(𝜏)||
(1 − |𝑡|)

(︂
𝜋

2
− arg ctg

𝑥*

1 − |𝑡|

)︂
, (11)

где 𝑥* определяется по равенству (10).
Учитывая элементарное неравенство

0 6
𝜋

2
− arg ctg 𝑉 6

𝐻

1 + 𝑉
, 𝑉 ∈ [0,+∞),

из оценки (11) окончательно получим

𝐼3 . |𝐹𝑡(𝜏)| |ln |𝐹𝑡(𝜏)|| 𝐻

1 − |𝑡| + 𝑥* .

Теперь, учитывая оценки sup
06𝑢62

𝑢| ln𝑢| 6 𝑒, 𝑥* ≥
√︀

1 − |𝑡|, из (11) получаем

𝐼3 .
1√︀

1 − |𝑡|
𝜔(

√︀
1 − |𝑡|)√︀

1 − |𝑡|
= 𝐶𝑓

𝜔(
√︀

1 − |𝑡|)
1 − |𝑡|

.

В последнем неравенстве мы воспользовались неравенством 𝜔(𝛿)
𝛿

≥ 𝜔(1) при 0 < 𝛿 6 1.
Перейдем теперь к оценке
2∘. |𝐹𝑡(𝜏)| |𝑓 ′

𝑡(𝑡)|
Как и выше, положим

𝐾𝑡(𝜉) =
1

(𝑡− 𝜉)2
, 𝜉 ∈ Γ, 𝑡 ∈ 𝐷.

Тогда

𝑓 ′
𝑡(𝑡) = 𝑓𝑡(𝑡)

∫︁
Γ

𝐾𝑡(𝜉)𝑑𝜇𝑡(𝜉),

где мера 𝜇𝑡 сосредоточена на множестве

𝐸𝑡 = {𝛾 ∈ Γ : |𝑓(𝛾)| 6 𝜔(
√︀

1 − |𝑡|)},

при этом 𝜇𝑡(Γ) 6 𝑀 .
Пусть 𝜏 * ∈ 𝐸𝑡 — ближайшая к точке 𝑡. Тогда по лемме 2

|𝐹𝑡(𝑡)| .
[︂
|𝐹𝑡(𝜏)| + 𝜔(1 − |𝑡|) ln

1

1 − |𝑡|

]︂
. (12)
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Поэтому

|𝐹𝑡(𝑡)| .
(︂
|𝐹𝑡(𝜏) − 𝐹𝑡(𝜏

*)| + |𝐹𝑡(𝜏
*)|𝜔(1 − |𝑡|) ln

1

1 − |𝑡|

)︂
.

Так как 𝜏 * ∈ 𝐸𝑡, то |𝐹𝑡(𝜏
*)| 6 𝜔(

√︀
1 − |𝑡|). Следовательно, из оценки (12) получаем

|𝐹𝑡(𝑡)| .
[︂
𝜔(|𝜏 − 𝜏 *|) + 𝜔(1 − |𝑡|) ln

1

1 − |𝑡|
+ 𝜔(

√︀
1 − |𝑡|)

]︂
.

Из леммы 1 имеем

|𝐹𝑡(𝑡)| |𝑓 ′
𝑡(𝑡)| .

[︁
𝜔(|𝜏 − 𝜏 *|) + 𝜔(

√︀
1 − |𝑡|)

]︁
|𝑓𝑡(𝑡)|

∫︁
Γ

|𝐾𝑡(𝜉)| 𝑑𝜇𝑡(𝜉),

то есть

|𝐹𝑡(𝑡)| |𝑓 ′
𝑡(𝑡)| .

[︁
|𝑓 ′

𝑡(𝑡)|𝜔(|𝜏 − 𝜏 *|) |+𝑓 ′
𝑡(𝑡)|𝜔(

√︀
1 − |𝑡|)

]︁
.

Перейдем к оценке выражения в скобке.
Пусть

𝐽1 = |𝑓 ′
𝑡(𝑡)|𝜔(|𝜏 − 𝜏 *|) = 𝜔(|𝜏 − 𝜏 *|) |𝑓𝑡(𝑡)|

∫︁
Γ

𝑑𝜇𝑡(𝜉)

|𝜉 − 𝑡|2
,

𝐽2 = |𝑓 ′
𝑡(𝑡)|𝜔(

√︀
1 − |𝑡|).

Сначала оценим 𝐽2.
Имеем

𝐽2 . 𝜔(
√︀

1 − |𝑡|)
∫︁
Γ

𝑑𝜇𝑡(𝜉)

|𝜉 − 𝑡|2
exp

(︂
−1 − |𝑡|2

|𝜉 − 𝑡|2
𝑑𝜇𝑡(𝜉)

)︂
.

.
𝜔(

√︀
1 − |𝑡|)

1 − |𝑡|
sup
𝑢>0

𝑒−𝑢𝑢 .
𝜔(

√︀
1 − |𝑡|)

1 − |𝑡|
. (13)

Перейдем теперь к оценке 𝐽1.
Если 𝜔(|𝜏 − 𝜏 *|) . 𝜔(

√︀
1 − |𝑡|) то 𝐽1 оценивается точно так же, как 𝐽2. Поэтому будем

предполагать, что 𝜔(
√︀

1 − |𝑡|) 6 𝜔(|𝜏−𝜏 *|). Ввиду монотонности функции 𝜔, из последней

оценки сразу следует
√︀

1 − |𝑡|) 6 |𝜏 − 𝜏 *|. Следовательно, получаем

𝐽1 . 𝜔(|𝜏 − 𝜏 *|)|𝑓𝑡(𝑡)|
1

|𝑡− 𝜏 *|2
.

𝜔(|𝜏 − 𝜏 *|)
|𝑡− 𝜏 *|

1

|𝑡− 𝜏 *|
.

.
𝜔(|𝜏 − 𝜏 *|)
|𝜏 − 𝜏 *|

1√︀
1 − |𝑡|

.
𝜔(

√︀
1 − |𝑡|)

(
√︀

1 − |𝑡|)(
√︀

1 − |𝑡|)
=

𝜔(
√︀

1 − |𝑡|)
1 − |𝑡|

, 𝑡 ∈ 𝐷. (14)

В последнем неравенстве мы воспользовались невозрастанием функции 𝜔(𝛿)
𝛿
, на (0, 2).

Из оценок (13), (14) следует утверждение теоремы 1.

Теперь наметим ход доказательства теоремы 2.
Пусть 𝑓 удовлетворяет условиям теоремы 2, рассмотрим следующую срезающую функ-

цию: 𝑓(𝜆) = 𝑓(𝜆𝜉), 𝜆 ∈ 𝐷, 𝜉 ∈ 𝑆𝑛, точка 𝜉 — фиксированная (см. [11], стр. 245).
Легко видеть, что 𝑓𝜉(𝜆) удовлетворяет всем условиям теоремы 1. Исходя из замечания

2, устанавливается оценка

|𝑓𝜉(𝜆1) − 𝑓𝜉(𝜆2)| 6 𝐴𝜔
(︁√︀

|𝜆1 − 𝜆2|
)︁
, 𝜆1, 𝜆2 ∈ 𝐷,

причем 𝐴 не зависит от 𝜉 ∈ 𝑆𝑛.
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Далее, используя равенство

𝑅(𝑓)(𝑧) = 𝑛

∫︁
𝑆𝑛

𝑑𝜎(𝜉)
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

⟨𝑧, 𝜉⟩𝑒−𝑖𝜃𝑓(𝑒𝑖𝜃𝜉)𝑑𝜃

(1 − ⟨𝑧, 𝜉⟩𝑒−𝑖𝜃)𝑛+1 , 𝑧 ∈ 𝐵𝑛,

где 𝑅 — радиальная производная (см. [11], стр. 243), устанавливается оценка

|𝑅(𝑓)(𝑧)| .
𝜔(

√︀
1 − ‖𝑧‖)

1 − ‖𝑧‖
, 𝑧 ∈ 𝐵𝑛.

Теперь, применяя рассуждения, приведенные при доказательстве теоремы 7.9 из [11],
получим утверждение теоремы 2.
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