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ВВЕДЕНИЕ 
В теории функций одного комплексного переменного и ее 

многочисленных приложениях существенную роль играют пространства 

аналитических функций в единичном круге  комплексной плоскости. Для 

примера напомним классические пространства Харди и Бергмана в 

единичном круге.  

Методы, разработанные в процессе решения задач, связанных с 

этими пространствами, нашли существенные приложения в теории рядов и 

интегралов Фурье, в теории сингулярных интегральных операторов и в 

других разделах комплексного и гармонического анализа. Такую же роль в 

теории функций нескольких комплексных переменных и многомерном 

гармоническом анализе играют пространства аналитических функций в 

единичном поликруге и в единичном шаре n-мерного комплексного 

пространства 
nС . Классические результаты в этом направлении изложены 

в известных монографиях У. Рудина [17], [18].  

В представленной монографии рассматриваются некоторые 

аспекты теории весовых пространств аналитических функций нескольких 

комплексных переменных в единичном поликруге и в единичном шаре. 

Книга разбита на две части: в первой части (главы I-III) изложены 

результаты исследований весовых пространств голоморфных функций  в 

поликруге, во второй части (главы IV, V)  – результаты исследований в 

шаре. При этом существенная часть результатов посвящена весовым 

пространствам аналитических функций со смешанной нормой. Сведения, 

относящиеся к истории рассматриваемых вопросов,  помещены в 

комментариях в конце первой и второй части монографии. 

Монография не претендует на полноту изложения всех последних 

достижений по теории весовых пространств аналитических функций в 

упомянутых областях: в ней представлены результаты исследований автора 

и его учеников по указанному направлению, полученные в течение 

последних 20 лет. Для понимания излагаемого материала достаточно 

владения основами теории голоморфных функций одного и нескольких 

комплексных переменных, элементами функционального анализа, теории 

меры и интеграла.  
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В каждой главе книги предусмотрена своя нумерация формул и 

утверждений. При ссылках на формулу или утверждение из другой главы 

дополнительно указывается  номер главы. Так, «Теорема 1.3» – это третья 

теорема первой главы или (4.20) обозначает формулу 20 из четвертой 

главы.  

По мнению автора, книга будет полезна научным работникам, 

преподавателям, аспирантам, магистрантам и всем читателям, область 

интересов которых включает комплексный и функциональный анализ. 

Автор выражает благодарность своим ученикам и коллегам  

Антоненковой О.Е., Беднаж В.А.,  Родиковой Е.Г. за интерес к работе и 

ценные замечания. 
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НЕКОТОРЫЕ СТАНДАРТНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

 1= = ( ,..., ) : | |< 1, 1n
n jU z z z z j n   – единичный поликруг n–мерного 

комплексного пространства nС ; 

 1( ,..., ) : 1,1n
n jT z z z z j n      – единичный тор; 

 1( ,..., ) : , 0 1,1n
n jT z z z z j n         ; 

 Β   :  1  – n
n z С z   единичный шар; 

   :  1  – n
nS z С z   единичная сфера в 

nC ; 

     , ,    0,1
n n

nQ Q     . 

Если G некоторая область в 
nC , то  H G  – множество всех аналитических 

в G функций; 

pL – пространство Лебега в G, 0 ;p   

)( np UH  – пространство Харди в 
nU ; 

(...)C C будем обозначать абсолютные постоянные, зависящие только от 

 ... .  

 Для двух вещественнозначных функций f и g с общей областью 

определения E, будем писать ( )f   g  , если существует 

положительное число A>0, такое что ( ) ( ),f Ag E    . 

Скажем также, что gf   на E, если f g  и g f . 

Через ndm обозначим меру Лебега на nT , 2ndm  – меру Лебега в nC . 

Знак □ обозначает конец доказательства утверждения. 

Если 
nz C ,  1,..., n

n R    , тогда 1 ... ,nz z z
     1 ... n     , 

где выбраны главные ветви степенных функций. 
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Часть I. Весовые 
пространства 
аналитических функции  
типа Бергмана в 
поликруге 
 

ГЛАВА I. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ, ДВОЙСТВЕННОСТЬ 

 И ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ СЛЕДОВ В АНИЗОТРОПНЫХ 

 ПРОСТРАНСТВАХ ГОЛОМОРФНЫХ В ПОЛИКРУГЕ  

ФУНКЦИЙ СО СМЕШАННОЙ НОРМОЙ 

 

§1.1. Оценка роста функции из пространства ( )pA   

Пусть 1( ,..., )np p p , 1( ( ),..., ( ))nt t   , где 0 jp   , ( )j t – 

положительные функции из 
1(0,1)L , nj ,...,1 . Обозначим через ( )pL   

пространство измеримых в nU  функций f, для которых 

1
1 1 1( )

(1 ) (1 )... ( ,..., )p
p

n n n n nL
U U U

f f


      

  
     
 


    

2

1 1

1

1 1 2 1 2 1 2(1 ) ( ) ... ( ) ( )

n

n n

pp

p p p

n ndm dm dm    



  
     

  
. 

Подпространство ( )pL  , состоящее из голоморфных в nU  функций 

обозначим через ( )pA  , а, состоящее из n–гармонических в 
nU  функций – 

через ( )ph  . 
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Пусть  – положительная функция на (0, 1]. В дальнейшем мы 

будем предполагать, что 
1(0,1)L , причем имеет правильное изменение 

на (0,1] (см. [20]). Напомним, что классом функций, правильно 

изменяющихся на промежутке (0,1], называется множество измеримых 

функций  , удовлетворяющих следующим свойствам: 

а) ( ) 0, (0,1]t t   ; 

б) существуют положительные числа , (0,1)q m   , 0M   такие, 

что 

( )
, (0,1], [ ,1]

( )

r
m M r q

r
  

 



    .  (1.1) 

Множество таких функций обозначим S. Учитывая результаты 

работы [20], можно установить, что S  тогда и только тогда, когда 

существуют ограниченные измеримые функции , 
 
на  (0,1] такие, что 

],1,0(,
)(

)(exp)(

1










  xdu
u

u
xx

x


  

при этом  

ln ln
( ) , (0,1].

1 1
ln ln

m M
u u

q q

 

 

    

В дальнейшем, не ограничивая общности, будем предполагать, что 

1
ln

ln
( ) 0, 0, 0 1.

1 1
ln ln

m M
x

q q

 
 

 

         

Пусть jk  – неотрицательное целое число, 1 j n  , jl  – целое число, 

удовлетворяющее условию 2 2 1j jk k
jl    . Положим 

, 1

( 1)1 1
:1 | | 1 , arg .

2 2 2 2
j j h j j j

j j
k l j j jk k k k

l l
z z z

 



  
        

  
 

Если 1( ,..., )nk k k , 1( ,..., )nl l l ,то 
1 1. , ,...

n nk l k l k l     , ,k l  – его 

замыкание. 
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Лемма 1.1. Пусть ( )nV C U , причем для любого поликруга 

 1( ) ( ,..., ) :| | , 1,n n

n j jU w z z z w z j n U       , 1( ,..., ) n

nw w w U  , 

выполняется неравенство 

2
1

( ) | ( ) | ( ).
( ) n

nn
U

V w V dm
U w




 
  

 (1.2) 

Тогда имеет место оценка 

1

1 1
,..., , ,...,1 1 11 1 1

1 12 1 2 1
2 2

1 , , ,
,..., 0 2 2

... max | ( ) | (| | )... (| | ) | |

kk n

n n
k k k k l ln n nn

k l n k l k l
k k l l

V


  
  

  

 
 

   
  

  

2( ) (1 | |) ( ).
n

n

U

V dm     

Доказательство. 

Пусть  1, , , 0 1n

nz z z U      . Рассмотрим поликруг  

    1, , : 1 ,1 .n j j jK z z j n              

Обозначим 

   *
,  1 2

1 21 1
Δ :1 1 ,   ,

2 2 2 2
j j j j j j

j j

k l j j jk k k k

l l
z z argz

 

 

   
       
  

 

2 2 1; 1 .  j jk k
jl j n       

Положим
 

   
1 1

* * *
,  ,  ,  1 1Δ Δ Δ ,   , , ,  , ,

n nk l k l k l n nk k k l l l      .  

Легко видеть, что если k  и l   мультииндексы вышеуказанного типа и 

, Δk lz , то при 
1

0
4

    полидиск  K z  полностью лежит внутри 
*

, Δk l . 

Заметим также, что семейство  *

, Δk l  покрывает 
nU  конечнократно, то есть 

при фиксированном    1 1, , , ,   , ,n nk l k k l l    только конечное число (не 

зависящее от  ,k l ) полидисков 
*

',  'Δk l  может пересекаться  с 
*

, Δk l , 
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   ', ' ,k l k l . Пусть      
1 1

, 

, , , , , max ,   , ,  Δ
n n

k l

k l k l k l k l k lV V


    


    . 

Тогда ввиду неравенства (1.2) в случае  , n

p k lU K   и оценок 

        , , ,1 1 1 1 1 ,   Δ
j j j j j jk l j k l j k l             , (1.3) 

 
 

2

2,

, ,

1

Δ 4 1 ,1  ,
4

j j

j j j j

k l

k l k l j n






        (1.4) 

Выводим 

 
 

   

,

, 2

,

1

1
.

Δ lk
j j

k l nn
K

k l

j

V V dm

 

  






 

Принимая во внимание (1.3) и (1.4), устанавливаем неравенство 

       
*

, 

1

2
, ,  , 2

1 Δ

Δ Δ 1
j j

k l

n

k l k l j k l n

j

V V dm     


 
  
 
 

   

Суммируя его по индексам  ,  k l  и учитывая вышеизложенные 

замечания, получаем 

1

,1
1 1

12 1 2 1
2

, ,
,..., 0 12 2

... max ( )

kk n

j j
k k k ln

n n

n

j k l k l
k k jl l

V


 
  

  

  
    

    

     

1

*1
1 1 ,

2 1 2 1

2
,..., 0 2 2

... ( ) (1 ) ( )

kk n

k kn
n n k l

n
k k l l

V dm   
  

   

 
 

 
 
 

     

2( ) (1 ) ( ).n

U

V dm     

В последнем неравенстве мы воспользовались тем, что система 

*

, {Δ }k l   покрывает Un  конечнократно. 

Из леммы 1.1 можно вывести оценку роста функции из класса 

( )pA  : 
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Лемма 1.2. Пусть ( )pf A  , 1( ,..., )np p p , 0 jp   , 

1( ,..., )n   , j S  , 1,j n , то имеет место оценка  

( )

2 1
( ) ,

(1 | |) [ (1 | |)]

pA

p p

f
f z

z z



 

 

где 

2 1 2 1
1

1 1
.

(1 | |) [ (1 | |)] (1 | |) [ (1 | |)]j j

n

j
p p p p

j j j
z z z z 





   

  

Доказательство. 

Так как 
1( ,..., ) jp

nf z z  – n–субгармоническая функция в nU , то по 

лемме 1.1 

,

12 1
2

1 1 1 ,,
0 2

max | ( ,..., , , ,..., ) | (| | ) | |

k j

j

j jj jk k lj j jj j

p
j j j n j k lk l

k l

f z z z z


 
 

 
 

 
 

  
  

 

1 1 1 2| ( ,..., , , ,..., ) | (1 | |) ( ).jp
j j j n j j j

U

f z z z z dm       

Следовательно, 

1 1 1 ( )

1 1 1 2 1

( ,..., , , ,..., )

| ( ,..., , , ,..., ) | .

(1 | |) [ (1 | |)]

p j
j

j j

j j n A

j j j n

p p
j j j

f z z z z

f z z z z

z z






 

 



 

 

Используем последнее неравенство по переменной nz : 

1 1 ( )
1 2 1 2 1

( ,.., , )
| ( ,.., ) |

(1 | |) [ (1 | |)] (1 | |) [ (1 | |)]

pn
n

n n n n

n A
n

p p p p
n n n n n n

f z z c
f z z

z z z z



 

 
 

   

 

1

1 1 2( ,..., , ) (1 ) ( ) .
n

n
p

p
n n n n n

U

f z z dm   
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Снова используем указанную оценку по переменной 1nz   внутри 

интеграла: 

1 2 1

1
| ( ,.., ) |

(1 | |) [ (1 | |)]n n

n

p p
n n n

f z z

z z



 

 

1
1

1 1

1

1 2 ( )
22

1 1 1

( ,..., , , )
(1 ) ( )

(1 | |) [ (1 | |)]

n
n

pn
n

n n

n n

p
p

n n A
n n np p

U p p
n n n

f z z
dm

z z




  






 



  

 
 
   
 
   

  

1 1

2 1 2 1

(1 | |) [ (1 | |)] (1 | |) [ (1 | |)]n n n np p p p
n n n n n n

c

z z z z  

 

   

 

1
1

1 2 1 1 1 2 1( ,..., , , ) (1 ) ( )

n

n
n

p

p
p

n n n n n n

U U

f z z dm    



    


  

   
   



 

1

2(1 ) ( ) .np

n n ndm  


  


 

Повторяя те же рассуждения для переменных 2 1,...,nz z , получим 

доказательство леммы. 

Следующее простое утверждение легко вывести из определения 

класса S. 

Лемма 1.3.  Пусть S , тогда справедливы оценки: 

( ) , (0,1)t t t t   
   . 

Пусть  1, , ,   1,   1,2,.., ,n j j n          положим 

 

         1

1
1

1 1 2 1

,..,

: | , , | 1 .. 1 ,.., .n

n

n

n
n n n n

U

A

f H U f z z z z dm z z


  

 
 

       
  



Лемма 1.4. Пусть  1( ,..., )np p p , 1( ,..., )n   , где 0 jp   , 
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,j S 
 

2
,  1,

j

j
j

j n
p





  . Тогда справедливо вложение 

1
1( ) ( ,..., ),p

nA A  
 

при этом оператор вложения является 

непрерывным.

 Доказательство леммы 1.4 непосредственно следует из лемм 1.2 и 

1.3. 

 

§1.2. Интегральное представление классов ( )pA   

Лемма 1.5. Пусть ( )pf A  , 1( ,..., )np p p , 1( ,..., )n   , 

j S  , 0 jp   , 1,j n  и пусть 1 m n  . Тогда функция 

2

1
1

1 1 1 1 2 1( ,..., ) ... ( ,..., ) (1 ) ( ) ...

p

p
p

m n n

U U U

z z f z z z dm z

 
  
     

    


  



1

11 1 2 1 2(1 ) ( ) (1 ) ( )

m

m m

m

p
p p

pm m m m m mz dm z z dm z 



  


  



 

является (n–m)-субгармонической в n mU  . 

Доказательство. 

Рассмотрим случай n=2. Докажем, что если  1 2,

1 2( , )
p p

F A   , то 

функция 

1
2 1 2 1 1 2 1( ) ( , ) (1 ) ( ) , 0,

p

U

z F z z z dm z



  
 
    
 
 
  

является субгармонической функцией в U . Пусть  1 1:rU z z r   и 

0  . Сначала докажем, что функция 

     2 1 2 1 1 2 1( ) lg ( , ) 1

r

r

U

z F z dm
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является субгармонической функцией при всех 0  . Тогда, учитывая 

свойства пределов последовательностей субгармонических функций (см. 

[25], [16]), получим субгармоничность функции 2 2
1 0

( ) lim ( ).r
r

z z
 

    

Заметим, что если 
n

k

krU
1

 , где k  – любое разбиение круга rU  такое, 

что
s

diam k

1
 , где s достаточно большое положительное число. 

2 2 1

1

( ) lg ( ( , ) ) (1 ) ,
n

n k k k

k

u z F z    



  
    

  
  

где k  – плоская мера Лебега на k , k  – некоторые точки из k , то 

2( )nu z  равномерно на rU  сходится к 2( )r z . Поэтому для доказательства 

субгармоничности функции 2( )r z  докажем субгармоничность функции 

2( )nu z . Имеем:  

2 1 2 1lg( ( , ) ) (1 ) lg( ( , ) ) lg( (1 )) lgk k k k k kF z F z                 

2 1lg( ( , ) ) lg( (1 )) lgk k kF z           

Так как  2lg ( , )kF z  и lg  – субгармонические функции, то 

2 1lg( ( , ) ) lg( (1 )) lg , 0k k kF z            

субгармоническая функция, то есть  

2 1lg( ( , ) ) (1 )k k kF z        

субгармоническая функция. Отсюда получим, что функция 2( )nu z  также 

является субгармонической. Но тогда 2( )r z – субгармоническая 

функция при всех 0  .Следовательно, субгармонична и функция  

2 2 1 2 1 1 2 1
1 0

( ) lim ( ) lg ( ( , ) ) (1 ) ( ).r
r

U

z z F z z z dm z
    

 
       

Отсюда получаем субгармоничность функции 2exp( ( ))z :  
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2 1 2 1 1 2 1 , , 2exp( ( )) ( ( , ) ) (1 ) ( ) ( ).

U

z F z z z dm z V z




    

 
     
 
 
  

Ясно, что при 0   , ,V   , монотонно убывая, стремится к 

, ,0 2( )V z  . Поэтому по свойству монотонно убывающих субгармонических 

функций (см. [16], [25]) 

2 1 2 1 1 2 1( ) ( , ) (1 ) ( )

U

z F z z z dm z




 

 
   
 
 


 

– субгармоническая функция, если последний интеграл конечен. Общий 

случай функции (n–m) переменных доказывается по индукции.  

Введем следующую вспомогательную функцию: пусть 1 p   , 

1

p
q

p



, 1( ,..., ) n

nz z z U  , 0  , 

   
1

1

1
( ,..., ) .

1 ... 1

n

pqpq n

z z

z z

 
 

 

 

Лемма 1.6. Пусть j S  , 1,..., .j n  Тогда справедливы следующие 

оценки: 

22

(1 ) (1 )
( ) ( ) ( ),

1 (1 )n

p p
n

U

z
dm z

z z
  

  
   

 

 

 
  

nz U , 1( ,..., )n   ,
jj   , 0 1, 1,..., .jp j n   , 

1
0 min (1 ),

jj n
 

 
    

2( , ) ( ) ( ) ( ),
n

p p
n

U

D z dm z      
nz U ,  

1
0 min (1 )

jj n
 

 
   , 1 p   . Здесь через ( , )D z   обозначено ядро  

 

2

2
1

1
1

( , ) ,

1

j

j

n j
j

j j j

D z

z



 




 




 
   




  



 15 

nz U , 1( ,..., )n   ,
jj   , 1,...,j n , 1( ,..., ) .n

nz z z U   

Доказательство. 

Не ограничивая общности, можно предполагать, что n=1 (для 

удобства будем опускать индексы). Положим 

1

22 2
( )

0

(1 ) (1 )
( ) ( ) .

1 1
(1 )

p
n

i
U q

d d
I dm

z r e



  
 



     
  

 


 




 
 

 


  
 

Заметим, что при 1   справедлива оценка 

1

( )

(1 )1 i

d с

rr e



 




 









 . 

Поэтому 

1 1

0 11 1

( ) ( )
( )

(1 ) (1 )

r

rq q

u du u du
I c

u r ru u r ru

 

 

 




 

 
  

  
 

     

  . 

Оценим сначала первый интеграл, имеем 

1 11

1
0 01

( ) 2 ( )
, 1/ 2 1

(1 )
(1 )

r

q q

u du u du
r

r
u r ru u



  



 
 





  


 

  . 

Интегрируя по частям, приходим к равенству 

1 11

0 0

( ) (1 )(1 ) ( ) ( )

1

qr r

q q

u du r r q u u du

q

u q u



 

   

 

  
 




 
, 

то есть  

1 1

0

( ) ( ) (1 )(1 )
1

1 1

r
q

q

u u r r
du

u q q





  

 

 
 
   
  
   
 

 . 

Теперь, учитывая неравенство ( )u    и условие леммы, запишем 
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1

1
1

0 1 1 1

(1 )(1 ) ( )(1 )( )
p

q

r q

q q

r r r ru du

u









 


 





    
       
     

  


.

 

Перейдем к оценке второго интеграла. Ясно, что  

1 1
1

11 11

( ) ( )
2 , 1/ 2

(1 )
r rq q

u du u du
r

u r ru u



 




 

  

 

 

  . 

Снова проинтегрируем по частям: 

1

1 11 1

( ) (1 ) 1 ( ) ( )

(1 )

r

r rq q q

u du r u u du

u r uq
q

  
  

   


 


     


 

 
       
 

  . 

Отсюда, приводя вышеуказанные рассуждения и учитывая, что 

  , ( )u    , выводим 

1

1
11 1

( ) (1 ) ( )

(1 )

p

r q
q

u du r r

r
u


  

 

  

 
           






 . 

Объединяя полученные выше оценки, имеем первое утверждение 

леммы. Теперь докажем второе утверждение. Действительно, в силу того, 

что 

1

( )
, 1,

(1 )1 i

d с

rr e



 




 







 


  

имеем  

1 2

2 2
0

1 (1 ) ( )
( , ) ( ) ( )

1n

p
p

n
i

U

d d
D z dm

r e

 

  




      
   









 
 


    

1 /

1
0

(1 )
( ) ( ) ( ).

(1 )

q
pc d c z

r
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Лемма 1.7. Пусть 1( ,..., )np p p , 1( ,..., )n   , j S  , 

0 jp   ,  ),...,( 1 n  , nj ,...,1 . Тогда если ( )pf A  , то f  

допускает представление 

2

2
( ) ( , ) ( ) ( ), , 1, 1, ,

jn
n j

j

f z D z f dm z U j n
p






   


    

 

причем 

2 1

1

2 , 1 ,2 12 2 1 12 12 1

2 1 2 1 2 1

1

0 0 02 22

max ... max max ( ,..., )

k k kn

k k kn k l k l k ln n nj n

p
n

k k kl ll

f
  

 
     

  
   

 
  
 



       

32 1

1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1

2 2 2
1 , , 2 , , , , ( )
(| | ) | | (| | ) | | ... (| | ) | | .

n

n

n
pn n n n

p
pp p

p p
p

k l k l k l k l n k l k l A
f


  


 

        
  
  



32 1

1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1

2 2 2
1 , 2 , , , ,

( )

(| | ) | | (| | ) | | ... (| | ) | |

.

n

n

n n n n

n
p

p
pp p

p p

k l k l k l k l n k l k l

p

A
f



  


 

        
  
  



           

Доказательство.

 
Первая часть леммы следует из леммы 1.3 и формул Коши-Грина для 

единичного круга (см [25]). Докажем вторую часть. Используя лемму 1.1 и 

возводя в степень 
2

1

p

p
, получаем: 

2

1
1

1

1 1 1 1
1 ,1 1 11 1

12 1
2

1 1 , ,

0 2

max ( ,..., ) (| | )

k

k k l

p

p
p

n k l k l

k l

f


  
 


 

 
  
 
 

   

2

1
1

1 1 1 2 1( ,..., ) (1 | |) ( ) .

p

p
p

n

U

f dm    
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Берем максимум по 2 , умножаем на 
2 2 2 2

1

2
2 , ,| |k l k l
 
  
 
 

, суммируем и 

возводим в степень 
3

2

p

p
: 

2 1

1

2 , 1 ,2 12 2 1 12 12 1

2 1 2 1

1

0 02 2

max max ( ,..., )

k k

k kk l k l

p
n

k kl l

f
 

 
   

 
  


 



     

32

1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1

2 2
1 2, , , ,(| | ) | | (| | ) | |

pp

p p

k l k l k l k l 
 
 
 
 

     

32

21
2

1
2 2 2 2

2 ,2 2 22 2

1

21
1 1 2 1 2

2 1

, ,
0 2

( ,..., ) (1 | |) ( ) (| | ) | | .max

k

k k l

pp

pp

n

U

k l k l
k l

p
f dm


     

    
 
     

    

Так как функция 1
1( ,..., )n

p
f z z  – субгармоническая по 2z  в U, то функция 

2

1
1

1 1 1 2( ,..., ) (1 | |)n n

U

p

p
p

f z z z dm
 
 
 
 


 

будет субгармонической по 2z  в U  по лемме 1.5. Но тогда к этой функции 

снова можно применять лемму 1.1. 

2 1

1

2 , 1 ,2 12 2 1 12 12 1

2 1 2 1

1

0 02 2

max max ( ,..., )

k k

k kk l k l

p
n

k kl l

f
 

 
   

 
  


 



   

 
32

1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1

2 2
1 , , 2 , ,(| | ) | | (| | ) | |

pp

p p

k l k l k l k l 
 
     
 
 

3

2 2

1
1

2 2 1 1 1 2 1 2 2(1 ) ( ,..., ) (1 | |) ( ) ( ) .

p
p p
p

p
n n

U U

f dm dm       

 
  
   
  
  

 

   

Повторяя указанные рассуждения n–2 раза, получим: 
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2 1

1

11 1
2 1, , 1, 12 2 22 2

2 1 2 1 2 1

1
0 02 20 2

max ... max max ( ,..., )

k kkn

k knn n
n kk l k l k ln n

p
n

k kl lk l

f
  

 
     

  

 
 
 

     

     

32 1

1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1

2 2
1 , , 2 , ,(| | ) | | (| | ) | | ...

n

n

p
pp p

p p

k l k l k l k l 


 

       
  
  


1

2
, , ( )

(| | ) | | .n
pn n n n

p
n k l k l A

f


    
 
 

 

§1.3. Оценки коэффициентов разложения функций из класса ( )pA   

В следующей лемме мы получим оценки коэффициентов разложения 

функций класса ( )pA  . 

Лемма 1.8. Пусть ( )pf A  , 1( ,..., )np p p , 1( ,..., )n   , 

j S  , 0 jp   , 1,j n  и 
1 ,..., nk kс – коэффициенты разложения 

функции f(z) в полидиске, то есть 

1 1 1

1,..., 1
0

( ) ... ... .n n n

n

k k k ik i
k k n

k

f z с r r e e






   

Тогда справедлива следующая оценка 

 
1

1
*

,..., ( ) 1
1

*

, 1,...,

1

j

p
n

j

pn j

k k A
j

p

j

j

k
с f j n

k









  
  

  
  

 . 

При этом предполагается, что 
*

1, 0
1,

, 0,

j

j
j j

k
k j n

k k


 



. 

Доказательство. 

Легко видеть, что 
1 ,..., nk kс  выражается через f  следующим образом: 
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1 1
1

1 1
,..., 1 1

1

1 ...
( ,..., ) ... ,

(2 ) ...

n n
n

n
n

n

ikik
ii

k k n nn k k
nQ

e e
с f r e r e d d

r r


  





   

 тогда 

1

1 1
,..., 1 1

1

1
( ,..., ) ... .

(2 ) ...

n

n
n

n

ii
k k n nk kn

n Q

с f r e r e d d
r r

  


   

Используя оценку леммы 1.2, получим: 

1

1

1 1 1

22

* *
1( )

,..., 2 12 1

1 1 11

( ) ...( )
.

... (1 ) ...(1 ) [ (1 )] ...[ (1 )]

n
p

n

n n n

pp
nA

k k

k k p pp p
n n n n

f k k
с

r r r r r r



    

 

(1.5) 

Положим 
1

1
2

j

j

r
k

  , если 0jk  , и 
1

2
jr  , если 0jk  , 0 1jr  , 

1,j n . Тогда, используя неравенство (1.5), окончательно получим:  

1

1

1

22

* *
1( )

,..., 11

1 * *
1

( ) ...( )
.

1 1
...

n
p

n

n

pp
nA

k k

pp

n

n

f k k
с

k k



 
     
     

           

   

Из этой леммы и леммы 1.3 непосредственно следует утверждение: 

Лемма 1.9. Если ( )pf A  , 1( ,..., )np p p , 1( ,..., )n   , j S  , 

0 jp   , 1,j n  и  

1

11 ,..., 1
0

( ,..., ) ... ,n

n

k k
l k k n

k

f z z с z z




 
 

то имеет место оценка 

1

1

1

22

* *
,..., 1( )

| ( ) ...( ) .

n

n
p

n

pp
k k nA

с f k k

 





 

Следующая лемма устанавливается стандартным образом. 
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Лемма 1.10.  Пусть ( )pf A  , ( ) ( )Rf z f Rz , 
nz U , (0,1)R , 

1( ,..., )np p p , 1( ,..., )n   , j S  , 0 jp   , 1,j n . Тогда имеет 

место равенство: 
( )1 0

lim 0.pR AR
f f

 
   

 

§1.4. Построение линейных непрерывных проекторов, отображающих 

( )pL   и ( )ph   на ( )pA   

В этом параграфе мы построим интегральные линейные 

непрерывные проекторы из пространства ( )pL   при  1( ,..., )np p p ,

1 jp    и из пространства ( )ph  , 0 1jp  , 1,j n  на пространства 

( )pA  .  

Кроме того, мы построим такие же проекторы из ( )pL   на ( )pA  , 

где 1( ,..., )np p p ,1 jp   , 1,j n , 
1

( ,..., )
n     , 

( ) : ( ) , (0,1), 1,...,
( )

j
j

j

p

j
j

t
t t t j n

t



 


 
   
 
 

.

 

Теорема 1.1. Пусть 1( ,..., )np p p , 1( ,..., )n   , j S  , 

1 jp   , 
jj    1,j n . Тогда оператор 

2 12

( ) (1 )
( )( ) ( ), ( ,..., ) ,

(1 )n

n
n

U

f
T f z dm z z z U

z
 

  


 


  


  

отображает пространство ( )pL   в пространство ( )pA  , причем 

( )( )
( ) pp LA

T f f


 
. 

Доказательство. 

Пусть 1

1

( ,..., ) (1 ) j q

n
p q

n j

j

z z z









  , 
1 1

1
j jp q
  , 1,j n , где  

0 min(1 )
j    , при этом, когда

jj    при некотором j, будем 
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предполагать, что 0  .  Положим ( ) ( )( )F z T f z . Докажем 

утверждение теоремы в случае двух комплексных переменных. Пусть

1 2,
1 2( , )

p p
f L   . Обозначим через ( , )Q z    произведение 

1 21 1 2 2( , ) ( , )Q z Q z   , где 

2

1
( , ) , 1,2.

(1 )
j j

j j

j j

Q z j
z

 





 


 

Оценим 1
1

2 ( )
( , ) :p

A
F z


  

1 1

1 1
1

2 1 2 1 2 1
( )

( , ) ( , ) (1 ) ( )p

p p

A
U

F z F z z z dm z



     

1

1 2
2

1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 2 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) (1 ) (1 ) ( ) ( )

p

U U

Q z Q z f dm dm          
 
    
 
 
 

1 1 2 1(1 ) ( ).z dm z   

Используя неравенство Минковского, получим: 

1
1

2 ( )
( , ) p

A
F z


 

1 1

1 2 1

1

1 1 2 2 1 2 1 1 1 1 1 2 1( , ) ( , ) ( , ) (1 ) ( ) (1 ) ( )

p p

U U U

Q z Q z f dm z dm z         


 
         

  

2 2 2 2(1 ) ( )dm     

Применим неравенство Гельдера для внутреннего интеграла: 

1
1

2 ( )
( , ) p

A
F z




1

2 1 1

1 2
2 2 2 2 1 1 1 1 1 1

1

( , )
( , ) (1 ) ( , ) (1 ) ( )

( )

p

p
U U U

f
Q z Q z dm 



 
      

 

 
   
 
 

  

1

1
1 1

1 1

1

1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 2( , ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )] ( )

p

q
q p

U

Q z dm z dm z dm         
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1

2 1 1

1 2
2 2 2 2 1 1 1 1

1

( , )
( , ) (1 ) ( , ) (1 )

( )

p

p
U U U

f
Q z Q z 



 
     

 


  



  
 

  

1

1
11

11 1

1

1

1 1
1 1 2 1 2 1 2 2

1

[ (1 )]
( ) (1 ) ( ) ( ) ( ).

(1 )

p

q
pp

p

q

z
z z dm z dm dm

z

 


   

 
  




 

Меняем порядок интегрирования: 

1

1 2 111

1 2
2 2 2 2 2 1 1 1 1( )

1

( , )
( , ) ( , ) (1 ) (1 ) ( , )

( )
p

p

A p
U U U

f
F z Q z Q z


 



 
     

 


    



  

1 1

1

1

11 1

1

1

1 1
1 1 2 1 2 1 2 2

1

[ (1 )]
( ) (1 ) ( ) ( ) ( ).

(1 )

p p
q

p

p

q

z
z z dm z dm dm

z

 


   



 

 

 

Для внутреннего интеграла по лемме 1.6 имеем:  

1 1

1 1 1 1 2 1 1( , ) ( ) ( ) ( ).
p p

U

I Q z z dm z        

Учитывая эту оценку, получаем 

1
1

1 2
1

1

2 2 2 1 2 1 1 2 1( )
( , ) ( , ) ( , ) (1 ) ( )p

p
p

A
U U

F z Q z f dm



     


   


 
   

12 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( )

(1 ) ( ) ( , ) (1 ) ( , ) ( ).p
L

U

dm c Q z f dm 
             

Рассуждая аналогично, получим 

, ,1 2 1 2
1 2 1 2

( , ) ( , )
.p p p p

A L
F f

      
 

Случай n комплексных переменных получим по индукции: 

( ) ( )
.p pA L

F f
  

□ 
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В следующей теореме мы строим линейный непрерывный проектор 

из пространства ( )pL   на ( )pA   при всех 1( ,..., )np p p , 1( ,..., )n   , 

j S  , 1 jp   , ,
jj    1,j n . 

Теорема 1.2. Пусть 1( ,..., )np p p , 1( ,..., )n   , j S  ,

1 ,jp    ,
jj    1,j n . Тогда оператор 

2

22

( )(1 )
( )( ) ( )

(1 )n

n

U

f
K f z dm

z



 

 


 





  

есть линейный непрерывный оператор из  ( )pL   на ( )pA  , где 

2 2

2 2
1

(1 ) (1 )
.

(1 ) (1 )

j

j

n j

j j j
z z



 

 

 
 



 


 
  

Доказательство.  

Докажем утверждение в случае функции двух комплексных 

переменных. Пусть 1 2,
1 2 1 2( , ) ( , )

p p
f z z L   . Обозначим через ( , )D z 

произведение ),(),( 2211 21
  zDzD  , где 

 

 
2

11
( , ) , 1,2.

1

j

j j

jj
j j

j j

D z j

z



 




 



 


 

Пусть 
1 1

1
j jp q
  , 2,1j  ,    1 1 2 21 2 1 2( , ) 1 1p q p qz z z z

 


 

   . Исходя 

из определения оператора ( )( )K f z  и применяя неравенство Минковского, 

получим: 

1

1
1

2 1 2 1 1 2 1( )
( )( , ) ( , ) (1 ) ( )p

p

A
U

K f z F z z z dm z 
     

1

1 2
2

1 1 2 2 1 2 2 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

p

U U

D z D z f dm dm      
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1

1
1 1 2 1(1 ) ( ) .

p
z dm z


  


 

Здесь 1 2 1 2( , ) ( )( , )F z z T f z z . Для внутреннего интеграла 

используем неравенство Гельдера: 

1
1

2
( )

( )( , ) p
A

K f z


   

1

2 1 1

1 2
2 2 2 2 1 1 1 1

1 2

( , )
( , ) (1 ) ( , ) ( )

( , )

p

p
U U U

f
D z D z dm 



 
    

  


  

 
 

   .

1 1

1
1

1 1

1

1 1 1 2 1 1 1 2 1 2 1( , ) ( , ) ( ) (1 ) ( ) ( ).

p p
q

q

U

D z dm z dm z dm        


 
 

  
  



  

Оценивая внутренний интеграл (см. лемму 1.6), получим : 

1

1 2 11 1

1 2
2 2 2 2 2 1 1( )

1 2

( , )
( )( , ) ( , ) (1 ) ( , )

( , )
p

p

A p
U U U

f
K f z D z D z  



 
   

  


  



  

 

11

1

1 2 1 1 2 1 2 1 2 2( , ) (1 ) ( ) ( ) ( ).
pp

z z dm dm z dm    


   


 

Меняя порядок интегрирования и оценивая снова внутренний 

интеграл, получим оценку для 1
1

2 ( )
( )( , ) p

A
K f z 

 : 

1

1
1 2 11 1

1 2
2 2 2 1 1 1 2( )

1 2

( , )
( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , )
p

p
p

A p
U U U

f
K f z D z D z z   



 
   

  


 



  

1

1

1 1 2 1 2 1 2 2(1 ) ( ) ( ) ( )
p

z dm z dm dm  


  


  

1
1

2

1

2 2 1 2 1 1 2 1 2 2( , ) ( , ) (1 ) ( ) ( )
p

p

U U

c D z f dm dm       
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1 1
1

2 1

1

1 2
2 2 1 2 1 1 2 1 2 2

1 2

( , )
( , ) ( , ) (1 ) ( ) ( )

( , )

p p
p

p
U U

f
D z dm dm 



 
       

  



  





   

12 1
2 2 2 2 2( )

( , ) ( , ) ( )p
L

U

c D z f dm 
     

Далее имеем: 

2

2
1,1 2 2 11 2

2 2 2 2 2 2( )( , )
( )( , ) ( , ) ( , ) ( )pp p

p

p

LA
U U

K f z D z f dm   
  

 
   
 
 

   

2 2 2 2(1 ) ( ).z dm z   

Применяя неравенство Гельдера и оценивая внутренний интеграл, 

получим: 

2
1

12
,1 2 221 2

2 ( )
2 2 2 2 2

( , )
1 2

( , )
( )( , ) ( , ) ( )

( , )

p

p p

p

Lp

pA
U U

f
K f z D z dm


  




 

  

 
  
 
  

   

2

2
2

2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2( , ) ( , ) ( ) (1 ) ( )

p

q
q

U

D z dm z dm z      
 
  
 
 
  

2
1

1 2

22

2 ( )
2 2 1 2 2 2 2 2 2 2

1 2

( , )
( , ) ( , ) (1 ) ( ) ( ).

( , )

p
p

L p

p
U U

f
D z z dm dm z


 




     

  


   

Меняя порядок интегрирования и снова оценивая внутренний 

интеграл, устанавливаем: 

2
,1 2

1 2
2

( , )
( )( , ) p p

p

A
K f z  

  

2
1

1 2

22

2 ( )
2 2 1 2 2 2 2 2 2 2

1 2

( , )
( , ) ( , ) (1 ) ( ) ( )

( , )

p
p

L p

p
U U

f
D z z z dm z dm


 




    

  


 

 

2
1

1 2
,1 2

1 22

2 ( )
1 2 2 2 2 2 ( , )

1 2

( , )
( , ) (1 ) ( ) .

( , )

p

p p

p

L p
Lp

U

f
dm c f
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Следовательно, 

, ,1 2 1 2
1 2 1 2( , ) ( , )

( ) p p p p
A L

K f f
   

. 

Рассмотрим случай n комплексных переменных. Пусть 

1

( , ) ( , )
n

j j j

j

D z D z  



 ,  1

1

( ,..., ) 1 j j

n
p q

n j

j

z z z








  . Применяя 

неравенство Минковского, получим: 

1
1

2 ( )
( )( , ,..., ) pn A

K f z z 


 

1

1
1

1 1 1 2 1( , ) ... ( , ) ( ,..., ) ( )
n

n

p

n n n

U UU

D z D z f dm     


  
   

 
 

    

1

1

1 1 2 1 2 2 2(1 ) ( ) ( )... ( ).
p

nz dm z dm dm  


  


 

Далее, применяя результат первой части теоремы, устанавливаем: 

1
1

2 ( )
( )( , ,..., ) pn A

K f z z 
  

12 1
1

2 2 2 2 2 2( )
( , ) ... ( , ) ( , ,..., ) ( )... ( ).p

n
n

n n n nL

U

D z D z f dm dm  
     



  

По индукции получим 

( )( )
( ) .pp LA

K f f 
□ 

Теорема 1.3. Пусть 0 jp   , 1( ,..., )np p p , 1( ,..., )n   , 

j S  , 
2

1,
j

j
jp





   1,j n . Тогда оператор 

2( )( ) ( , ) ( ) ( )
n

n

U

K u z D z u dm       

является ограниченным оператором из ( )ph   на ( )pA  . 

Доказательство. 
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При 1 , 1,jp j n    ,  теорема 1.3 непосредственно следует из 

теоремы 1.2. Поэтому будем предполагать, что 1 , 1, .jp j n     

Докажем утверждение теоремы в случае n=2. Общий случай 

доказывается по индукции. 

Пусть 1 2,
1 2( , )

p p
u h   , 0 1jp  , 1,2j  . Докажем, что оператор 

1 2
2

1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 2 2( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

U

K u z z D z D z u dm dm          

является ограниченным оператором из ( )ph   в ( )pA  . Имеем: 

1 2
2

1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 2 2( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

U

K u z z D z D z u dm dm          

 
 

 
 

2 1
2 1

2 2 1 12 1
2 1 ,2 12 2 1 12 12 1

2 2
2 1 2 12 1

1 22 2,
0 02 22 2 1 1

1 1
max | | max ( , ) | | .

1 1

k k

k kk l k l

k l k l

k kl l

u

z z

 

  

 
 

 

   

  
  

 
  

 
   

 

Возводим последнее неравенство в степень 1p , учитывая, что 10 1p  : 

1
1 2( )( , )

p
K u z z   

 
 

1 2
2 1

11

2 22 1
2 , 1 ,2 12 2 1 12 12 1

2
2 1 2 12

, 1 2( 2)
0 02 22 2

1
max | | max ( , )

1

k k

k kk l k l

p

pp
k lp

k kl l

u

z



 


 



   

 
  


  


   

 
 

1 1

1

1 11 1

2
1

,( 2)

1 1

1
| |

1

p

p
k lp

z











 



. 

Умножаем обе части неравенства на 1 1(1 )z   и интегрируем по : 

1
1 2 1 1 2 1( )( , ) (1 ) ( )

p

U

K u z z z dm z   

 
 

1 2
2

1

2 22 1
2 2, 22

2 2

2
2 1 2

,( 2)
0 2 2 2

1
max | |

1

k

k k l

p

p
k lp

k l z









 


 


  


 

1z
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1
1 1

1 1

1 1 1 1
1 ,1 1 11 1

2 1
2 1 1

1 2 1 , 2 1( 2)
0 2 1 1

(1 )
max ( , ) 1 | | ( ).

1

k

k k l

p
p p

k l p
k l U

z
u dm z

z






  



 


 


   


  

Используя оценку леммы 1.6, для внутреннего интеграла, получим: 

1
1 2 1 1 2 1( )( , ) (1 ) ( )

p

U

K u z z z dm z  
 

 
 

1 2
2 1

11

2 22 1
2 1 ,2 12, 2 1 12 12 1

2
2 1 2 12

, 1 2( 2)
0 02 22 2

1
max | | max ( , )

1

k k

k kk l k l

p

pp
k lp

k kl l

u

z



 


 



   

 
  


 


   

 
 

1 1
1

1 1 1 1

2 1 1
1 , ( 2) 2

1

(1 )
1 | |

1

p
p

k l p





 



 


  



 
 

1 2
2

1

2 22 1
2 ,2 2 22 2

2
2 1 2

,( 2)
0 2 2 2

1
max | |

1

k

k k l

p

p
k lp

k l z









 


 


 


 

 
1

1 1

1 1
1 ,1 1 11 1

2 1

1 2 1 ,

0 2

max ( , ) 1 | |

k

k k l

p p
k l

k l

u


   
 


 

    
 

 
 

 

1 2
2

11

2 22 1
2 ,2 2 22 2

2
2 1 2

, 1 2 1 2 1( 2)
0 2 2 2

1
max | | ( , ) 1 ( )

1

k

k k l

p

pp
k lp

k l U

u dm

z






    



 


 


  


  

 
 

1 2
2

11
12 22 1 12 ,2 2 22 2

2
2 1 2

, 2( 2) ( )
0 2 2 2

1
max | | ( , ) .

1

k

p
k k l

p

pp
k lp h

k l

u

z



 






 


 


  


   

Пусть далее . Возводим последнее неравенство в степень : 

2

1
1

1 2 1 1 2 1( )( , ) (1 ) ( )

p

p
p

U

K u z z z dm z 
  

 
  
  

 
 

2 2
2

22
12 22 2 12 ,2 2 22 2

2
2 1 2

, 2( 2) ( )
0 2 2 2

1
max | | ( , ) .

1

k

p
k k l

p

pp
k lp h

k l

u

z



 






 


 


 


   

2

1

1
p

p
 2

1

p

p
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 Умножаем обе части неравенства на  и интегрируем по : 

2

1
1

1 2 1 1 2 1 2 2 2 2( )( , ) (1 ) ( ) (1 ) ( )

p

p
p

U U

K u z z z dm z z dm z  
  

  
  
   

 
 

2
2 2

22
12 2 2 212 ,2 2 22 2

2 1
2 2 2

2 , 2 2 2( 2)( )
0 2 2 2

(1 )
max 1 | | ( , ) ( ).

1

k

p
k k l

p
pp

k l ph
k l U

z
u dm z

z






 



 


 


  


  

 

Оценивая внутренний интеграл по лемме 1.6, получим: 

 
2

2 2
2 2

,1 2 2 2
1 2 2 ,2 2 22 2

2 1
2

2 ,
( , )

0 2

( ) max 1 | |

k

p p
k k l

p
p p

k l
A

k l

K u



  


 


 

     

 
2

1
2 2 1

2 2
2( 2) 2 ( )

2

(1 )
( , )

1
p

p

p h
u

 

 



 





 

2

2

12 2
12 ,2 2 22 2

2 1

, 2 2 2
( )

0 2

max | | (1 ) ( , )

k

p
k k l

p
k l

h
k l

u


  
 


 

     

2 ,1 2
1 1 21

2 2 2 2 2 ( , )( )
( , ) (1 ) ( ) .p p

p

p

hh
U

u dm u
 

       

Таким образом ),)(( 21 zzuK
 – ограниченный проектор из ( )ph   на 

( )pA   при 2

1

1
p

p
 . Пусть теперь 2

1

1
p

p
 . По леммe 1.1 имеем: 

1
1 1 2 1( )( ) (1 ) ( )

p

U

K u z z dm z    

 
 

1 2
2

11
12 2 2 22 1 12 ,2 2 22 2

2
2 1 2

1
, 2 ,( 2) ( )

0 2 2 2

1
max | | ( , ) | |

1

k

p
k k l

p

pp
k l k lp h

k l

u

z



 






 



 


  


 

 
 

1 2 1

1

1
2 1 1

2 2
2

2

2 2 2( 2) ( )
2 2

1
( , ) ( ).

1
p

p p

p

p h
U

u dm

z



 


 



 







  

2 2(1 )z 
2z
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Учитывая двойственность между пространствами 
pL  и 

qL , мы можем 

подобрать функцию
qL  , такую что  

1 1
,1 2 1

11 2

2 2 2 2 2 2
( )( , )

( ) ( )( , ) ( ) (1 ) ( )p p p

p p

AA
U

K u K u z z z dm z   
    , 

Где 2( )qL  , 
2( )

1qL 
  , 2

2 1

p
q

p p



. Таким образом,  

1
,1 2

1 2( , )
( ) p p

p

A
K u  

 

 
 

1 2 1

1

1
2 1 1

2 2
2

2

2 2 2 2 2 2 2 2( 2) ( )
2 2

1
( ) (1 ) ( , ) ( ) ( )

1
p

p p

p

p h
U U

z z u dm dm z

z



 


  



 




  


   

 
 

1 2 1
1

1
2 11

2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2( 2)( )
2 2

(1 )
1 ( , ) ( ) ( ) ( )

1
p

p p
p

ph
U U

z
u z dm z dm

z






  



 




  


 

По теореме 1.1 оператор 

  2 1

2 2

2 2 2 2( 2)

2 2

(1 )
( )( ) ( ) ( )

1
p

U

z
T z dm z

z
 








  


  

отображает пространство 2( )qL   в пространство 
2 1( 2) 2( )q

pL    , где  

2 1

2 1

( 2) 2

( 2) 2 2
2

( ) ( ) ,
( )

q
p

p
t

t t
t



 


 

 

 
  

 
 

 

причем 

2( 2) 22 1
( )( )

( ) .qq
p LL

T c


   
    

Применяя неравенство Гельдера, получим 

  1 2 1
1 1

,1 2 1
1 2 1

2 2
2

2 2 2
( , ) ( )

( ) 1 ( , ) ( )( )p p p

p p
p p

A h
U

K u u T


   
  

 

   

2 1

2 1

2 1

1

( 2) 2 2
2 2 2 ( 2) 2 2 2 2

( 2) 2 2

(1 )
( ) ( )( ) (1 ) ( )

(1 )

q
p q

p
p U

dm T dm


 


 
    

 

 
 

 

 
    
 
 




 32 

 

1

2
2

1 2 1
2 121

1
21

1
2 1

( 2 2) ( 2) 2 22
2 2 2 2

( )

( 2) 2 2

(1 )
1 ( , ) ( )

(1 )

p

p

p
p

p p ppp
ph

U p
p

u dm
 





 
  

 

   

 

 
 
   
 

  
  



 
1

2 2
2 2 2 2 121

1 2 1
1

2
2 1 /2

2 2 ( 2) 2 2 2 2
( )

1 ( , ) (1 ) ( ) .p

p
p pp p p ppp

p
h

U

u dm



    

  

 

 
    

  
 



Далее имеем: 

 
2

2 2 2 2 1
1

2 1

2
2 1 /2

2 ( 2) 2 21 (1 )

p
p p p p

p
p



  
  

 
   
 

 

 

2

2 22 1
1 2 1

1

1
( 2) 2( 2 2)

2 2
2 2 2

2 2

(1 )
1 (1 )

(1 )

p
qp ppp p

p
 

  
 


  

        
  

   

 

 
2

2 2 121 2 1
11

1

(( 2) 2) 1( 2 2) 1 (1 )2
2 2 2 21 (1 ) (1 )

p
p p qpp p q pp p


   

 
           
           

 
2 2 12

1 2 1 2 11 2 1
2 2 11

2 2 1

(( 2) 2)( 2 2)
2

2 2 2 21 (1 ) (1 )

p p pp p p p pp p
p p pp p p p


   


   


       

   
2 2

1 2 1 1 2 1
1 1

( 2 2) ( 2 2)
2 2

2 2 2 2 2 21 (1 ) 1 (1 ).

p p
p p p p

p p
 

     
    

      

Таким образом, 

 1

2
1 2 1

,1 2,1 2 1 1 21 2 1
2 2 2 2 2 ( , )( , ) ( )

( ) ( , ) (1 ) ( ) .p pp p p

p

p
p p p

hA h
U

K u u dm c u    
   

 
   
 
 


Итак, для любых 0 1jp  , 1,2j   

,, 1 21 2
1 21 2 ( , )( , )

( ) p pp p hA
K u u   

 . □ 

Из последней теоремы получаем следующий аналог известной 

теоремы М. Рисса (см. [4]). 

Следствие 1.1. Пусть f(z) – голоморфная в nU  функция, 

(0,...,0) 0f  , 1( ,..., )np p p , 1( ,..., )n   , j S  , 0 jp   , 1,j n . 

Тогда имеет место оценка 
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( ) ( )
Re .p pA h

f f
 

 

Доказательство. 

Случай ,  следует из теоремы 1.2. Поэтому остается 

доказать утверждение в случае . Если , то 

утверждение справедливо, поэтому будем предполагать, что 

. Докажем, что при условии, что 

функция f – голоморфна в . Так как 
( ) ( )

Re
2

f z f z
f


 , то 

2
( ) ( )

(Re )( ) ( , ) ( )
2

n

n

U

f f
K f z D z dm 

 
 


 

2 2
1 1

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ).
2 2

n n

n n

U U

D z f dm D z f dm          

Для второго интеграла имеем: 

.),()(),()0( 2

n

n

U

UzdmfzDf
n

  
 

По условию (0,...,0) 0f  . Следовательно  

2
1

(Re )( ) ( , ) ( ) ( ).
2 nU

K f z D z f dm        (1.6) 

Но тогда (Re ) ( )pf K f A   , поэтому  

( ) ( )
Rep pA h

f f
 

 

Общий случай получается предельным переходом. □ 

Формула (1.6) является аналогом классической формулы Шварца для 

классов
   pA   и  ph  .

 

1jp  1,j n

0 1jp 
( )

Re ph
f


 

( )
Re ph

f

  ( ) 2 (Re )f z K f

nU
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§1.5. О представлении линейных непрерывных функционалов в 

пространствах ( )pA   

В этом параграфе получено полное описание линейных 

непрерывных функционалов в пространствах  при всех 

1( ,..., )np p p , 0 ,jp     . Рассмотрим сначала случай . 

Для формулировки полученных результатов введем понятие интегро-

дифференциального оператора Римана–Лиувилля. Наше определение этих 

операторов незначительно отличается от обычных определений операторов 

указанного типа (см. [6]). Пусть f – голоморфная в nU  функция: 

1

1

1

1 ... 1
,..., 0

( ,..., ) ... .n

n

n

k k
n k k n

k k

f z z a z z




   

Положим 

0

( 1 )
( ) ,

( 1) ( 1)

k
k

k

Г k
D f z a z

Г Г k

 







 


 
  

1( ,..., ) n

nz z z U  , 1( ,..., )n   , 1j   , 1,j n , 1 ... nk k k   . Здесь 

1

( 1 )( 1 )
.

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

n
j j

j jj

Г kГ k

Г Г k Г Г k



 


  


   
  

Пусть 1( ,..., )n   , 1( ,..., ) n

nz z z U  . Положим 

1

1
( ) .

1

n

z
j jj

e
z









  

Пусть далее  
1

n

j j



– конечные борелевские меры на U , 

1( ,..., )n   . Через ( )pL   обозначим пространство  -измеримых 

функций h в 
nU , для которых 

( )pA 

1,j n  p1
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2 1

1
1

1

1 1 1... ( ,..., ) ... .

n n

n

p p
p p
p

p
n n n

U U U

h h z z d d d  





 
  

   
     
        

 

        (1.7) 

Линейные непрерывные функционалы на этом пространстве 

описаны в работе [42]. 

Теорема 1.4.  Пусть Ф – линейный непрерывный функционал на 

( )pA  , 1( ,..., )np p p , 1( ,..., )n   , j S  , 1 jp   , 1,j n  и 

( ) ( )zg z e  , nz U . Тогда: 

1. а) g голоморфна в nU  и 
1D g

 принадлежит классу ( )qA   при 

jj   1,j n  где
1

( ,..., )
n      

( ) ( ) , (0,1), , 1,
( ) 1

j
j

j

q

j
j j

j j

pt
t t t q j n

t p



 


 
    
  
 

; 

    б) Ф представим в виде 

1 0

1
( ) lim ( ) ( ) ( ),

(2 ) n

nn
T

f f g dm


  
 

            (1.8) 

причем существуют положительные числа ,  

такие, что 

1 1
1 2

( ) ( )
( , ) ( , ) .

q qA A
C p D g C p D g

 

 

 
      (1.9) 

2. Обратно: каждая функция g такая, что 
1 ( )qD g A


                                      

(
jj   , 1,j n ) по формуле (1.8) порождает линейный 

непрерывный функционал на ( )pA  , для которого справедливы 

оценки (1.9). 

 

 

 

1( , )C p  2 ( , )C p 
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Доказательство. 

Пусть Ф – линейный непрерывный функционал на  и  

, . По теореме Хана–Банаха продолжим Ф на  с 

сохранением нормы. Тогда по теореме о представлении линейных 

непрерывных функционалов в  (см. [42]) существует функция 

, такая что при 



n

j

jj

1

)1()1(   

2 ( )
( ) ( ) ( ) (1 ) ( ), .q

n

n L

U

f f dm


            

Так как ( ) ( )zg z e  , то  

2( ) ( ) ( ) (1 ) ( ), ,
n

n

z n

U

g z e dm z U         

то есть 

2

( )
( ) (1 ) ( ),

1n

n

U

g z dm
z


  




 

  

Следовательно, 

 
1

22

( )
( ) (1 ) ( ),

1n

n

U

D g z dm
z






  








 


  

1( ,..., )n  
jj   , 1,j n . По теореме 1.1 

1 ( ),qD g A


   при этом 

1
( )( )

.q
q LA

D g





     

Разлагаем ( )ze   в степенной ряд. Он сходится равномерно в 
nU  к 

функции ( )ze   при фиксированном 
nz U . Следовательно, 

1 1

1 1... ...1 1
0

( ) ( ) ( ( )) ... , ( ) ... .n n

n n

k kk k
z k k n k k n

k

g z e z z     




    
 

( )pA 

( ) ( )zg z e  nz U ( )pL 

( )pL 

( )qL 
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Таким образом, ( )g z  – голоморфная функция nU . Пусть  

( ),pf A  0 1  . Положим ( ) ( )f z f z  , nz U . Тогда f f   в 

пространстве ( )pA  , поэтому 

1 0 1 0
0

( ) lim ( ) lim ( ).k

k k

k

f f a
 

 


   


      

Но легко видеть, что 

2

0

1
( ) ( ) ( ) ( ).

(2 ) n

k

k k nn
k T

a f g dm    






    

Следовательно, 




nT

nn
dmgff ).()()(

)2(

1
lim)(

01




 

При этом имеет место левая оценка в (1.9). Для доказательства 

правой оценки в (1.9) докажем сначала обратное утверждение теоремы. 

Пусть g – голоморфная функция в , такая, что 
1 ( )qD g A


  .. Сначала 

покажем, что если , то 
1

1( ,..., )nF A   , 
jj   1,j n . 

Действительно, пусть ( )nH U , где
 

( )nH U
 – пространство всех 

голоморфных и ограниченных функций в . Очевидно, что при  

1

(1 ) (1 )
n

j

j

 


  
 

11
1 1

(1 ) (1 ) (1 ), 1.
pq

p q


           

Применяя неравенство Гельдера, получим: 

11

2 2 ( )
( )(1 ) ( ) ( ) (1 ) (1 ) ( ) .q

n n

pq
n n A

U U

dm dm



 

               
 

Отсюда, используя плотность  в , получим нужное 

утверждение. Следовательно, можно записать представление:

 

nU

( )qF A 

nU

( )nH U ( )qA 
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1 2

1
22

( )(1 )1
( ) ( ).

(1 )n

n

U

D g
D g z dm

z

 




 


 











  

Учитывая элементарные свойства оператора  (см. [6]), будем 

иметь: 

1 2

2

( )(1 )
( ) ( ) ( ).

1
n

n

U

D g
g z c dm

z

  
 



 


  

Пусть теперь f – произвольная функция из  и . Тогда 

2 11
( ) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( )

(2 ) n n

nn

T U

f g dm c w D g w    


     

2 1 2
2 2

( ) ( )
( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) ( ).

1n n

n
n n

T U

f dm
dm w c w D g w f w dm w

w

  
 



  


     (1.10) 

Оценим последний интеграл с помощью неравенства Гельдера: 

1

2 1 2 1
2 ( )1 ( )

(1 )
(1 ) ( ) ( ) ( ) .

(1 )

p
q

n

p

n A A
U p

w
w D g w f w dm w f D g

w


  
 






 
 





Отсюда следует, что если 

1 0

1
( ) lim ( ) ( ) ( ),

(2 ) n

nn

T

f f g dm


  
 

    

то этот предел существует и  

1
( ) ( )

( ) ,p
qA A

f f D g



 

  

то есть Ф – линейный непрерывный функционал на  и 

1

( )
.

qA
D g







  

Кроме того, имеем ( ) ( )zg z e  . Отсюда и из первой части теоремы 

следует, что имеют место оценки в (1.9).  

D

( )pA  0 1 

( )pA 
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Теперь перейдем к случаю , ,  . Пусть  

, ,  . Обозначим через 
1,..., n

p p
  
   

множество всех голоморфных в  функций  f, для которых при 

,   1,j n , выполняется оценка 

1

1
1 2

21

(1 )
( ,..., ) ,

(1 )

j

j
j

pn j j

n

j
p

j

z
D g z z

z








 

 
 



  

. Введем в 
p


  норму: 

2
2

1

1

( ) (1 )
sup ,

(1 )

p
n

p

z U
p

D g z z
g

z









 




 
 
 

  
 

    
 

 

где 

1

(1 )(1 )
.

(1 ) (1 )

j

j

n
j

j j j

zz

z z



 
 




       

  

Очевидно, что относительно указанной нормы множество 
p


  

превращается в банахово пространство. 

Теорема 1.5. Пусть Ф – линейный непрерывный функционал на 

, , , , ,   и 

пусть ,  определяется по (1.3) , . Тогда: 

1. 
p

g  , Ф представим в виде 

1 0

1
( ) lim ( ) ( ) ( ),

(2 ) n

nn

T

f f g dm


  
 

      (1.11) 

причем существуют положительные числа ,  , такие что 

1( ,..., )np p p 0 1jp  1,j n

1( ,..., )n   j S  1,j n

nU

2
j

j

jp







1( ,..., ) n

nz z z U 

( )pA 
1( ,..., )np p p 1( ,..., )n   j S  0 1jp  1,j n

( )ze  nz U ( ) ( )zg z e 

1( , )C p  2 ( , )C p 
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 1 2( , ) ( , ) .pC p g C p


       (1.12) 

2. Обратно: каждая функция pg


  

по формуле  (1.11) порождает 

линейный непрерывный функционал на , для которого справедливы 

оценки (1.12). 

Доказательство. 

Рассмотрим функцию . Ее можно представить в виде 

суммы кратного степенного ряда, который сходится равномерно внутри 

. Кроме того 

( )1 0
lim 0.pR AR

f f
 

   

Поскольку Ф – линейный непрерывный функционал на , то  

1 1... ,...,

0

( ) ( ),
n n

k
R k k k k

k

f c R 




  
1

1,..., 1 ... n

n

k k
k k nz z  .  

Следовательно, 

).(lim)( ,...,

0

...
01 11 nn kk

k

k

kk
R

Rcf 





  

Используя свойство ограниченности линейного непрерывного 

функционала, получим: 

1 1 1

( )
( ) ( ( ))

pz
A

D g z D e D g  


      . 

Учитывая оценку леммы 1.6, будем иметь: 

2

1

1 1

1 11
2 1( 2)

1 1

(1 )
( ) ... ( )

1

p

p

p
U U U

D g z dm
z





 








 
   
   
    



  

3

2

2 2

1

2 2
2 2 2( 2) ( 2)

2 2

(1 )(1 )
( ) ... ( )

1 1

n

n n

p

pp
n n

np p
n nU U

dm dm
z z

 

  
 

 
 

 


   
   

( )pA 

( ) ( )Rf z f Rz

nU

( )pA 
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1

2
2

(1 ) 2
, 2, 1, .

(1 )

p

j
j

p

j n
p

 



 

   
   



 

Следовательно,
pg   и pg


 . 

Прежде чем доказывать левую оценку в (1.12), установим обратное 

утверждение теоремы. Пусть pg


 . Докажем, что предел  

1 0

1
( ) lim ( ) ( ) ( ), ( ),

(2 ) n

p
nn

T

f f g dm f A


   
 

    

cуществует и представляет собой линейный непрерывный функционал на 

.  Пусть , тогда  при 
2

1
j

j
jp





  ,  

. Следовательно,  f  допускает представление 

2( ) ( , ) ( ) ( ), .
n

n
n

U

f z D z f dm z U    
 

Используя его, получаем следующее равенство: 

  

nn U

n

T

nn
dmfgDсdmgf ).()1)(()()()()()(

)2(

1
2

221 




  

Оценим интеграл: 

  

nU

ndmfgDI ).()1)(()( 2

221  

 

 

Получим оценку при n=2, так как при n>2 проходят аналогичные 

рассуждения. Учитывая, что pg


 , имеем: 

1 2
,1 2
,1 2 2

1 2

1 1

1 1 2 2
1 2 2 1 2 22 2

2 2
2 2

1 2

(1 ) (1 )
( , ) ( ) ( ).

(1 ) (1 )

p p

p p

U p p

I g f dm dm
 


   
   

 
 

        


 

  

Возведем обе части последнего неравенства в степень : 

( )pA  ( )pf A  1

1( ,..., )nf A  

1,j n

2p
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2 2
,1 2
,1 2

p p
p p

I g
 


. 

Так как , то 

2
1

1
2

1
2 2

,1 2
,1 2 2 2, 22

2 2
1

1
2 1

1 1
1 2 2 12

20 2 2
1

(1 )
max ( , ) ( )

(1 )

k

p p

k k l

p
p

p

pp p

k l U p

I g f dm
 
 

 
  



 

  

 
      
 
  

  

 

 

2

2 2
2

2 2
,2 2 2

2

(1 )
| | .

(1 )

p
k lp

 

 


 


 

Так как , то  

2 1

2 2 1
,1 2
,1 2 2 , 1 ,2 12 2 1 12 12 1

2 1 2 1

1 2

0 02 2

max max ( , )

k k

p p

k kk l k l

p p p

k kl l

I g f
 
  

 
   

 
  







   

2

1
21 2

,1 2,1 21 1 2 2 1 21 2 ,1 2

2 1 2 2
, , ( , )2 22 2 2 2

1 2

(1 ) (1 )
| | | |

(1 ) (1 )
p pp p

p

p
pp p

k l k l Ap p
g f

 
 

   

  

 
  

 

Следовательно, предел (1.11) существует и справедливо неравенство  

( )
( ) ( ) ,ppA
f c f g

 
   

то есть Ф – линейный непрерывный функционал на  и 

. 
pg


  

Кроме того, имеем . Следовательно, справедлива левая 

оценка в (1.12). Таким образом, 

 .pg


   □ 

 

  

20 1p 

10 1p 

( )pA 

( ) ( )zg z e 
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§1.6. Диагональное отображение в пространствах ( )pA   и построение 

линейного оператора продолжения с диагонали в поликруг 

 

В этом параграфе получена характеризация следов функций класса 

( )pA   на диагонали nU  при всех p  и  . При этом построен линейный 

оператор продолжения с диагонали поликруга в поликруг в пространствах 

( )pA  . Пусть 1( ,..., )np p p , 1( ,..., )n   , 
1

2

1

( ) ( ) ( ( ) )

n

j

p
n

p
p n j

j

t t t t  




  , 

(0,1]t . Через ( )np
pA  обозначим пространство аналитических в U 

функций, для которых 

1

2( )
( ) (1 ) ( ) .

n
n

pn
p

p
p

pA
U

f f z z dm z



  

    
  
  

Теорема 1.6.   Пусть ( )pf A  , 1( ,..., )np p p , 1( ,..., )n   , 

j S  ,
jj   , 0 jp   ,  1,j n  и ),...,(:))(( zzfzfD  , z U . Тогда 

( ) ( )np
pD f A  , при этом 

( ) ( )
( ) .p pn

pA A
D f f

   

Обратно: пусть ( )np
pf A   и 

np


  , 

1

1

( 2)
n

n
n j

jj

p

p
  





   . 

Тогда функция 

2 ( 2) 2
2

1 2 2
1

(1 ) ( ) ( )( 2) 1
( ,..., )

(1 ) ...(1 )

n

n

nU

f dmn
F z z

z z



 

  

  

 

 

 


 
  

принадлежит классу ( )pA   , ( )D f f , при этом справедлива оценка  

( ) ( )
,pp n

pA A
F f

   

то есть ( ) ( )pnp
pDA A  . 
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Доказательство. 

По лемме 1.7 имеем: 

,1 12 2

1 2 1

1

2 1, ,2 12 12 1

2 2 1 2 1

1
0 0 02 2 2

max ... max max ( ,..., )
k ln n

k kkn

k k kn k l k lnn n

p
n

k k kl l l

f
  

 

    

  
      

 
 
 




     

32 1

1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1

2 2 2
1 , , 2 , , , ,(| | ) | | (| | ) | | ... (| | ) | |

n

n

n n n n

p
pp p

p p

k l k l k l k l n k l k l  


 

        
  
  



( )
.n

p

p

A
f


   

Берем теперь только те члены, которые лежат на диагонали 

, ,..., , ...,k l k k l l   ; 2 2 1, 0,1,...k kl k     : 


2

1
1

,

12 1
2

1 1 , ,

0 2

max ... ( ,..., ) (| | ) | | ...

k

k k l

p

p
p

n k l k l

k l

f


  
 


 


   




   

3 1

2
1 1

2 2
2 , , , ,(| | ) | | ... (| | ) | |

n

n

p
p p
p

k l k l n k l k l 




      
 
 



1

,

12 1
2

1 1 , ,
0 2

max ( ,..., ) (| | ) | |

n

k

n

k k l

p

p
p

n k l k l
k l

f


  
 

 


   


 

 

2
1 1

2 2
2 , , , ,(| | ) | | ... (| | ) | |

np

p

k l k l n k l k l 


     


 

,

12 1
2

1 , ,
0 12

max ( ,..., ) (| | ) | |

n

k
j

n

k k l

p

pn
p

n j k l k l
k jl

f


  
 

 


  


 

    

Используя оценку леммы 1.1, получим 
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,

12 1
2

1 , ,

0 12

max ( ,..., ) (| | ) | |

n
k

j
n

k k l

p

pn
p

n j k l k l

k jl

f


  
 


 


   


 

    

1
2

2

1

( )( ) (1 ) (1 )(1 ) ( ).

n

n
j

pn
p p

n j

jU

D f z z z z dm z 




    
   

Таким образом,  

1
2

2

1

( )( ) (1 ) (1 )(1 ) ( )

n

n
j

pn
p p

n j

jU

D f z z z z dm z 




   
   

( )
,  n

p

p

A
f


0 jp   , 1,j n . 

Первая часть теоремы доказана. Докажем теперь обратное 

утверждение. Пусть ( )np
pg A  . Построим функцию , такую, 

что ( )( ) ( )D f z g z , z U . По лемме 1.3 

( ) , (0,1), 1,j
j t t t j n


    . 

Поэтому  

2( )
( ) (1 ) ( )n

pn
p

p
pA

U

g g z z dm z


    

1
2

2
1

( ) (1 ) (1 )(1 ) ( )
n

n
j

pn
p p

n j
jU

g z z z z dm z 




 
 

      

1
2

2

1

( ) (1 ) (1 ) (1 ) ( )

n

n jn j

p
n

p p

jU

g z z z z dm z
  



 
      

  

( 2)1

2
1

( ) (1 ) (1 ) ( )

n

j jn n

p
n

pp

jU

g z z z dm z










     

( )1

2
1

2

.( ) (1 ) (1 ) ( ), , 1,

n

jn
j

j
n

p
n

p
j

jU

p
g z z z dm z j n








 






      

( )pf A 
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Таким образом, если ( )np
pg A  , то ( )npg A  , где 

1

1

.( 2)
n

n
n j

jj

p

p
  





    Но тогда справедлива оценка  

/

1
( ) .

(1 ) np
g z

z



 

Отсюда следует, что 1( )g A n  при 
np


  . По лемме 1.7 

 

2 ( 2) 2
2

2

(1 ) ( ) ( )( 2) 1
( )

(1 )

n

n
U

w g w dm wn
g z

wz









 



 



 . 

Положим 

2
2

1

1

( 2) 2

2 2

(1 ) ( ) ( )( 2) 1
( ,..., ) .

(1 ) ...(1 )
n

nU

nw g w dm wn
f z z

wz wz



 





 

 

 


 


 

(1.13) 

Имеем: ( )( ) ( )D f z g z , nz U . Докажем, что
 

( )pf A  . 

Сначала предположим, что 1 jp   , 1,j n . Пусть  – произвольная 

функция из ( )qL  , где 1( ,..., )nq q q , 
1 1

1
j jp q
  , 1,j n . Тогда: 

2
( 2) 1

( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) (1 )
n n

n

U U

n
f dm


       



 
        

2 ( 2) 2

2 22

(1 ) ( )
( ) ( )

(1 )

n

n

U

w g w
dm w dm

w








 




 


  

Положим  

1 22

( ) (1 )
( ,..., ) ( )

(1 )n

n n

U

F z z dm
z 

  


 

 
 


  

2 ( 2) 2
2 22

( ) (1 )
( ) (1 ) ( ) ( ) ( )

(1 )n

n
n

U U

c w g w dm dm w
w




  
 



 



 
 


   

Тогда  
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22 2
1

( ) (1 )
( )( ) ( ).

(1 ) ...(1 )n

n

nU

D F z dm
z z 

  


  

 


 
  

Следовательно, по теореме 1.1 
*( )qF A  , где 

    * * *
1 ,..., nt t   , 

* ( ) ( ) , (0,1), 1, ,
( )

jq

j j
j

t
t t t j n

t



 


 
   

 
 

 

при этом 

 

*( ) ( )q qA L
F const

 
  . 

Тогда 

2 ( 2) 2
2 2( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )( ) ( ).

n

n
n

UU

f dm с w g w D F w dm w           

Так как 
*( )qF A  , то по первой части теоремы *( ) ( )nq

qD F A  , где  

1
* * * 2

1

( ) ( ) ( ) , (0,1).

n

j

qn
q

p n p

j

t t t t t  




  
  . 

Применяя неравенство Гельдера, получим: 

2 ( 2) 2
2(1 ) ( ) ( )( ) ( )n

U

w g w D F w dm w  

1

1
2

2

1

( ) (1 ) (1 )(1 ) ( ) .

n n
n

j

p pn
p p

n j

jU

g w w w w dm w 




 
     
  

 


 

Нетрудно заметить, что 

2 (( 2) 2)
*

/

(1 )
(1 )

(1 )

n

n n

n q

qq p

p

w
с w

w







 


 
  

. 

Поэтому  

( ) ( )
pp n

pA A
f g

 
. 

Теорема доказана при 1 jp   , 1,j n . Пусть теперь 0 1jp  , 

1,j n . Оценим интеграл (1.13) другим способом. Имеем: 
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1

1

2 ( 2) 2

22

(1 ) ( )
( ) ( )

(1 )

p
n

p

U

g
f z dm

z





 




 



 
 
  
 . 

Умножая на  1 1(1 )z   и интегрируя по U  , получим 

1
1 1 2 1( ) (1 ) ( )

p

U

f z z dm z   

12 ( 2) 2

2 1 1 2 12

(1 ) ( )
( ) (1 ) ( )

(1 )

p
n

U U

g
dm z dm z
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1

,

2 ( 2) 22 1

1 1 2 2 12
0 2

(1 ) ( )
(1 ) ( ) ( ).

(1 )

k

k
k l

p
n

k lU

g
c z dm dm z

z





 
 



  


  

 
  

  
 

    

Так как , то  

1
1 1 2 1( ) (1 ) ( )

p

U

f z z dm z   

1

,

2 ( 2) 22 1

1 1 2 2 12
0 2

(1 ) ( )
(1 ) ( ) ( )

1

k

k
k l

p
n

k l U

g
z dm dm z
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 1 1

.

2 1
2 ( 2) 2

0 2

max ( ) (1 )

k

k l k

p p n

k l

g



 

 
 


 

    

1

,

2
1 1 2 12 2

1

( )
(1 ) ( ).

1 ... 1
k l

p

U n

dm
z dm z

z z
 




 
 



 
  
 
  
 

   

Интеграл 

1

,

2
, 1 1 2 12 2

1

( )
(1 ) ( )

1 ... 1
k l

p

k l

U n

dm
I z dm z

z z
 




 
 



 
  
 
  
 

   

оценивается следующим образом: 

10 1p 
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1

1

,

1 1 2
, 2 1( 2) 2 2

1, 1

(1 ) ( )
( )

1 ... 11
k l

p

k l p
U nk l

z dm
I dm z

z zz
  

 

 
  



 
  

 
    

  , 

где ,k l  – некоторая точка из  ,k l . Применяя лемму 1.5, получим оценку 

1

1

,

1 1 2
, ( 2) 2 2 2

1 1

(1 ) ( )
,

(1 ) 1 ... 1
k l

p

k
k l p

k n

dm
I

z z
  

  

  



   
 

 
  

    
 

  

где

 

 1 1

1
1 ,

2
k k

  
   0,1,...k  Таким образом 

1
1 1 2 1( ) (1 ) ( )

p

U

f z z dm z   

1 1

.

2 1
2 ( 2) 2

0 2

max ( ) (1 )

k

k l k

p p n

k l

g



 

 
  
 

   

    

1

1

,

1 1 2
( 2) 2 2 2

1 1

(1 ) ( )
.

(1 ) 1 ... 1
k l

p

k

p
k n

dm

z z
  

  

  



   
 

 
  

    
 

  

Возведем обе чсти неравенства в степень , умножим на  и 

проинтегрируем по U, получим (1.14): 

2

1
1

2 2 1 1 2 1 2 2 2 2(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( ) (1 )

p

p
p

U U U

z f z z dm z dm z z  
 
    
 
 

    

 
1

1

1
.

,

2 1
1 1 2

( 2) 2 2 2
0 12 1

(1 ) ( )
max ( )

(1 ) 1 ... 1

k

k l k
k l

p

p k

p
k kl n

dm
g

z z
  

  


  

 


   
  

                 

   

2

1

1 1
2 ( 2) 2

2 2(1 ) ( ).

p

p

p n p
dm z

  

 


  
 

 

2

1

p

p 2 2(1 )z 
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Пусть сначала , тогда  

2

1
1

2 2 1 1 2 1 2 2(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( )

p

p
p

U U

z f z z dm z dm z 
 
  
 
 

   

2

1
2

2 2 1
,

2 1
1

2 2 ( 2) 2 /
0 2

(1 )
(1 ) max ( )

(1 )

k

k k l

p

pp

p p p
k lU

z g


 
 



 

 
 


    

  




 

2

2 2

,

22
2 22 2

2

( 2) 2( )
(1 ) ( )

1 ... 1
k l

p

n

p n pdm
dm z

z z
 




 
 



 
 
 

  
 

     



 

2

1
2 2 2

2 2 1
.

2 1
1 2 ( 2) 2

2 2( 2) 2 /
0 2

(1 )
max ( ) (1 ) ( )

(1 )

k

k l k

p

pp p n p

p p p
k l

c g dm z




 
 



 
 

 
 


    

  




   

. 

Повторяя предыдущие рассуждения, получим 

2

1
1

2 2 1 1 2 1 2 2(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( )

p

p
p

U U

z f z z dm z dm z 
 
 
 
 

    

2
2 2 1

1

,

2 1
2 2 / 2

1 2

0 2

max ( ) (1 ) (1 )(1 )

k

k k l

p
p p p

p

k l

g


     
 




 


       


   

2

,

2
2 2

2

( )

1 ... 1
k l

p

n

dm

z z
 



 
 



 
   

   
  

 . 

Предположим теперь, что , интеграл (1.14) оценим другим способом: 

2

1

1
p

p


2

,

2
2 2 2 22 2

2

( )
(1 ) ( )

1 ... 1
k l

p

U n

dm
z dm z

z z
 




 
 



 
        

 

2

1

1
p

p




 51 

2

1
1

2 2 1 1 2 1 2 2 2 2(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( ) (1 )

p

p
p

U U U

z f z z dm z dm z z  
  
  
  
  

       

 1

1
.

2 1
1

( 2) 2
0 2

(1 )
max ( )

(1 )

k

k l k

p

p
k l

g


 




 

 
 

 
 
 


 

1 2

2 2 1
1 1

1 1

,

2 ( 2) 22
2 22 2

2

( )
(1 ) ( ) .

1 ... 1
k l

p p
p p p

p p

p n p

n

dm
dm z

z z



 




 

 

 



  
      

       




 

Учитывая двойственность пространств 2 1/
2( )

p p
L   и 2( )qL  , где 

2

2 1

,
p

q
p p




 

можем утверждать, что существует функция
 2( )qL 

2( )
1qL 

  , такая что: 

2

1
1

2 2 1 1 2 1 2 2(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( )

p

p
p

U U

z f z z dm z dm z 
 
 
 
 

    

1

,

1 2
2 2

1
2,

2 1
( )1

( 2) 2
1 ... 10 2

(1 )
max ( )

(1 )
k l

p
k

k nk l

p dm

p
z zkU l

g
 




 

 



 



    
   
          







 

2

1

1 1( 2) 2
2 2 2 2 2(1 ) ( ) (1 ) ( )

p

p

p n p z z dm z  






 

    

1 1 1

1
,

2 1
1( 2) 2

( 2) 2
0 2

(1 )
max ( ) (1 )

(1 )

k

k k l

p p n p

p
k l

c g




 
 



 
 

 
 

 
  
 


   

2

1 1

,

2
2 2 2 2 22 2

1

( )
( ) (1 ) ( )

1 ... 1
k l

p
p p

U n

dm
z z dm z

z z
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1

1

1 1

.

2 1
1

( 2) 2
0 2

( 2) 2 (1 )
max ( ) (1 )

(1 )

k

k l k

p

p
k l

p n p
g



  
 



 

 
 


 

 



 


   

2

1 1

1

,

2. 2 2
2 2( 2) 2 2

2 3

( ) (1 ) ( )
( ) .

1 1 ... 1
k l

p
p p

p
U n

z z dm
dm z

z z z
  

 

  
  



 
     

    
  

   

Пусть 
1

2 2 2
2 2( 2)

2

( ) (1 )
( ) ( )

1
p

U

z z
F dm z

z








 



 . Тогда по теореме 1.1 

*
2( )qF A  , где  

1( 2) 2
*
2 ( ) ( ) , (0,1),

( )

q
p

j
j

t
t t t

t



 


  
  

 
 

 

при этом 

*
2 2( ) ( )

.q qA L
F c

 
   

Отсюда имеем 

2

1
1

2 2 1 1 2 1 2 2(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( )

p

p
p

U U

z f z z dm z dm z 
 
  
 
 

   


















  )()1)(1()1()(max
)//1(2

1

2)2)(1(

0

12

2

2111

1

1

.

 


Fg

ppqpnp

k l

p

j

k

k kl

  

2

1 1

,

1
*
2 2

* 2 2
2 3

(1 ) ( )
.

(1 ) 1 ... 1
k l

p
p p

q

n

dm

z z
 

  

   
 



                

  

Применяя неравенство Гельдера, получим: 

2

1
1

2 2 1 1 2 1 2 2(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( )

p

pp

U U

z f z z dm z dm z 
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1 1 1

,

2 1
( 1)( 2) 2

1

0 2

max ( ) (1 ) (1 )

k

k k l

p p n p

k l

g



   

 
  


 

      

 

 
1

2 2
1 1

1 2

,

2 /
2

1 2 2

3*
2

(1 ) ( )

1 ... 1
(1 )

k l

p
p p

p p
p p

nq

dm

z z
 

 

 
 

 



  
     

        




.

2
1

1
1 2

2 1
*
2

0 2

max ( ) (1 ) (1 )

k

k l k

p

p
q q

q q

k l

F


   
 


 


   
         

      


 

2 2 2

.

2 1
( 1)( 2) 2

0 2

max ( ) (1 )

k

k l k

p p n p

k l

c g



 

 
  


 

   
 

1
2

2
1

1 *
2 2

,
1

2
2

12 2 ( )
3*

2

(1 ) ( )
(1 )

1 ... 1
(1 )

q

k l

p p
p

p
p

p A
nqp

dm
F

z z
  

 
 

 
 

 


 
         

  
 

  

2
2 2 2

1

.

2 1
( 2)( 2) 2 2

1 2

0 2

max ( ) (1 ) (1 ) (1 )(1 )

k

k l k

p
p p n p

p

k l

c g



      

 
  


 

         

2

,

2
2 2

3

( )
.

1 ... 1
k l

p

n

dm

z z
 



 
 



 
 
 
  
 

  

Таким образом, для любых 1 2, 1p p    имеем: 

2
,1 2

1 2
3

( , )
( , ,..., ) p p

p
n

A
f z z

 


 

2
2 2 2

1

,
1

2 1
( 2)( 2) 2 2

1 2

0 2

max ( ) (1 ) (1 ) (1 )(1 )

k

k k l
j

p
p p n p

p

k l

g
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2

,

2
2 2

3

( )

1 ... 1
k l

p

n

dm

z z
 



 
 



 
 
 
  
 

 . 

Повторяя проведенные выше рассуждения n–2 раза, получим: 

2 1
1

,

2 1
2 2 /

1( )
0 2

max ( ) (1 ) (1 ) (1 )

k
n

n n
p

k k l

p
p p p p p

p
A

k l

f g
 

    
 




 

         

2
2

,

2 / 2
2 2(1 ) (1 ) ... (1 )(1 ) ( ) .

n

n
n

k l

p
p

p p
p n dm      



 
         
 
 

  

Но поскольку 2
2 ,( ) (1 )k lm   , то применяя лемму 1.1, приходим к 

оценке: 

( )( )
pnp

p

p

AA
f g


.□ 
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ГЛАВА II ВЕСОВЫЕ ПРОСТРАНСТВА ТИПА БЕРГМАНА СО 

СМЕШАННЫМИ НОРМАМИ В ПОЛИКРУГЕ  

 

В этой главе мы исследуем пространство тех функций ( )nf H U , 

для которых 1( ,..., , )p nM r r f

 

принадлежит пространству  ,q
nL Q , здесь

    
1

1 1 ,
n

j j

j

r r 



  

1 2

1

1 1 2 1( ,..., , ) ( , ,..., ) ...n

n

pp
ii i

p n n n

T

M r r f f r e r e r e d d
   

 
 
 
 
 . 

В дальнейшем через 
,

( )
p q nL U


 обозначим класс измеримых по 

Лебегу в  
nU функций f , для которых   

1

, = (1 ) | ( ) | ( ) < .

q q
p

p
p q nL

nQ Tn

f r f rw dm w dr







 
  
   
  
  

 

   

Подпространства аналитических функций из 
,

( )
p q nL U


 будем обозначать

,
( )

p q nA U


 или 
,

( ).
p q nA U


 

 

§2.1. О некоторых оценках в пространствах 
,

( )
p q nA U


 при 0 ,  p q   

Определим следующую функцию 

=1

1 1
( ) : = ,

(1 ) (1 )

n

j
qp qp

j

  
 

 



 

  
1

0 < < ,
pq

 =
1

p
q

p 
.  

Используя соображения, применяемые при доказательсве леммы 1.6, 

легко получить следующий результат. 
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Лемма 2.1.  Пусть ,j S    и 0 < < 1 ,j j   =1,..., ,j n  тогда при 

1= ( ,..., ) .n nr r r Q  

1

(1 ) ( ) (1 ) ( )
.

(1 ) (1 )Qn

d r r

r r

 

 

      



 



 

 


   (2.1)

 

В этом параграфе мы изучаем поведение некоторых интегральных 

операторов в пространствах 
,

( )
p q nL U


 при1 , <p q  .  

Теорема 2.1.  Пусть
 

,j S   как и ранее, ( ) = ( ) ,
( )

q
j

jj
j

t
t t

t



 


 
 
 
 

 

(0,1),t  1 ,j n   > ,  1< , <p q  . Тогда оператор  

22

(1 | |)
( )( ) = ( ) ( ),

(1 )

n
n

nU

T f z f dm z U
z

 

 
 











  

отображает пространство 
,

( )
p q nL U


 в пространство
,

( )
p q nA U


, причем  

,,Τ   p qp q LA
f f






.  

Доказательство.  

Предположим, что
,

( )
p q nf L U


 , тогда, применяя неравенство 

Минковского, имеем 

1

| ( )( ) | ( ) =

p
p

n

nT

T f r dm  

 
 
 
 



1

2

(1 )
= ( ) ( ) ( )

(1 )

p p

n n

n nQT Tn

f w dm w d dm
r w 

 
   







 
 

 
  

 

    

1

2

(1 )
( ) ( ) ( ) .

(1 )

p p

n n

n nQ T Tn

f w dm w dm d
r w 
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Затем мы применим неравенство Гельдера с =
1

p
p

p



 

1

2

(1 )
| ( )( ) | ( ) | ( ) | ( )

|1 |

p
p p

n n

n n nQT T Tn

T f r dm f w dm w
r w

 

 
  







  
   

   
  

     

1

2

(1 )
( ) ( ) .

|1 |

p p
p

n n

nT

dm w dm d
r w 

 
  









  

  
  
  



  

Легко видеть, что  

2 1

( ) 1
.

|1 | (1 )

n

nT

dm w

r w r    
  

Тогда, меняя порядок интегрирования получаем  

11

1

(1 )
| ( )( ) | ( )

(1 )

pp
p

n

n QT pn

T f r dm

r

 

 
 










 
  

 
 



   

1

2

( )
(1 ) | ( ) | ( )

|1 |

p
p n

n

n nT T

dm
f w dm w d

r w 


    


 

 
  
 
 

   

1 1

1 1

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )

p p

Q p pn r r

 

   

 


 

 



 

 



1

1

(1 )
| ( ) | ( ) =

(1 )

p
p

n

n QT n

f w dm w d
r 

 
  







 
  

  
 

   

1

| ( ) | ( )

p
p

n

nT

f w dm w d  

 
 
 
 

 . 

Возводим в степень q , 1< <q  , умножаем на   и интегрируем 

полученную оценку по кубу nQ  
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= (1 ) | ( )( ) | ( )

q

p
p

n

nQ Tn

I r T f r dm rdr   

 
 
 
 

   

1

1

(1 )
(1 ) | ( ) | ( ) .

(1 )

q

p
p

n

nQ Q Tn n

r f w dm w d rdr
r

 

 
   







 
  

   
  
  

 

    

Далее, умножаем и делим правую часть последнего неравенства на 

функцию ( )  , после чего применяем неравенство Гельдера с 

показателем = ,
1

q
q

q



получим 

1

(1 )
(1 ) | ( ) | ( )

(1 ) ( )

q

p
p

nq
nQ Q Tn n

I r f w dm w d
r

 


 
   

  





 
  

  
 

    

1

(1 ) ( )
.

(1 )

q

qq

Qn

d rdr
r





   
 








 
 

  
 

  

Согласно (2.1):   

1

(1 ) ( ) (1 )
(1 )

(1 ) (1 ) ( )

q
q q

q
Q Qn n

r r
I r

r r


  



   


  

 
 



  
  
   

   

| ( ) | ( ) .

q

p
p

n

nT

f w dm w d rdr  

 
 
 
 

       (2.2) 

 Очевидно, что  

(1 ) ( ) (1 )
(1 ) = (1 )

(1 )(1 )

q
qq qr r r

r r
rr
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1
(1 )

( ) = (1 ) ( ), .
(1 )

q

q q
n

r
r r r r Q

r


 


 




 

   
  

 

Тогда оценка (2.2) примет вид  

1

(1 ) ( ) (1 )
| ( ) | ( ) .

(1 ) ( )

q

q p
p

nq
nQ Q Tn n

r r
I f w dm w d rdr

r







  
  

  





 
      
  
  

 

    

Далее меняем порядок интегрирования и, в соответствии с леммой 1.6 

имеем, 

(1 ) | ( ) | ( ) .

q

p
p

n

nQ Tn

I f w dm w d    

 
 
 
 

   

Итак, , ,Τ  p q p q
A L

ff
  

. 

В дальнейшем нам потребуется также следующее утверждение: 

Лемма 2.2.  Пусть ( ), 0 < 1nf H U p  . Тогда справедлива 

следующая оценка  

1
1

2 2 21
1 1

=1

(1 ) ... | ( ,..., ) | ...
n

iip n
j n n

j

r f r e r e d d

 


 

 


 

    

1

1
1 1... | ( ,..., ) | ... .

pii pn
n nf r e r e d d

 


 

 

 

 
 
 
 
   

Доказательство. 

Рассмотрим интеграл 

2 21
1 1= ... | ( ,..., ) | ... =

ii n
n nI f r e r e d d

 


 

 

 

   

2 2 2 2 11 1
1 1 1= ... | ( ,..., ) | | ( ,..., ) | ... .

i ii ip pn n
n n nf r e r e f r e r e d d
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Как хорошо известно, для класса Харди справедлива следующая оценка(см. 

[18]): если
pf H , то 

1
1 11

=1

| ( ,..., ) | , = ( ,..., ) .

(1 )

pii Hn
n n n

n
p

j

j

f
f r e r e r r r Q

r






  
 

Теперь, с учетом этой оценки, мы получим 

1
1

1
1 1

2 2 11
1 1

=1

... | ( ,..., ) | ...

| ( ,..., ) | .

(1 )

p

pii pn
n n

ii pn
n

n
p

j

j

f r e r e d d

f r e r e

r

 


  

 



 

 
  
  
   

 
 
 
  
 

 


 

Таким образом 

1
1

2 21
1 1

=1

... | ( ,..., ) | ... (1 )
n

ii p pn
n n j

j

I f r e r e d d r

 


 

 


 

    

1
1

1
1 1... | ( ,..., ) | ... .

pii pn
n nf r e r e d d

 


 

 



 

 
 
 
 
   

Используя свойство монотонности  функции 1( ,..., , )p nM r r f  

получим 

2 21 1
1 1 1 1... | ( ,..., ) | ... ... | ( ,..., ) | ... .

i ii ip pn n
n n n nf r e r e d d f r e r e d d

   
  

   

   

   

   

 

Отсюда следует, что 

1
1

1
1

1 1

=1

(1 ) ... | ( ,..., ) | ... .
n pii pp n

j n n

j

I r f r e r e d d

 


 

 


 

 
 
 
 

    

Поэтому 
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1
1

2 2 21
1 1

=1

(1 ) ... | ( ,..., ) | ...
n

iip n
j n n

j

r f r e r e d d

 


 

 


 

    

1

1
1 1... | ( ,..., ) | ... .

pii pn
n nf r e r e d d

 


 

 

 

 
 
 
 
 

□

 

Из  леммы 1.1 легко получить следующий результат. 

Лемма 2.3.  Пусть f  – неотрицательная субгармоническая в 
nU  

функция 0 < 1,p   ,j S   1= ( ,..., ),n    1,j   =1,...,j n , тогда 

имеет место следующая оценка 

2 2

2 2

=1 =1

| ( ) | (1 | |) ( ) | ( ) | (1 | |) ( ).

p
n n p ppj j

j n j n

j jn nU U

f z z dm z f z z dm z
   

 
  
 
 

  

 

Докажем теперь следующую лемму:  

Лемма 2.4.  Предположим, что 0 < 1q  ,0 < <p   и

, ( )p q nf A U . Тогда справедлива оценка  

1
1 1

1

(1 )(1 ) | ( ) | ( )

p
q pq

n

nQ Tn

r r f r dm rdr  




 
  
 
 

   

1

(1 ) | ( ) | ( ) .

q q
p

p
n

nQ Tn

r f r dm rdr  

 
  
  
  
  

 

   

Доказательство. 

 Рассмотрим интеграл 

1
1 1

1

= (1 )(1 ) | ( ) | ( ) =

p
q pq

n

nQ Tn

I r r f r dm rdr  
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1
1 11 1 1

1 1 1

=10 0

= ... | ( ,..., ) | ( )... ( ) (1 )(1 )

p n
qp q

n n n j j j jj
jnT

f r r dm dm r r r dr    
 

     
 
 

  

11 111
1112 2

1 1 1
,..., =0 1 11 1 1

12 2

= ... | ( ,..., ) | ( )... ( )

kk n p
p

n n n
k k nn T

k kn

f r r dm dm   






 

 
  
 
 

   

1 1
1

=1

(1 )(1 ) .
n

q q
j j j jj

j

r r r dr


    

Заметим, что если 1 1

1 1
= 1 , = 1 , , = 1,

2 2
k k jk kj jj j

r r k j n 
   , тогда

1

1 1 1
,..., =0 1 11 1 1

................

1

| ( ,..., ) | ( )... ( )max

p
p

n n n
r r rk k nk kn T

r r rk n kn n

I f r r dm dm   


  

  




  
   

 
  





 

 

1 1
1

1

=1

(1 )(1 ) ( )
n

q q
k k k kj j j j j

j

r r r r







    



  

1

1 1 1
,..., =01

| ( ,..., ) | ( )... ( )

p
p

n n n
k k nn T

f r r dm dm   
  

  
 
 

   

1 1

1 1 1 2

=1

(1 )( ) , = ( ,..., ), [ ; ].
n

q q
k k k n j k kj j j j j j

j

r r r r r r r r r        

В предыдущем неравенстве мы использовали тот факт, что если 

1,k j kj j
r r r    то 1 1(1 ) (1 ) = 2(1 ) = 2( )j k k k kj j j j

r r r r r       и 

(1 ) (1 )j j j k j
r r     1(1 )j k j

r  ,1 j n  . 
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Далее, воспользуемся тем, что функция 1( ,..., , )p nM r r f  монотонно 

возрастает  по каждой переменной на  0,1 .  Принимая это во внимание, 

получаем 

1 1 1
=( ,..., ),1

1

| ( ,..., ) | ( )... ( )max
p

n n n
r r r nn T

r r rk j kj j

f r r dm dm   

  

  

1 1 1| ( ,..., ) | ( )... ( ),p
n n n

nT

f dm dm      1 2[ ; ], = 1, .j k kj j
r r j n    

Теперь, используя элементарное неравенство ( ) ,q q qa b a b    

 , 0,a b  , 0 < 1,q 
 
получаем: 

1
1

1 1 1
,..., =0 =11

| ( ,..., ) | ( )... ( ) (1 )

p n
qp

n n n kj j
k k jnn T

I f r r dm dm r    



 
   
 
 



   

1
1

1 1 1 1
,..., =01

( ) | ( ,..., ) | ( )... ( )

q
q

pq
pq

k k n n nj j
k k nn T

r r f r r dm dm   






  
    
     

 

1

1

=1

(1 )( )
n q

j k k kj j j
j

r r r 


  



  


221

1 1 1
,..., =01 1 11

... | ( ,..., ) | ( )... ( )

rr kk qn
p p

n n n
k k nr rn Tk kn

f r r dm dm   




 




 
 
 


   

 

1

=1

(1 )
n q

j j j j

j

r r dr
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1

1 1

1 1 1

=10 0

... | ( ,..., ) | ( )... ( ) (1 ) .

q q
p n

p
n n n j j j j

jnT

f r r dm dm r r dr    

 
  
  
  
  

 

    

В результате мы получаем 

1

(1 ) | ( ) | ( ) .

q q
p

p
n

nQ Tn

I r f r dm rdr  

 
  
  
  
  

 

  □ 

 

§2.2. Характеризация следов функций в пространствах 
, ( )p q nA U  

 

В следующей теореме дается полная характеризация следов функций 

из пространства 
, ( )p q nA U  на диагонали поликруга. Обозначим  

( 1)( 1)

1

( ) ( ) , .

q
n n

p
n j n

j

t t t t Q
 



     

Теорема 2.2.  Пусть ,j S   1 ,j n   0 < , < .p q   Тогда 

следующие утверждения равносильны:   

    1.  функция ( )g H U  представима в виде ( ) = ( )( ),g z D f z  

,z U  
, ( );p q nf A U  

    2.  
,

( ),
p q

n
g A U


 то есть 

,, ( ) = ( ).
p qp q n

n
DA U A U 

 

 Доказательство. 

Докажем сначала включение 
,, ( ) ( ).

p qp q n

n
DA U A U 

  Обозначим 

1
= 1 ,

2
k k

r   1 1

1
= 1

2
k k

r  
  и , = ,

2
k l k

l
  , 1

( 1)
=

2
k l k

l
 


 и ( ) = ( ),f z DF z  

, ( ),p q nF A U z U .  

Pассмотрим следующий интеграл 
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1

,
( )

0

= = (1 ) | ( ) | =

q

p
q i p

np q nA U
n

I DF r f re d dr








 

 
  
 
 

   

1 ( 1)( 1)

=0 =1

= (1 )(1 ) | ( ) | .

q
qrk n n p

i pp
j

k jrk

r r f re d dr






 
  



 
  
 
 

    

Из результатов первой главы следует, что если ,S  то для всех 

, (0;1),x y  0 < <1x y  справедлива следующая оценка  

                   

( )
.

( )

x x y

y y x

  



   
   

  
                                             (2.3) 

Итак, если 1k kr r r   , то (1 ) (1 )kr r   12(1 )kr   12( )k kr r   

и (1 )j r   1(1 ) (1 )j k j kr r       (согласно (2.3)). 

Соответственно получаем 

( 1)( 1) 1

1 1 1
=0 =1

(1 )( ) | ( ) | =

q
q

n n p
i pp

j k k k k
k j

I r r r f r e d






 
   

  



 
   
 
 

   

1 1 1
=0 =1

= (1 )( ) | ( ) | ) =

q
q q

n n n p
i pp p

j k k k k
k j

r r r f r e d






 
  

  



 
  
 
 

   

, 12 1

1 1 1
=0 =1 = 2 ,

= (1 )( ) | ( ) | ) .

q

q q pk k ln n n
i pp p

j k k k k
kk j l k l

r r r f r e d







 

  

  



 
 

   
 
 

  
 

 В соответствии со свойством (2.3) получаем 

, 1 , 1( ) = (1 ) = 2 ( ),k l k l k k kr r r        тогда:  

2 1

1 1 1
( ; )=0 =1 , , 1= 2

(1 )( ) | ( ) |max

q q kn n n
i pp p

j k k k k
kk j k l k ll

I r r r f r e 

  


  

  
 


  



   

, 1 ,( )

q

pk l k l  
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2 1

1 1 1 1
( ; )=0 =1 , , 1= 2

(1 )( ) | ( ) | ( ) .max

qkn
pn i p n

j k k k k k k
kk j k l k ll

r r r f r e r r

  


 

   
 


    



 
 

Снова воспользовавшись тем, что    , 1 , 12 ,k l k l k rr r       получаем 

2 1

1 , 1 ,
( ; )=0 =1 , , 1= 2

(1 )( ) | ( ) | ( ) .max

q
k pn

n i p n
j j j j k k l k l

jk j kj lj kj ljl

I r r r f r e 

  
  

 

 
 

 
   
 
 

 

 

Ясно, что 

1 1
=0 =0 =11

... (1 )( )
n

j k k kj j j
k k jn

I r r r
 

      

1

1

1
, , 11

1 1

2 1 2 1

1 1
( ; )

2 2

max | ( ,..., ) |

kk n

n

n
k k j k l k ln j j j j

ii p
k k

l l

F r e r e


   

 

 


 









 

 

111

1
1

, 1
0 01 1

( )) ... ... (1 )

kk n

j j j j

n k kn

q rrn n
p

k l k l j j
k kj jr r

a a r

 


  

      

1 11

1

1
1 1 11

, 1, 1
2 1 2 1

1 1 1

2 2 , ,

| ( ,..., ) |

q

pkk n k nk n

n

k kn
k k nn

ll

ii p
n n n

l l l l

F r e r e d d dr dr





 

 


 

 

 
  
 
 
 

   

1 1 1 1 1 ,
( )

= (1 )... (1 ) | ( ,..., | ( ) ... = .

q

p
qp

n n n n n n p q nA U
nQ Tn

r r F r r dm dr dr F



    

 
  
 
 

 

Итак, первое утверждение теоремы установлено. 

Докажем второе утверждение. Пусть 
,

( ),
p q

n
g A U


  Покажем, что 

можно построить функцию 
, ( )p q nf A U  такую, что ( )( ) ( ),D f z g z z U   

Cогласно лемме 1.7, функция g  допускает представление 
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2

2

11
, .

1

n

n
U

gn
g z dm z U

z





 


 




 




                        (2.4)

 

Положим  

 
   

   
   

2

1 2 1

...

11
,..., , ,..., ,

1 11

n

n n

U

gn
f z z dm z z z U

z zn



 

 


  




  

 
  

 где   положительное достаточно большое число. 

Очевидно, что ( )( ) ( ),D f z g z z U   Кроме того, f – аналитическая 

в 
nU функция. Докажем, что 

, ( ).p q nf A U  Здесь доказательство 

распадается на несколько шагов. Рассмотрим их подробнее: 

Шаг 1. Сначала предположим, что 1 , .p q    Пусть  nf H U , 

по теореме Хана–Банаха и теореме Бенедека–Панцоне (см. [42]) имеем  

, 2
,

1

= ( ) ( ) (1 | |) ( ) =supp q nA
p q nL U

f f dm
 



     
 



  

2
1,

= ( ) ( ) (1 | |) ( ), = , = .sup
1 1

n
p q nL U

p q
f dm p q

p q


     
  

 
   

Рассмотрим интеграл  

,
,1 2= ( ) ( ) (1 | |) ( ), : = 1.p q

p qn L
nU

I f dm L


       
 

     

Подставляя (2.4) в 1I , получим 

2

1 2 2

1

(1 ) ( )
( ) (1 ) ( ) ( )

(1 )
n

n

П nn
UU

j

j

w g w
I dm w dm

w





    








 



 


 

   
 

 
   

1

2
2 2

(1 )
1

1
n

n

j

n
n

U U

w g w dm dm w

w j
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1

2
2 2

(1 )
1 .

1
n

n

j

n
n

U U j

w g w dm dm w

w





   





  
 


   

Положим  

 
 

 
   2 1

1

(1 )
, ,..., .

1n

n
n nn

U

j

F z dm z z z U

zj



   









  


  

Согласно Теореме 2.1 имеем, что 
*

,
,

p q
F A



 
 где  

2
* * *

=1

( ) = ( ), ( ) = ( ) , (0;1)
( )

q
n

j j j
jj

t
t t t t t

t



   


 
 

 
 


.

 

при этом  

, ,
*

p q p q
A L

F c




     . 

В то же время  

2
1 2(1 | |) ( ) ( )( ) ( ).n

U

I w g w D F w dm w  

Но поскольку *

,
,

p q
F A



 
  то по первой части теоремы    *

,
,

n

p q nD F A U
 


  

где  

 
  

 
    

   
1 1 1 1 2 1* *

1 1

, 0;1 .

q q

p p
n nn n nq q

n j j

j j

t t t t t t


 

 

 
      

 

      

Поэтому 

        
2

1 21
n

U

w g w D F w dm wI
 

   

 

 

        

1

2
21

1
1 .

1

q
n

U q

w
w g w D F w dm w

w










 



  

Заметим также, что  

2 (1 1)n n       
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

' ' ' '
n n n n

p p q q p q p q p q p q
 

         
                       

         

 

1 1 1 1 1 1
( 1) 1 1

' ' ' '
n n n

p q p q p q


     
               

     
 

1 1 1 1 1 1
2 ( 1)

' ' ' '
n n n n

p q p q p q


     
              

     
 

1 1 1 1 '
( 2) ( 1) ( 1) , 1 ',

' '

q
n n n q

p q p q q


   
            

   
 

тогда, дважды применяя неравенство Гельдера, сначала с показателем 

' ,
1

p
p

p



  а затем с показателем ' ,

1

q
q

q



  имеем 

1
1 1 1 11 ( 2) ( )( 1) ( )( 1)

1 1
0

(1 )
| | (1 )

(1 )

qn n n
p q p q

q

I
  



 

      
  




 



  

    
1 1 1 11 ( 2) ( )( 1) ( )( 1)

0

(1 )
n n n

i i p q p qg e D F e d d

 
 



    
      

 



      

1 1 1

1

(1 )
| ( ) | | ( )( ) |

(1 )

q p p
i p i p

q

g e d D F e d d

 
 

 

 
    

 




 



   
    
   
   



 

1

1 ( 1)( 1)

0

(1 ) (1 ) | ( ) |

q qq
n p

i pp g e d d






     
 





 
  
     
    

 

   

1

( 2) ( 1)( 1)
1

0

(1 )
| ( )( ) | =

(1 )

q qq
nq n

p p
i p

q

q

D F e d d
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1

1 ( 1)( 1)

0

= (1 ) (1 ) | ( ) |

q qq
n p

i pp g e d d






     
 





 
  
    
    

 

   

1

1 ( 2) ( 1)( 1)
1

0

(1 ) (1 ) | ( )( ) | =

q qq
nq n p

q i pp D F e d d






     

 
    

 




 
  
    
    

 

 

 

 , ,
*

.p q p q

n
n

A A
g D F  




  

Но в силу первой части теоремы  

, ,
*

( ) .p q p q
A L

D F c




      

Следовательно получаем ,1 p q

n
A

gI


, то есть    

,, .p qp q
A A

n

f f
 

 

Итак, в случае 1< , <p q   теорема доказана. 

Шаг 2. Пусть 0 < , 1p q  . Напомним, что квазинорма определяется 

следующим образом: 

,
= (1 ) | ( ) | ( ) .

q

p
q p

np q
A

nQ Tn

f r f rw dm w dr





 
 
 
 

   

Воспользуемся представлением (2.4) и учтем, что 0 < 1p  , тогда по лемме 

2.1 получаем 

2

2,

=1

(1 | |) | ( ) |
(1 ) ( ) ( )

|1 |

q
p p

n
q

np q nA
nQ UTn j j

j

z g z
f r dm z dm w dr

r zw
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2 2 2

2

=1

(1 | |) | ( ) |
(1 ) ( ) ( ) .

|1 |

q

p

n p p p p

nn
pnQ UTn j j

j

z g z
r dm z dm w dr

r zw






  



 
 
 

  
 


 
 

  


 

Теперь меняем порядок интегрирования 

2
2,

=1

( )
(1 ) (1 | |) | ( ) | ( ) =

|1 |

q

p

q n p p n
p q nA pnQ U Tn j j

j

dm w
f r z g z dm z dr

r zw





 


 
 
 

  
 


 
 

  


2
2

=1

( )
= (1 ) (1 | |) | ( ) | ( )

|1 |

q

n p
jn p p

p
j j jQ Un

dm w
r z g z dm z dr

r zw







 




 
  
  

  

1 2

10

=1

(1 )
(1 ) | ( ) | .

(1 )

q

p

n p
i p

n
pQn j

j

r g e d d dr

r




 


   






 

 
 
 

  
 


 
 

  


 

В итоге, получим 

1 2

,
10

=1

(1 )
(1 ) | ( ) | .

(1 )

q

p

n p
q i p

p q nA pQn j

j

f r g e d d dr

r




 


   






 

 
 
 

  
 


 
 

  


         

(2.5) 

Далее, так как 0 < , 1p q  , то возможны два случая: 

2.i) Пусть сначала 0 < 1
q

p
 . Рассмотрим оценку (2.5) и снова 

воспользуемся леммой 2.3 для 0 < 1
q

p
 , тогда 
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2 1
1

,
0

=1

(1 )
(1 ) | ( ) | =

(1 )

q q q
n q

p p p
q i p

p q qA n qQ pn
j

j

f r g e d d dr

r






 


   



  


 

 
 
 
 



  



 

1
1

0

=1

(1 )
= (1 ) | ( ) | .

(1 )

q q
n q

p p
i p

q
n qQ pn

j

j

r g e d d dr

r






 


   



 


 

 
 
 
 



  



 

Теперь снова меняем порядок интегрирования 

1 1

,
0

=1

(1 )
(1 ) | ( ) |

(1 )

q
q

n q p
q i pp

p q qA n qQ pn
j

j

r dr
f g e d d

r




 


   



 




  
 
 
 



  



1 11

=10 0

(1 )
(1 ) | ( ) |

(1 )

q
q

nn q p
j j ji pp

q
qj

p
j

r dr
g e d d

r







   



 



  
 
 
 



    

1
1

=10

(1 )
(1 ) | ( ) | .

(1 )

q q
n q

n p p
i p

j q
qn n nj

p

g e d d






 


    



 

  

 
 
 
 



   

Окончательно, имеем 

1 1

,
=10

(1 )(1 ) | ( ) | =

q
q q

n n n p
q i pp p

jp q
A

j

f g e d d




 

     
  



 
  
 
 

   

1

,
0

(1 ) | ( ) | = .

q

p
qi p

n p q
A

n

g e d d f






   



 
   
 
 

   

Теорема доказана и в этом случае. 

2.ii) Пусть теперь1 < <
q

p
 . Рассмотрим оценку (2.5) 
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1 2

,
10

=1

(1 )
(1 ) | ( ) | .

(1 )

q

p

n p
q i p

p q nA pQn j

j

f r g e d d dr

r




 


   






 

 
 
 

  
 


 
 

  


 

Положим 
1

= 1 , .
2

m m
m Z    Тогда 

1 2

,
1=0

=1

(1 )
(1 ) | ( ) |

(1 )

q

p

k n p
q i p

p q nA pkQn k j

j

f r g e d d dr

r

 


  


   



 


 

 
 
 

  
 


 
 

  


1

1=0

=1

(1 )
(1 ) | ( ) | .

(1 )

q

p

n p
i pk

kn
pkQn j k

j

r g e d dr

r




 


  






 

 
 
 

  
 


 
 

 


 

Теперь возведем  в степень1 < <
q

p
 , воспользуемся неравенством 

Гельдера с показателем 

'

= =
q q

s
p q p

 
 

 
 = =

1

s q
s

s p



 и пусть   – 

произвольное число, такое что >1,s  тогда 

1 1
2

,
1=0

=1

(1 )
(1 ) | ( ) |

(1 )

q

p

n p
s s

q i pk
kp q nA pkQn j k

j

f r g e d dr

r
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2 1

=0

=1

(1 )
(1 ) | ( ) |

(1 )

q q
n q

p p
i pk

kq q
n qkQ p pn

j k

j

r g e d

r






  


  



 



  

 
   
 
 



 


 

/

=0

=1

(1 )

(1 )

q p

s

k

n
sk

j k

j

dr

r 







 
 
 

 
 


 
 




 

2
1

=0

=1

(1 )
(1 ) | ( ) |

(1 )

q q
n q

k p p
i p

q q
n qkQ p pn k

j

j

r g e d d

r

 


  


   







  

 
  
 
 



  



/

1

=0

=1

(1 )

q p

s

k

n
sk

k j

j

d
dr

r











 
 
 

 
 


 
 

 


 

2
1

0

=1

(1 )
(1 ) | ( ) |

(1 )

q q
n q

p p
i p

q q
n qQ p pn

j

j

r g e d d

r






  


   






  



     

 
  




  


 

1

1

0

=1

.

(1 )

q

p

n
s

j

j

d
dr

r 





 
  
  
  

  
  
  
  






 

Оценим последний интеграл отдельно. Пусть 
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1

2

0

=1

= .

(1 )
n

s
j

j

d
I

r 








 

Положим  
0

max = <1j jr r  тогда 
0j jr r  и 

0
1 1 , =1,...,j jr r j n   , 

следовательно 

0

1

2 1
0 0

1,

1

(1 )
(1 )

n s
s j

j

j j j

d
I

r
r








 









0

1 1

0

1,

1 1

(1 )
(1 )

n s
s j

j

j j j

r
r




 

 






 

1

=10 0

=1 =1 =1

(1 )
(1 ) (1 )

= = =

(1 ) (1 ) (1 )

n
n

n
jn

j j j

n n n
s s s

j j j

j j j

r
r r

r r r  


 



  



  
1

=1

1
.

(1 )
n s

n
j

j

r
 



 

Тогда 

2
1

,
0

=1

(1 )
(1 ) | ( ) |

(1 )

q q
n q

p p
q i p

p q q qA n qQ p pn
j

j

f r g e d d

r






  


   






  

 
  
 
 



  


 

1

1 1
( 1)

=1 =1

(1 )1
=

(1 ) (1 )

q

p

q qn ns Qn p n pn
j j

j j

r
dr

r r
 







  

 
 
  
  
 
  
 
 



 

 

2
1

0

=1

(1 )
| ( ) | .

(1 )

q q
n q

p p
i p

q q
n q

p p
j

j

g e d d dr

r






  


  





  

 
 
 
 



 



 

Далее, изменив порядок интегрирования, получим 
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1 2

,
0

(1 ) | ( ) |

q
q

n q p
q i pp

p q
A

f g e d




 

  




 
  
 
 

   

1
( 1)

=1 =1

(1 )
=

(1 ) (1 )

q q q q
n n qQ p n p p pn

j j

j j

r dr
d

r r
  








   




 



 

 

1 12

1
( 1)=10 0

(1 )
= (1 ) | ( ) | =

(1 )

q
q

nn q p
j ji pp

q q q q
qj

p n p p p
j

r dr
g e d d

r




  


   





    

  
  
 
 



  

 

1 12

1
( 1)=10 0

(1 )
= (1 ) | ( ) |

(1 )

q
q

nn q p
j ji pp

q q
qj

n p p
j

r dr
g e d d

r







   





  

  
  
 
 



    

2
1

( 1)=10

(1 )
(1 ) | ( ) | =

(1 )

q q
n q

n p p
i p

j q q
qn n nj

p p

g e d d






 


    





    

 
 
 
 



   

1 1

=10

= (1 )(1 ) | ( ) | ) .

q
q q

n n n p
i pp p

j

j

g e d d






     
  



 
  
 
 

   

Окончательно имеем 

1

, ,
0

(1 ) | ( ) | = .

q

p
q qi p

np q p q
A A

n

f g e d d g




 

   



 
  
 
 

   

Итак, в случае 0 < , 1p q   теорема доказана. 

Шаг 3. Случай, когда 0 < 1,p   а 1< <q  , то есть, когда

1 < < ,
q

p
 полностью аналогичен выше рассмотренному случаю 2.ii). 
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Шаг 4. Перейдем наконец к случаю, когда 1< <p   и 0 < 1q  , 

то есть 0 < < 1
q

p
. 

Так как 1< <p  , то, согласно теореме Хана–Банаха и теореме 

 Ф. Рисса, существует функция ,pL


  такая что  

1

| ( ) | ( ) = ( ) ( ) ( ),

p
p

n n

n nT T

f rw dm w f rw w dm w

 
 
 
 

   

где 

1

| ( ) | ( ) = 1.

p
p

n

nT

w dm w




 
 
 
 

  

Тогда, с учетом (2.5), получим  

1

1
2

0

=1

| ( ) || ( ) |
| ( ) | ( ) (1 ) ( ) .

|1 |

p i
p n

n nn
in nT T j j

j

g e w d
f rw dm w dm w d

r w e

 


 

  
 







 
  
 
  

   


 

Сделаем замену переменных: = , = ,i iwe u w ue 
 

1

1
2

0

=1

| ( ) || ( ) |
| ( ) | ( ) (1 ) ( ) .

|1 |

p i i
p n

n nn
n nT T j

j

g e ue d
f rw dm w dm u d

r u

  




  
 







 
  
 
  

   


Далее, применив неравенство Гельдера во внутреннем интеграле, получим:  

1 1
1

2

0

| ( ) | ( ) (1 ) | ( ) |

p p
p n i p

n

nT

f rw dm w g e d


 



  



   
    
   

  

  
 

1

=1

( )
| ( ) | .

|1 |

p
i p n

n
nT j

j

dm u
ue d d

r u
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Снова, применив неравенство Гельдера, имеем  

1 1
1

2

0

| ( ) | ( ) (1 ) | ( ) |

p p
p n i p

n

nT

f rw dm w g e d


 



  



   
    
   

  

    

1 1

=1 =1

( ) ( )
| ( ) |

|1 | |1 |

p p

i p n n

n n
n nT Tj j

j j

dm u dm u
ue d d

r u r u




 

  

 







   
   
   

   
   

 
   
   

  
 

 

1
1

2

0

(1 ) | ( ) |
p

n i pg e d


 



  



 
  
 
 

   

1

1

=1
=1

( ) 1
| ( ) | .

|1 | (1 )

p

i p n

n
nnT pj

j
j

j

dm u
ue d d

r u r







  

 








 
 
 

 
 

  
 

 
 

 

Сделаем замену переменных: =iue w
, 

1 1
1

2

0

| ( ) | ( ) (1 ) | ( ) |

p p
p n i p

n

nT

f rw dm w g e d


 



  



   
    
   

  

  
 

1

1

=1
=1

( ) 1
| ( ) | .

|1 | (1 )

p

p n

n
ninT pj j

j
j

j

dm w
w d d

r w e r
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Далее меняем порядок интегрирования и с учетом 

1

| ( ) | ( ) = 1

p
p

n

nT

w dm w




 
 
 
 

  получаем  

1 1
1 2

1
0

=1

(1 )
| ( ) | ( ) | ( ) |

(1 )

p n p
p i p

n
nnT p

j

j

f rw dm w g e d

r








 








       
   

  


  



 

1

=1

| ( ) | ( )

|1 |

p

p
n

n
inT j j

j

w dm w
d d

r w e



 


 









 
 
 

 
 


 
 

 


 

1
1 2

1
0

=1

(1 )
| ( ) |

(1 )

n p
i p

n
p

j

j

g e d

r








 








 
  
 
 



 



1

1

=1

| ( ) | ( ) =

|1 |

p

p
p

nn
i nTj

j

d
w dm w d

r e



 


 










 
 

  
  
 

   
 
 

 


1

1
1 2

1
0

=1
=1

(1 )
= | ( ) | .

|1 |(1 )

p

n p
i p

n
n i

p j
j

j
j

d
g e d d

r er

 



  

 
  








 

 
 

   
   
 

     
 

  


 

Перейдем к оценке последнего интеграла. Для этого заметим, что 

|1 | 1 .i
j jr e r      
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Пусть 
0

0 < max = <1,j jr r  тогда 
0j jr r  и   

0
1 1 , = 1 ,j jr r j n   , 

следовательно, 

0

1

0
=1 1,

=

|1 | |1 | |1 |
n n

i i i
j j j

j j j j

d d

r e r e r e

 

      

 

  


   

 



  

 
 

 

0 0

0 0

1 1 1

1, 1,

1 1 1
=

|1 | (1 )
(1 ) (1 )

n i n
j j

j j

j j j j j j

d

r e r
r r



  
 



 
 

   


   


 

 


 

 

0 0

1

=1 =1 =1

(1 ) (1 ) 1
= = .

(1 ) (1 ) (1 )

n

n
j j

n n n
nj j j

j j j

r r

r r r
 

 

  


 


    
 

Итак,  

1 1
1 2

1 1/
0

=1

(1 )
| ( ) | ( ) | ( ) | .

(1 )

p n p
p i p

n n
nnT p p

j

j

f rw dm w g e d d

r




 



  





 
 

      
   

  


  



 

Последнее неравенство возведем в степень 0 < 1q  , а затем 

умножим обе части на (1 )r   и проинтегрируем по nQ . 

1 2

1 1/
0

=1

(1 )
(1 ) | ( ) | ( ) (1 )

(1 )

q

p n
p

n n
nnQ QT p pn n

j

j

r f rw dm w dr r

r



 


 





   






 

    
  
   




   



1

| ( ) | .

q

p
i pg e d d dr






  




  
  
    




.

 

Используя лемму 2.2, получим  
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1 2 1

, /
0

=1

(1 )
(1 ) | ( ) | =

(1 )

q

q n q q p
q i p

p q q q q q nA nQ p pn
j

j

f r g e d d dr

r




 
 


   



  

  
 

 
 
 
 



  



1 1

/
0

=1

(1 )
= (1 ) | ( ) | .

(1 )

q

q n q p
i p

q q q q n
nQ p pn

j

j

r g e d d dr

r




 



   



 

  
 

 
 
 
 



  



 

Меняем порядок интегрирования и приходим к оценке 

1
1

, /
0

=1

(1 )
(1 ) | ( ) |

(1 )

q

p
q q n q i p

p q q q q q nA nQ p pn
j

j

r dr
f g e d d

r


 

 
 


   



  
 

 

  
 
 
 



  



1
=11

0

(1 )

(1 ) | ( ) |

(1 )

n
q

j
p

jq n q i p

qn qn qn q
n

p p

g e d d


 

 


 

   



 

 
  


 
 
 
 





  . 

Заметим теперь, что = =
qn qn qn q qn q

n qn n
p p p p

 


 
    

 
 

1
= 1 = .

qn qn q
qn q n qn q n

p p p p
 

 
        

 
 Следовательно,  

1 1

,
=10

(1 )
(1 ) | ( ) | =

(1 )

q

q n qn p
q i p

jp q qn qA qn q nj
p p

f g e d d




 


    



 

    

 
 
 
 



   

1 1

=10

= (1 )(1 ) | ( ) | .

q
qn q

n n p
i pp p

j

j

g e d d






     
  



 
  
 
 

   

Окончательно имеем 
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1

, ,
0

(1 ) | ( ) | = .

q

p
q qi p

np q p q
A A

n

f g e d d g




 

   



 
  
 
 

   

Итак, в случае 1< <p   и 0 < 1q   теорема также доказана. Вместе с 

этим доказана и вся теорема полностью.  

 

 

§2.3. Описание линейных непрерывных функционалов в пространствах 

,
( )

p q nA U


 при 0 ,  p q   

Хорошо известно, что если хотя бы один из параметров p  или q  

меньше единицы, то любой непрерывный функционал в пространстве 

,
( )

p q nL U


 тождественно нулевой (см. [19]). Нетрудно видеть, что такое 

утверждение для пространства 
,

( )
p q nA U


 не верно, причем в случае, когда 

,p q  принадлежат (1, )  или (0,1] , a также, в случае, когда один из 

параметров принадлежит интервалу (0,1] , a другой – интервалу (1; ),  

характеризация преобразования Коши имеет совершенно различное 

описание. Здесь мы опишем все линейно непрерывные функционалы на

,
( )

p q nA U


. 

Для формулировки следующего утверждения нам потребуются еще 

некоторые определения и обозначения. 

Пусть 0 < , 1p q  , обозначим через 
,p q

  класс аналитических в 

nU  функций g , для которых  

1 1
2

1
,

1

(1 | |)
= | ( ) | =sup

(1 | |)

p q

p q
nz U q

z
g D g z

z
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1 1
2

1

1
=1=( ,..., )1

(1 | |)
= | ( ) | < ,sup

(1 | |)

j p qn
j

n jz z z U qn
jj

z
D g z

z







  





 
 


  
 
 

  

  

где 

1
1

> 2,
j

j
q p







    1 .j n   

Если 0 < 1,p  1< <q  , обозначим через 
,p q

  множество всех 

голоморфных в 
nU  функций g , для которых  

,

1

'
' ' '

1

'

(1 )
= | ( ) | =sup

(1 )

p q

qq
q q q

p

q nz TQn q

r
g D g rz rdr

r











 







 
 

  
   
  

  

  

1'
' ' '

1
1 1 1 1'

=1

(1 )
= | ( ,..., ) | ... ... < ,sup

(1 )

q
q q qqj pn

j
n n n n

q nj z TQn q
jj

r
D g r z r z r r dr dr

r







  






 

  
  
    

 




 

где 
'

1 1
> 1,

j
j

q p q


      1 .j n   

И наконец, если 1< < ,p    0 < 1q  , обозначим через ,p q
  

множество всех голоморфных в 
nU  функций g , для которых  

,

11
1 '

'1

1

(1 )
= | ( ) | ( ) =sup

(1 )

p q

q p
p

n
r Q nn Tq

r
g D g r dm

r
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1 1
1

'
'1

1 1 11
=1

(1 )
| ( ,..., ) | ( )... ( ) < ,sup

(1 )

j qn p
j p

n n n
r Q j nn Tq

jj

r
D g r r dm dm

r



    



 





 
   
    
   

   

 

 

где 

1

> 2,
j

j
q







    1 .j n   

Для краткости введем также следующее обозначение 

,

, ,

,

, 0 < , 1;

= , 0 < 1,1 < <

, 1 < < , 0 < 1.

p q

p q p q

p q

если p q

если p q

если p q



 









 



  


 

 

При 1< , <p q   справедливо следующее утверждение: 

Теорема 2.3.  Пусть   – линейный непрерывный функционал на 

,
( )

p q nA U


 и ( ) = ( ),zg z e  
1

( ) := ,
1

ze
z




 , ,nz U  1< , < .p q   Тогда 

( )ng H U  и
' ',1 ( )

p q nD g A U


  , где > ,   
' = ,

1

p
p

p 
 

' = ,
1

q
q

q 
 

( ) = ( ) ,
( )

q
t

t t
t



 



 
 
 
 

 .nt Q  

Функционал   представим в виде  

1 0

1
( ) = ( ) ( ) ( )lim

(2 )
nn

nT

f f g dm


  
 

                       (2.6) 

и справедливы оценки  

    

1 1
', ' ', ' .p q p q

A A
D g D g 

  

                         (2.7) 

Верно и обратное: любая функция g  такая, что 
' ',1 p q

D g A


   по 

формуле (2.6) порождает линейный непрерывный функционал на

,
( ) ,

p q nA U


 для которого справедливы оценки (2.7).  
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Доказательство. 

Пусть   – линейный непрерывный функционал на 
,

( )
p q nA U


 

Используя теорему Хана–Банаха, продолжим   на 
', '

( )
p q nL U


 с 

сохранением нормы. Затем по теореме Бенедека–Панцоне (см. [42]) 

существует 
,

( )
p q nL U





 
  такая, что 

,2( ) = ( ) ( ) (1 | |) ( ), = .p qn L
nU

f f dm


            

Тогда  

2
1

( ) = ( ) = ( ) (1 | |) ( ), ,
1

n
z n

nU

g z e dm z U
z
    


  

  

1 1
2

1
( ) = ( ) (1 | |) ( ) =

1
n

nU

D g z D dm
z

      


 


 
 
 
 

  

1 2
2 2

( ) (1 | |) ( )1
= ( ) (1 | |) ( ) = .

1 (1 )

n
n

n nU U

dm
D dm

z z





    
    

 

 
 

 
 

  
   

Из Теоремы 2.1, получим  

1
,, = .p qp q LA

D g







     

Таким образом, доказана левая оценка формулы (2.7). Теперь, чтобы 

доказать формулу (2.1), разложим в ряд функцию 
1

( ) =
1

ze
z




: 

1
1 1

=01

1
( ) = = ( ) ...( ) .

1 ,...,

kk n
z n n

k kn

e z z
z

  





  

Зафиксируем 1= ( ,..., )nz z z  и положим 1
11

= = ... ,,...,
k kn

k k k nn
     

1= ( ,..., ) ,n
n U     1= ( ,..., ) .n

nk k k   Тогда, учитывая, что при любом

z , рассматриваемый ряд равномерно сходится по
n nU U   , получаем  



 86 

1
11

=01

( ) = ( ) = ( ) ... .,...,
,...,

k kn
z k k nn

k kn

g z e z z


   

Если 
,

( )
p q nf A U


  и 0 < <1 , положим ( ) = ( ), .nf z f z z U    Тогда 

легко видеть, что , 0p q
A

f f


   при 1 0   . В итоге,  

2| |
2

1 0 1 0 1 0| |=0

( ) = ( ) = ( ) = ( ) =lim lim lim
k

k k
k

f f f a   
 



     

     

| | | |

1 0| |=0 | |=0

1
= ( ) =lim

(2 )

k m k m
k nn

k m nT

a dm


   


 


 
    

| | | |

1 0 | |=0 | |=0

1
= ( ) =lim

(2 )

k k m m
k nn

k mnT

a dm


    


 


 
   

1 0

1
= ( ) ( ) ( ).lim

(2 )
nn

nT

f g dm


  
 

  

Таким образом, формула (2.6) доказана. 

Прежде чем доказать правую оценку формулы (2.7), докажем 

обратное утверждение. 

Пусть ( )ng H U  и
' ',1 ( )

p q nD g A U


  , покажем, что по формуле 

(2.6) порождается линейный непрерывный функционал на
,

( )
p q nA U


. 

Сначала отметим, что, сравнивая коэффициенты разложения 

соответствующих функций, нетрудно установить равенство: 

2
1

2
(1 | | )

( ) = ( ) ( ) ( ),
1

n

nU

z
g c D g z dm z

z


  






             (2.8) 

где  c   – некоторое число, зависящее только от  . 

Тогда 

1 ( )
( ) ( ) ( ) = ( )

(2 ) (2 )
nn n

n nT T

c
f g dm f
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1
2

(1 | |)
( ) ( ) ( ) =

1
n n

nU

w
D g w dm w dm

w


  







  

 

1
2

( ) ( )( )
= (1 | |) ( ) ( ).

1(2 )

n
nn

n nU T

f dmc
w D g w dm w

w

   







   

Вычислим последний интеграл 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
= =

1(2 ) (2 )

n n

n n
n nT T

f dm f dm

w w

    

   
   

 

1 ( )
= = ( ).

(2 )n
nT

f d
f w

wi

 


 
  

Итак, 

1
2

1
( ) ( ) ( ) = ( ) (1 | |) ( ) ( ) ( ).

(2 )
n nn

n nT U

f g dm c w D g w f w dm w      


   

Согласно теореме Лебега о предельном переходе под знаком 

интеграла, имеем 

1
2

1 0

| ( ) | (1 | |) | ( ) || ( ) | ( )lim n

nU

f w D g w f w dm w 


 

 

   

1
2(1 | |) | ( ) || ( ) | ( ).n

nU

w D g w f w dm w   

Далее, последовательно применя неравенство Гельдера сначала для

=
1

p
p

p



, а потом для =

1

q
q

q



, получим  

1 1

1| ( ) | (1 ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( )

p p
p p

n n

n nQ T Tn

f r D g r dm f r dm rdr     
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1

1 (1 )
(1 ) | ( ) | ( )

(1 )

q q
p q

p
n q

nQ QT qn n

r
r D g r dm rdr

r








  



 






  
        
   
     

  

', '

1

1
,| ( ) | ( ) = .

p q

q q
p

p
p qn AA

nT

f r dm rdr D g f





  


  
  
  
  




 

Получили, что  f  – ограниченый функционал. Следовательно, 

( )f есть линейный непрерывный функционал на
,

( )
p q nA U


, причем   

1
, .p q

A
D g




   А это есть правая оценка в формуле (2.7). 

Осталось показать равенство
1

( ) = ( ), ( ) = , ,
1

n
z ze g z e z U

z
 


 



,согласно теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла, 

имеем:   

1 0 1 0

1 ( ) 1 ( )
( ) = ( ) = ( ) =lim lim

1 1(2 ) (2 )
z n nn n

n nT T

g g
e dm dm

z z 

 
 

     


 

   

1 0 1 0

1 ( ) 1 ( )
= ( ) = =lim lim

(2 ) (2 )
nn n

n nT T

g g
dm d

z zi 

  
 

           

2

1 0

= ( ) = ( ).lim g z g z



 

 

Используя первую часть доказательства, мы получим 

1
, .p q

A
D g




    

Хорошо известно, что если один из параметров p  или q  меньше 

единицы, то любой непрерывный функционал в пространстве 
,

( )
p q nL U


 

тождественно нулевой (см. [19]). В случае аналитических функций 
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указанное утверждение разумеется неверно, соотвествующее утверждение 

формулируется и доказывается в рассматриваемом параграфе. Перейдём к 

случаю других пар  ,p q . 

Теорема 2.4. Пусть ,p q  принадлежат (0,1]  или один из 

параметров принадлежит интервалу (0,1] , а другой – интервалу (1; ),

j S  , =1, .j n  Если   – линейный непрерывный функционал на 

, ( )p q nA U  и    ( ) = ( ),zg z e  
1

( ) := ,
1

ze
z




  , ,nz U   тогда 
,p qg 

 

,функционал   представим в виде  

1 0

1
( ) = ( ) ( ) ( ),lim

(2 )
nn

nT

f f g dm


  
 

 
                        

(2.9) 

и справедливы оценки  

               
, , .p q p qg g

  
              (2.10) 

Верно и обратное: любая функция 
,p qg   по формуле (2.9)  

порождает линейный непрерывный функционал на
, ( )p q nA U , для 

которого справедливы оценки (2.10).  

Доказательство этого результата основано на ранее упомянутых 

вспомогательных утверждениях и следующей лемме: 

Лемма 2.5.  Пусть
,

0 < , 1, ( )
p q np q f A U


  . Тогда справедлива 

оценка 

      
1 1 1 2

1 1q p q

n
n

n

Q T

r r f r dm rdr  
 

   
 

1

(1 ) | ( ) | ( ) .

q q
p

p
n

nQ Tn

r f r dm rdr  

 
  
  
  
  

 

 

 

Доказательство. 

Применяя лемму 2.3 и лемму 2.4, получаем 
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1 1 1
2

(1 )(1 ) | ( ) | ( )
q p q

n

nQ Tn

r r f r dm rdr  
 

     

1
1 1

1

(1 )(1 ) | ( ) | ( )

p
q pq

n

nQ Tn

r r f r dm rdr  




 
  
 
 

   

1

(1 ) | ( ) | ( ) .

q q
p

p
n

nQ Tn

r f r dm rdr  

 
  
  
  
  

 

 
□

 

Доказательство теоремы 2.4. 

1) Пусть сначала 1< < , 0 < 1p q  , тогда по определению 

, ,= .p q p q
   Пусть   – линейный непрерывный функционал на 

,
( )

p q nA U


 и
1

( ) = ( ), ( ) = , ,
1

n
z zg z e e z U

z
 


 


. Тогда, с учетом леммы 

2.4,  будет непрерывен в пространстве 
,1
*

( ),
p nA U  где

1 1
1

* (1 | |) = (1 | |)(1 | |)
q qz z z 



    , с нормой  

,1
*

1
1 1

1

= (1 )(1 ) | ( ) | ( )p

p
q pq

nA
nQ Tn

f r r f r dm rdr


  




 
  
 
 

   

1

,(1 ) | ( ) | ( ) = .

q q
p

p
p qn A

nQ Tn

r f r dm rdr f


  

 
  
  
  
  

 

   

Далее, продолжим   с 
,1
*

( ),
p nA U


 на 
,1
*

( ),
p nL U


 с сохранением 

нормы. Снова, применяя теорему Бенедека–Панцоне (см. [42]), получим, 

что существует функция  , такая что  
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1

| ( ) | ( ) < ,sup

p
p

n
r Q nn T

rw dm w






 
  
 
 

  

причем  

1

= | ( ) | ( ) < ,sup

p
p

n
r Q nn T

rw dm w






 
  
 
 

  

*
2( ) = (1 | |) ( ) ( ) ( ),n

nU

f f dm        

*

2

(1 | |)1
( ) = ( ) = = ( ) ( ),

1 1
z n

nU

g z e dm
z z

 
  

 
  

  
  

  

* *
1 1

2 22

(1 | |) (1 | |) ( )
( ) = ( ) ( ) = ( ).

1 (1 )
n n

n nU U

D g z D dm dm
z z

 



     
   

 

   



 
  

  
 

 
 

Тогда, проинтегрировав по n
T  и применив сначала неравенство 

Минковского, а затем неравенство Гельдера, получим 

1

1| ( ) | ( )

p
p

n

nT

D g rw dm w



 
 
 
 

  

1

*

2

(1 )| ( ) |
( ) ( )

|1 |

p p

n n

n nQT Tn

dm d dm w
rw 

   
  



 





  
  
       

    

1

*
*

2

(1 )| ( ) |
( ) ( ) (1 )

|1 |

p p

n n

n nQ QT Tn n

dm dm w d
rw 
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1

*
*

2

(1 )| ( ) |
( ) ( ) (1 )

|1 |

p p

n n

n nQ QT Tn n

dm dm w d
rw 

   
    



 




  
         

     

1

*

1 2

(1 ) | ( ) |
( ) ( ) =

|1 |
(1 )

pp

n n

n nQ T Tpn

dm dm w d
rw

r

 

   
  







 

 
  

 
 



    

1

*

1 2

( )(1 )
= | ( ) | ( )

|1 |
(1 )

p
p n

n

n nQ T Tpn

dm w
dm d

rw
r

 

 
    







 

 
  

 
 



    

1

*

1

(1 )
| ( ) | ( )

(1 )

p
p

n

nQ Tn

dm d
r 

 
    








 
  

 
 

   

1

* (1 )
| ( ) | ( ) .sup

(1 )

p
p

n
Q nn T

r
dm

r 



  






 
  

 
 

  

Таким образом,  

 

 
   

1

,
1

*

1
sup

1

p

p q

nn

p

n
r Q T

r
g D g rw dm w

r












 

 
 
   
  

1

*

*

(1 )(1 )
| ( ) | ( ) =sup sup

(1 ) (1 )

p
p

n
r Q Q nn n T

rr
dm

r r







  






 

 
  

  
 

  

1

= | ( ) | ( ) = .sup

p
p

n
Q nn T

dm


  






 
  
 
 

  

Итак, доказано, что , .p qg


  Следовательно, левая оценка в формуле 

(2.10) для случая 1< < ,p  0 < 1q   установлена. 
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2) Пусть теперь 0 < 1,p  1< <q  , тогда по определению 

, ,= .p q p q
   Пусть   – линейный непрерывный функционал на 

,
( )

p q nA U


 и снова
1

( ) = ( ), ( ) = , ,
1

n
z zg z e e z U

z
 


 


. Тогда, с учетом 

леммы 2.4,  будет непрерывен в пространстве 
1,

*
( ),

q nA U


 где 

1
( 1)

* (1 | |) = (1 | |)(1 | |)
q

pz z z 


     с нормой  

1,
*

1

1
( 1)

= (1 )(1 ) | ( ) | ( ) =q

q q
q

p
nA

nQ Tn

f r r f r dm rdr


  




  
     
   

   

1
1

1

= (1 )((1 ) | ( ) | ( ))

q
qp

n

nQ Tn

r r f r dm rdr  




 
  
 
 
 

   

1

,(1 )( | ( ) | ( )) = .

q q
p p

p qn A
nQ Tn

r f r dm rdr f


  

 
 
 
 
 

   

Далее, продолжим   с 
1,

*
( )

q nA U


 на 
1,

*
( )

q nL U


 с сохранением 

нормы. Снова, применяя теорему Бенедека–Панцоне, получим, что 

существует функция   такая, что  

1

* (1 ) | ( ) | < , = ,sup
1

q
q

nw TQn

q
r rw rdr q

q
 








 
   
   
 

  

причем  

1

*= (1 ) | ( ) |sup

q
q

nw TQn

r rw rdr 








 
  
 
 
 

  

и  
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*
2( ) = (1 | |) ( ) ( ) ( ),n

nU

f f dm        

*

2

(1 | |)1
( ) = ( ) = = ( ) ( ), .

1 1

n
z n

nU

g z e dm z U
z z

 
  

 
  

   
  

  

* *
1 1

2 22

(1 | |) (1 | |) ( )
( ) = ( ) ( ) = ( ).

1 (1 )
n n

n nU U

D g z D dm dm
z z

 



     
   

 

   



 
  

  
 

 

 

1 *

2

| ( ) |
| ( ) | (1 ) ( )

|1 |
n

nQ Tn

D g z dm d
rw





 
    




 




   

*

*

2 1

(1 ) | ( ) |sup
( )

(1 ) | ( ) | .sup
|1 | (1 )

nn T

n nTQ QTn n

dm
d d

rw r


 



   


       
 




  






 

  

 

Таким образом  

1

1
,

(1 )
= | ( ) |sup

(1 )

q q
q q

p
q

p q
q

nw TQ qn

r
g D g rw rdr

r








 
  








 
 

 
 
 

 

  

1

*

1

(1 ) | ( ) |sup
(1 )

.
(1 )

(1 )

q qq
q q

p nT

q
Q Qqn n

r
d rdr

r

r






   

 




 
   


 



      
  
      

   

Применяя неравенство Гельдера, получаем  

*

,
1

(1 ) | ( ) |sup
(1 )

(1 ) ( )

(1 )

q q
q q

p nT
p q

q q
Q Qqn n

r
g d

r

r
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1

*

1

(1 ) ( )
.

(1 )

q q
qq

Qn

d rdr
r





   
 



 






  

  
   

  


  

Используя  лемму 2.1, получим  

*

,

 

(1 ) ( )(1 )
 

(1 )

(1 )

q q
q q

qp q

p q
q

Q qn

r rr
g

r

r





 

 



 
  








     
   




 

1
*

1

(1 ) | ( ) |sup

=
(1 ) ( )

q q

nT

q
Qn

d rdr
r






   

 
  

 












  

1
*

1

(1 ) | ( ) |sup

= (1 ) ( ) =
(1 ) ( )

q q

nq T

q
Q Qn n

r r d rdr
r

 
 



   

  
  

 


 


 
 
 
 
 
 

   

1
*

1

(1 ) | ( ) |sup
(1 ) ( )

=
( ) (1 )

q q
q

nT

q
Q Qn n

r r rdr
d

r







   


 
  

 
 


 

 
 
 
 
 
 

   

1
* (1 ) | ( ) |sup

(1 ) ( )
=

( ) (1 )

q q
q

nT

q
Qn

d







   
  

 
  

 
 




 
 
 
 
 
 

  

1

*= (1 ) | ( ) | = .sup

q
q

nTQn

d
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Таким образом, мы доказали, что , .p qg


  Это есть левая оценка 

формулы (2.10), когда 0 < 1,1< <p q  . 

3) Перейдем к случаю 0 < , 1p q  , тогда по определению , ,= .p q p q
   

Пусть снова   представляет собой линейный непрерывный функционал 

на 
,

( )
p q nA U


 и
1

( ) = ( ), ( ) = , ,
1

n
z zg z e e z U

z
 


 


. Тогда, с учетом 

леммы 2.5,  будет непрерывен в пространстве 
1,1

*
( ),nA U


 где 

1 1 1
2

* (1 | |) = (1 | |)(1 | |)
q p qz z z 

 

     с нормой  

1 1 1
2

1,1
*

= (1 )(1 ) | ( ) | ( )
q p q

nA
nQ Tn

f r r f r dm rdr



  
 

     

1

,(1 ) | ( ) | ( ) = .

q q
p

p
p qn A

nQ Tn

r f r dm rdr f


  

 
  
  
  
  

 

   

Продолжим   с 
1,1

*
( )nA U


 на 

1,1
*

( )nL U


 с сохранением нормы. По теореме 

Ф. Рисса (см. [19]) существует функция ( )nL U   такая, что  

*
2( ) = (1 | |) ( ) ( ) ( ),n

nU

f f dm        

причем  

= .( )nL U   

Пусть снова  

*

2

(1 | |)1
( ) = ( ) = = ( ) ( ), .

1 1

n
z n

nU

g z e dm z U
z z

 
  

 
  

   
  

  

Тогда  
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*
1 1

2

(1 | |)
( ) = ( ) ( ) =

1
n

nU

D g z D dm
z

   
  



  
 

 
 
 

  

*

2

(1 | |)1
( ) = ( ) = = ( ) ( ), .

1 1

n
z n

nU

g z e dm z U
z z

 
  

 
  

   
  

  

И  

*

1
22

(1 | |) ( )
( ) ( )

1
n

nU

D g z dm
z




   











  

 

*

22

(1 | |)
( ).

1
n

n
U nL

U

dm
z


 












   

Исользуя лемму 2.1, получим  

 

*
1 (1 | |)

( )
1

.nL U

z
D g z

z









  


 

Тогда  

 

 
 

1 1

,
1

2

1
1

sup

1

p q

p q
n qz U

z
g D g z

z









  











 

1 1
2

*

( )1

(1 ) (1 )
sup

(1 )

(1 )

n
n

p q

L U
z U

q

z z

z

z












  







 






 

11 1 1 1
2 2

( )1

(1 ) (1 )(1 )
sup

(1 )

(1 )

n
n

qp q p q

L U
z U

q

z z z

z

z












    







  
 





 

( )nL U
     

Итак, доказано, что , .p qg


  Это есть левая оценка в формуле (2.10), 

при условии 0 < , 1p q  . 

Таким образом доказана левая оценка формулы (2.10) теоремы. 
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Перейдем к доказательству обратного утверждения теоремы, а также 

к доказательству формулы (2.9) и правой оценки формулы (2.10). 

Как и выше, зафиксируем 1= ( ,..., )nz z z  и пусть 

1
1 111

= = ... , = ( ,..., ) , = ( ,..., ) .,...,
k k n nn

k k k n n nn
U k k k          Далее 

разложим в ряд функцию 
1

( ) =
1

ze
z




 

1
1 1

=01

1
( ) = = ( ) ...( ) , , .

1 ,...,

kk nn
z n n

k kn

e z z z U
z

   






  

Тогда, принимая во внимание, что для любого
nz U , рассматриваемый 

ряд сходится равномерно для 
n nU U   , получим  

1
11

=01

( ) = ( ) = ( ) ... .,...,
,...,

k kn
z k k nn

k kn

g z e z z


   

Пусть 
,

( )
p q nf A U


  и 0 < <1 ,   ( ) = ( ), .nf z f z z U    Легко 

видеть, что , 0p q
A

f f


   при 1 0   . В результате,  

2| |
2

1 0 1 0 1 0| |=0

( ) = ( ) = ( ) = ( ) =lim lim lim
k

k k
k

f f f a   
 



     

     

| | | |

1 0| |=0 | |=0

1
= ( ) =lim

(2 )

k m k m
k nn

k m nT

a dm


   


 


 
    

| | | |

1 0 | |=0 | |=0

1
= ( ) =lim

(2 )

k k m m
k nn

k mnT

a dm


    


 


 
   

1 0

1
= ( ) ( ) ( ).lim

(2 )
nn

nT

f g dm


  
 

  

Таким образом (2.9) доказана. 
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Теперь мы докажем обратное. Пусть 
, ,p qg   покажем, что по 

фомуле (2.9) порождается линейный непрерывный функционал на

, ( )p q nA U , для которого справедливы оценки (2.9). 

Опять же, согласно формуле (2.8), получим 

1 ( )
( ) ( ) ( ) = ( )

(2 ) (2 )
nn n

n nT T

c
f g dm f


   

 
   

1
2

(1 | |)
( ) ( ) ( ) =

1
n n

nU

w
D g w dm w dm

w


  







  

1
2

( ) ( )( )
= (1 | |) ( ) ( ).

1(2 )

n
nn

n nU T

f dmc
w D g w dm w

w

   







   

Вычислим последний интеграл 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
= =

1(2 ) (2 )

n n

n n
n nT T

f dm f dm

w w

    

   
   

1 ( )
= = ( ).

(2 )n
nT

f d
f w

wi

 


 
  

Таким образом 

1
2

1
( ) ( ) ( ) = ( ) (1 | |) ( ) ( ) ( ).

(2 )
n nn

n nT U

f g dm c w D g w f w dm w      


   

Согласно теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла, 

имеем  

1
2

1 0

| ( ) | (1 | |) | ( ) || ( ) | ( )lim n

nU

f w D g w f w dm w 


 

 

   

1
2(1 | |) | ( ) || ( ) | ( ).n

nU

w D g w f w dm w   

Рассмотрим случай, когда 1< < ,p  0 < 1q  . Применяя 

неравенство Гельдера, получаем:  
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1 1

1| ( ) | (1 ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( ) =

p p
p p

n n

n nQ T Tn

f r D g r dm f r dm rdr     




   
    
   
   

  

1 11
1

1

1 1
1

(1 )(1 )
= (1 ) | ( ) | ( )

(1 )(1 )

q pq
p

n

nQ Tqn q

r r
r D g r dm

r r

 
 












 
    

 
 

 

   

1

| ( ) | ( ) ,

p
p

n

nT

f r dm rdr 

 
 
 
 

  

применяя далее лемму 2.3, имеем  

1 11
1

1

1 1
1

(1 )(1 )
| ( ) | (1 ) | ( ) | ( )

(1 )(1 )

q pq
p

n

nQ Tqn q

r r
f r D g r dm

r r

 
 












 
     

 
 

 

   

1 1
1

1

(1 )
| ( ) | ( ) sup

(1 )

p q
p

n
r Qn nT q

r
f r dm rdr

r



 



 






  

  
 

 
 

  

1

1| ( ) | ( )

p
p

n

nT

D g r dm  





  

  
 

 


  

1

, ,(1 )( | ( ) | ( )) = .( )

q q
p p

p q p qn A
nQ Tn

r f r dm rdr g f


   

 
  
 
 
 

   

Пусть теперь  0 < 1,1< <p q  , тогда  

1| ( ) | (1 ) | ( ) || ( ) | ( )n

nQ Tn

f r D g r f r dm rdr        
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1(1 ) | ( ) | | ( ) | ( ) .sup n
n nTQ Tn

r D g r f r dm rdr 



  



   

Применяя лемму 2.4, а затем,  неравенство Гельдера, получаем 

 

1| ( ) | (1 ) | ( ) | | ( ) | ( )sup n
n nTQ Tn

f r D g r f r dm rdr 



  



    

1
1

1
1(1 ) | ( ) | (1 ) | ( ) | ( )sup

p
pp

n
n nTQ Tn

r D g r r f r dm rdr 



  






 
  
 
 

   

1

1| ( ) |sup

(1 ) (1 )

(1 )

q q
q

q q np T

q
Q Qqn n

D g r

r rdr r

r












 


  






 
 
   
  

   

   

1

, ,| ( ) | ( ) = .( )

q q
p

p
p q p qn A

nT

f r dm rdr g f


  


  
  
  
  



  

И, наконец, рассмотрим случай 0 < , 1p q  . Имеем: 

1| ( ) | (1 ) | ( ) || ( ) | ( )n

nQ Tn

f r D g r f r dm rdr        

1(1 ) | ( ) | | ( ) | ( ) .sup n
n nTQ Tn

r D g r f r dm rdr 



  



   

Применяя последовательно леммы 2.4 и 2.3, получаем  

1| ( ) | (1 ) | ( ) | | ( ) | ( )sup n
n nTQ Tn

f r D g r f r dm rdr 



  



    

1
1

1
1(1 ) | ( ) | (1 ) | ( ) | ( )sup

p
pp

n
n nTQ Tn

r D g r r f r dm rdr 
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11 1
1 1

1(1 | |) (1 | |) (1 | |) (1 | |) | ( ) |sup
qp q

nz U

z z z z D g z 
 






 
     
 
  

 

1

(1 ) | ( ) | ( ) =

q q
p

p
n

nQ Tn

r f r dm rdr  

 
  
   
  
  

 

   

1 1
2

1
, , ,

1

(1 | |)
= | ( ) | = .sup ( ) ( )

(1 | |)

p q

p q p q p q
A A

nz U q

z
D g z f g f

z




 



  







 
 

 
 
  

 

Итак, | ( )( ) |f z ограничен при всех 0 < , <p q  . Следовательно, 

( )f есть линейный непрерывный функционал на
, ( )p q nA U , причем  

, ,p qg


  

к тому же это есть правая оценка в формуле (2.9). 

Остается доказать равенство
1

( ) = ( ), ( ) = , ,
1

n
z ze g z e z U

z
 


 


, 

тогда 

1 0 1 0

1 ( ) 1 ( )
( ) = ( ) = ( ) =lim lim

1 1(2 ) (2 )
z n nn n

n nT T

g g
e dm dm

z z 

 
 

     


 

   

1 0 1 0

1 ( ) 1 ( )
= ( ) = =lim lim

(2 ) (2 )
nn n

n nT T

g g
dm d

z zi 

  
 

           

2

1 0

= ( ) = ( ).lim g z g z



 

 

Используя первую часть доказательства, мы получим  

1
, .p qD g






  

Теорема доказана. □ 
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§2.4. Свойства функций из класса ( )nU
  

 

Через ( )nL U
 обозначим класс измеримых по Лебегу в 

nU  

функций f , для которых 

2( ) (1 ) ( ) ,
n

nL

U

f f z z dm z





     

Тогда через  ,A m   или  ,A m 


обозначим класс голоморфных 

в полидиске 
nU  функций f , для которых  

        
1

2,
1 1 ,

n

m
nA m

U

f D f z z z dm z








      

     1 1 1,..., , ,..., , 0, ,..., .n n n
n n j nm m m R a z z z U          

В дальнейшем нам потребуется также класс голоморфных функций

( )nU
 , для которых  

2
1 12

=1

(1 | |)
| ( ,..., ) | , = ( ,..., ) ,

(1 | |)

n
j j n

n n

j j

z
D f z z z z z U

z










            (2.11) 

 с естественной нормой  

2
2

1

=1

(1 | |)
= | ( ,..., ) | < ,sup

(1 | |)

n
j

n
n j jjz U

z
f D f z z

z



 






  
 

  


             

(2.12) 

1= ( ,..., ) n
nz z z U , а также оператор обратный к оператору D : 

1
1 1 1

1

( ) ( 1) (1 ) ( ,..., ) ...j

n

n

j j n n n

j Q

D f z t f t z t z dt dt
 





     

   1 1,..., , ,..., , 1, 1...n .n n jz z z a j        

И, наконец, обозначим через  nA U  – класс голоморфных в 
nU  

функций, непрерывных вплоть до границы поликруга 
nU . 
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Кратным теплицевым оператором или оператором Теплица назовем 

интегральный оператор вида  

1
1 ( ) ( )

( )( ) = , = ( ,..., ) ,
(2 )

n
h nn

nT

f h
T f z d z z z U

zi

 





           (2.13)      

 где    1 , .n nh L T f A U   

Следующее утверждение, в случае одной переменной легко вывести 

из определения оператора mD  и обратного к нему. В случае нескольких 

переменных нетрудно получить, при помощи кратного применения 

одномерного случая.   

Лемма 2.6. Пусть  1,..., ,n
n jm m m     достаточно большие 

числа    1,..., , ,j n f A m   , тогда существуют  многочленов одной 

переменной порядка не выше 1, 1,...,j jm j n     такие, что справедливо 

представление  

 
   

 
   

2

1 1 22
1

1
,..., ,..., , .

1

j

j j
n

n i j j j
m n

n n nm
jU j j

P z
f z z D f dm z U

z





 
  


 




 




 

Лемма 2.7.  Пусть ,j jm   , =1, .j S j n   Если   – линейный 

непрерывный функционал на ( , )A m 


 и 

1
( ) = ( ), ( ) := , , ,

1

n
z zg z e e z U

z
 


 


 тогда 

mD g 


   . Функционал 

  представим в виде  

1 0

1
( ) = ( ) ( ) ( ),lim

(2 )
nn

nT

f f g dm


  
 

   ( 2.14 ) 

и справедливы оценки  

1 2
m mc D g c D g




 


  

 

                                 (2.15) 

n
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Верно и обратное: любая функция g, такая что 
mD g 


  , по 

формуле (2.14) порождает линейный непрерывный функционал на

( , )A m 


, для которого справедливы оценки (2.15).  

Лемма 2.8.  Пусть 1= ( ,..., ) ,n
nm m m   2,j jm  

 
=1,..., .j n  

Тогда следующие утверждения равносильны:   

1.
 

;f 
  

2. 1 1

=1

(1 | |)
| ( ,..., ) | , = ( ,..., ) .

(1 | |)

n
j jm n

n nm j jj
j

z
D f z z z z z U

z











       (2.16) 

Доказательство. 

Импликация  Исходя из определения обратного оператора 

имеем 

1 2
1 1 1 1

=1

( ,..., ) = ( 3) (1 ) ( ,..., ) ... .
n

j
n j j n n n

j Qn

f z z t D f t z t z dt dt
 

      (2.17)    

Тогда  

1 2
1 1 1 1

=1

( ,..., ) = ( 3) (1 ) ( ,..., ) ... .
n

m mj
n j j n n n

j Qn

D f z z t D D f t z t z dt dt
 

   
 

Отметим также, что если ;f 
 , то справедлива оценка (2.12), и 

тогда легко установить, что 

2
1 12

=1

(1 | |)
| ( ,..., ) | , = ( ,..., ) .

(1 | |)

n
j jm n

n nm jj
j

z
D D f z z z z z U

z













 
Следовательно, 

1

1 12
=1

(1 | |)
| ( ,..., ) | (1 ) ... =

(1 | |)

n
j j jm j

n j nm jjQ j jn

t z
D f z z t dt dt

t z

 







  

1
1 1

2 1
=1 =10 0

(1 ) (1 | |) (1 | |)
= .

(1 | |) (1 | |)

jn n
j j j j j j j

j jm mj j jj j
j j j j

t t z t z
dt dt

t z t z





 


 

  


 

    

2.1.
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Учтем, что 
(1 )

1

j j
j

j

x
x

x

 



 не убывает на [0,1)  и при этом 

> 1, = 1,...,j jm j n   тогда  

1

11
=1 =10

(1 | |) (1 | |)
, = ( ,..., ) .

(1 | |) (1 | |)

n n
j j j j j n

j nm mj j j jj j
j j j

t z z
dt z z z U

t z z
 

 



 


 
 

 

 

Импликация  Согласно лемме 2.6 справедливо представление 

2

1 1 22
=1

(1 | | ) ( )
( ,..., ) = ( ,..., ) ( ).

(1 )

jn
j j j j m

n n nmj jjnU jj

P z
f z z D f dm

z





 
  










 

Тогда  

2
2

1 1 24
=1

(1 | | ) ( )
( ,..., ) = ( ,..., ) ( ).

(1 )

jn
j j j j m

n n nmj j jjnU jj

P z
D f z z D f dm

z





 

 
  





 








 
Следовательно, воспользовавшись оценкой (2.16), получим 

2
2

1 1 24
=1

(1 | | ) | ( ) |
| ( ,..., ) |= | ( ,..., ) | ( )

|1 |

jn
j j j j m

n n nmj j jjnU jj

P z
D f z z D f dm

z





 

 
  





 








 

2

24 2
=1 =1

(1 | | ) (1 | |) (1 | |)
( ) .

(1 | |)|1 | (1 | |)

jn n
j j j j j

nm mj j j j jj jn jU j jj

z
dm

zz



  

   


 
  

  

  
   

Таким образом, доказана оценка (2.11) и, значит, f 
 .□ 

Лемма 2.9.  Пусть < 1,j jm    =1,..., ,j n  ( ).nh H U  Тогда 

следующие утверждения равносильны:   

    1.  
mD h 


  ;  

    2.

 
=1

(1 | |)
| ( ) | ,

(1 | |)

n
j js

s mj j jj
j

z
D h z

z











 ,j j js m   =1,...,j n .  

 

 

1.2.
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Доказательство.  

Импликация 1 2 . 

Согласно лемме 2.8, имеем  

1

=1

(1 | |)
| ( ,..., ) | , 2, = 1,..., .

(1 | |)

n
j jk m

n j jk j jj
j

z
D D f z z k j n

z








 






 

Тогда

 
1

=1

(1 | |)
| ( ,..., ) | , 2, = 1,..., .

(1 | |)

n
j jk m

n j jk j jj
j

z
D f z z k j n

z








 






 

Положим := , =1,...,j j js k m j n . Тогда = , =1,...,j j jk s m j n  и, 

следовательно,  

1

=1

(1 | |)
| ( ,..., ) | , , = 1,..., .

(1 | |)

n
j js

n j j js mj j jj
j

z
D f z z s m j n

z








 




  

Импликация 2 1 . 

Пусть выполняется условие 2., тогда, положив 

= 2, =1,..., ,j j js m j n    получим 1.□ 

Лемма 2.10.  Пусть ( )nh H U  такая, что ,mD h 


   причем 

<j jm   и  

1

0

( )
< ,

j u
du

u


 Тогда ( ).nh H U  

Доказательство.  

Согласно лемме 2.9, имеем  

( ).nh H U  

Учитывая теперь представление функции h , 

1

1 1 1 1

=1

( ,..., ) = ( 1) (1 ) ( ,..., ) ... ,
n s sj

n j j n n n

j Qn

h z z s t D h t z t z dt dt


  
 

1= ( ,..., ) ,n
nz z z U получим  

1

1 1 1 1

=1

| ( ,..., ) | (1 ) | ( ,..., ) | ...
n s sj

n j n n n

jQn

h z z t D h t z t z dt dt
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1 1
1

1
=1 =10 0

(1 | |) (1 | |)
(1 ) .

(1 | |) (1 | |)

n ns j j j j j jj
j j js m mj j j j jj j

j j j j

t z t z
t dt dt

t z t z
 

 

 

 


 
 

    

Заметим, что 0 <| |< 1, = 1,..., ,jz j n  а по условию леммы ,j jm   тогда 

0j jm    и  
1

1, = 1,..., .

(1 | |)
m j j

j

j n

z


 




 Следовательно,  

1 1

1

=1 =10 0

(1 | |) ( )
| ( ,..., ) | < .

1 | |

n n
j j j j

n j
j jj j

t z u
h z z dt du

t z u

 
 


   □ 

 

 

§2.5. Об ограниченности теплицева оператора с антианалитическим 

символом  

Лемма 2.11.  Пусть
1( )nh H U , тогда, если оператор 

h
T  

действует в пространстве ( , )A m  , то ( )nh H U , причем  

.
h

h T

  

Доказательство.  

Положим 1

=1

1
( ,..., ) = ,

1

n

r n
j jj

f z z
r z

  ,jz U  (0;1),jr  =1,..., .j n  

Тогда  

 

1 1 1

=1

( ,..., ) ( ,..., ) ...1
( ) = =

(2 )

r n n n
rh n n

nT j j

j

f h d d
T f

i
z

     


 




 

11 1 1

=1 =1

( ,..., ) ...( ,..., ) ...1 ( 1)
= = =

(2 ) (2 )
( )(1 ) ( )(1 )

n
nn n n

n n n n
n nT T jj j j j jj j

j j

h d dh d d

i i
z r z r

      

 
   



   

 
 

1 1 1 1

2

=1 =1

( ,..., ) ... ( ,..., ) ...1 1
= = =

(2 ) (2 )
( ) (1 ) (1 )( )

n n n n

n n n n
n nT T jj j j j j i i j

j j

h d d h d d

i i
z r z r
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1 1

=1 =1

( ,..., ) ( ,..., )
= = , , = 1,..., .

1 1

nn n
jn n

j j j j

j j

h r r h r r
z U j n

z r z r

 
 
 

 
 

 
 
 
 

 

Поскольку 
h

T  действует в пространстве ( , )A m  , то  

1

1 2 1( , )
=1

= | ( ,..., ) | (1 | |)(1 | |) ( ,..., ) =
n

m j
n j j j n nh hA m

jnU

T f D T f z z z z dm z z






 

1
1

2

=1

=1

( ,..., )
= | | (1 | |)(1 | |) ( ) =

1
(1 )

n
jn

j j j n jn m j j
U j j

j

h r r
c z z dm z

z r





 







 

1

1 1 2

=1

= | ( ,..., ) || ( ,..., ) | (1 | |)(1 | |) ( ) =
n

j
n r n j j j n j

jnU

c h r r f z z z z dm z





   

1

1 1 2

=1

= | ( ,..., ) | | ( ,..., ) | (1 | |)(1 | |) ( ) =
n

j
n r n j j j n j

jnU

c h r r f z z z z dm z





   

1 ( , )
= | ( ,..., ) | .n r A m

c h r r f


 

Заметим теперь, что 1 1 1| ( )( ,..., ) |=| ( ,..., ) || ( ,..., ) | .h n n r nT f z z h r r f z z  

Следовательно,  

1
1 1

1

| ( )( ,..., ) |
| ( ,..., ) |= | ( )( ,..., ) |

| ( ,..., ) |

h n
n h n

r n

T f z z
h r r T f z z

f z z
  

1| ( )( ,..., ) |= ( ) .sup h n h
nz U

T f z z T f



  

Итак,  
( , )( , )

( ) .rh h A mA m
T f T f f

 

 

Если теперь заменить 1( ,..., )r nf z z  на 1
1( ,..., )

ii n
r nf e z e z


, тогда 

получим, что  

1
1| ( ,..., ) | ( ) , (0;1), ( ; ], = 1,..., .

ii n
n j jh

h r e r e T f r j n


     □ 
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§2.6. О некоторых свойствах пространства  , A m   

Лемма 2.12.  Пусть 2,j j jm     – функция типа модуля 

непрерывности, =1,..., .j n Тогда класс ( , )A m 
 

является кольцом 

относительно операций умножения и сложения. 

Доказательство.  

Отметим, что, используя многомерную формулу Лейбница, 

достаточно доказать, что для произвольных 0 j jk m   производные 

( ),
k jD g z  ( ),

m kj jD f z


 =1,..., ,j n  принадлежат классу ( ,0)A  . 

Согласно лемме 2.6, имеем  

2

1 1 22
=1

(1 | | ) ( , , )
( ,..., ) = ( ,..., ) ( ),

(1 )

jn
j j j j j m

n n nmj jjnU jj

m z
f z z D f dm

z





   
  











2

1 1 22
=1

(1 | | ) ( , , )
( ,..., ) = ( ,..., ) ( ),

(1 )

jn
j j j j j m

n n nmj jjnU jj

m z
g z z D g dm

z





   
  


 




  

j  достаточно большое число ( =1,...,j n ). Тогда  

2

1 1 22
=1

(1 | | ) ( , , )
( ,..., ) = ( ,..., ) ( ),

(1 )

jn
j j j j jm k m

n n nkj jjnU jj

m z
D f z z D f dm

z





   
  





 






 

2

1 1 22
=1

(1 | | ) ( , , )
( ,..., ) = ( ,..., ) ( ).

(1 )

jn
j j j j jk m

n n nm kj j jjnU jj

m z
D g z z D g dm

z





   
  


  




  

Соотвественно получаем  

1 1 2

=1

1
| ( ,..., ) || ( ,..., ) | (1 | |)(1 | |) ( )

n
m k k j

n n j j j j

jnU

D f z z D g z z z z dm z


 
   

1
2

1 2

=1 =1

(1 | | )
(1 | |)(1 | |) | ( ,..., ) | ( )

2
|1 |

jn n
j mj

j j j n n
j jj jn nU U jj

z z D f dm
k

z
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2

1 2 2 1 2

=1

(1 | | )
| ( ,..., ) | ( ) ( )... ( ) =

2
|1 |

jn
j m

n n n
j j jjn jU j

w
D g w w dm w dm z dm z

m k
w z








  


  

2 2
1 1

=1 =1

= | ( ,..., ) | (1 | | ) | ( ,..., ) | (1 | | )
n n

m mj j
n j n j

j jn nU U

D f D g w w w
 

        

1

2
2 22 2

=1

(1 | |)(1 | |) ( )
( ) ( ).

|1 | |1 |

jn
j j j j

n nk m kj j j j jjn jU j jj

z z dm z
dm w dm

z w z



 








    

 


 
  

Рассмотрим отдельно интеграл  

1

2 1

2 2
=1

(1 | |)(1 | |) ( ,..., )
:= =

|1 | |1 |

jn
j j j n n

k m kj j j j jjn jU j jj

z z dm z z
I

z w z



 







  

 

 
 

  

1

2

2
=1

(1 | |)(1 | |) ( )
= =

2
|1 | |1 |

jn
j j j j

m kj j j j jj U jj jj

z z dm z

k
z w z



 







 

 

  
 

  

1

2

2
=1 0

(1 | |)(1 | |) ( )
=

2
|1 | |1 |

j jn
j j j j

m kj j j j jj jj jj

z z dm z

k
z w z

 

 








 



 

   
  


  

 

2

1
1

2
1 .2

(1 | |)(1 | |) ( )

2
|1 | |1 |j

j
j j j j

Im kj j j j j
jj jj

z z dm z
I

k
z w z




 








 



  

   
 


   

Если  , = 1,..., ,j jw j n   тогда  

 

1 1

2
1 2

=1 =1

(1 | |)(1 | |) ( ) (1 | |)(1 | |)

4 2
|1 | 1

j jn n
j j j n j j j j

m mj j j j jj jn jU j j

z z dm z w w
I

w z w

 

  

 
 

  

   


 
 

 
 

Если  , = 1,..., ,j jw j n тогда     

 

1 1

2
1 2

=1 =1

(1 | |)(1 | |) ( ) (1 | |)(1 | |)

4 2
|1 | 1

j jn n
j j j n j j j j

m mj j j j jj jnU j jj

z z dm z
I

z
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Итак,  

 
 

2

,
1

1,..., 1
n

j
m

n

U

n
m k k

j
A m

j

D f DD fg





  



 
   

 
   

 1

2

1

,..., 1
n

j
m

n

U

n

j

j

wD g w w




 
  

 
   

 
   

1

2 22
=1

(1 | |)(1 | |)

2
1

jn
j j j

n nmj jj
j

w w
dm w dm

w












 







 

 
1

2

2
1

,

1

2
...,

1n

j

n j
m

n

U
mj jj

j

D f







 






 
 

 







       

1

2 2 ,
1

1 (1 | |)(1 | |),...,
n

n
j

j j j
m

n n A m
j

n

U

w w dmD g dw m c gw w





 





     

     1

2

2

1

1 .,...,
n

jm
n m

jn

jU

ndmD f   




   

Отметим, что 2j jm    и (1 | |) (1 | |), =1,..., ,j j jc j n      

поэтому  

2

1 2

=1

| ( ,..., ) | (1 | |) ( )
n mm j

n j n

jnU

D f dm   


   

12
1 2

=1

| ( ,..., ) | (1 | |)(1 | | ) ( ).
n

m j
n j j j n

jnU

D f dm


     


    

Окончательно получаем, что  

.( , ) ( , )( , )

m k k
A AA

D f D g g fm mm  
 

   

Для дальнейшего нам понадобятся следующие определения и 

обозначения. Пусть  1,..., nk k  некоторая перестановка чисел 

 1,2,..., , ,1 .n n N p n  
 

Тогда кортежем порядка p  назовем вектор с 
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координатами  1,..., pk k , множество всех кортежей порядка p  обозначим 

через pK . Ясно, что, если 1 ,p q n   то    1 1,..., ,...,p qk k s s  тогда и 

только тогда, когда  , , 1,..., .i ip q s q i p     

Лемма 2.13. Пусть  1,..., ,1n
na a a U p n     , , 

   1

1

1
, ,...,

1

n
n

a n
j jj

e z z z z U
a z

  


  

и пусть 1( ,..., )n nk k K , положим  

, 2
=1 = 1

1 1
( ) = .

1(1 )

p n

a p
kk ks s pk ss ss

e z
a za z  

   

Тогда справедливо равенство  

, 2 1
=1 = 1

1
1

( ) = .

(1 ) (1 )

mks
p nk ksm s

a p m mk ks s ps s
k kk ks ss s

a z

D e z

a z a z
 





 

 

      

(2.18)

   

.

                   

 

Доказательство. 

Имеем  

| | 1
,1

,
1

1

( ... ( ))1
( ) = .

( 1) ...

m mm n
n a pm

a p m mn
n

z z e z
D e z

m z z

 
 
      

 

Поэтому  

, 2
=1 = 1

( 1) ( ) = .
(1 )(1 )

m mk km ms sk kp ns sk km s s
a p m mk k kk ks s pks s ss ss

k ks s

z z

m D e z
a za z

z z

   
   
 

    
   
    

   

 

 

Следовательно, для того, чтобы доказать лемму, достаточно вычислить 

1

q q

q

z

azz




   и   

2(1 )

q q

q

z

z az



 
, , , .a z U q N   

Учитывая разложение в степенной ряд функции ,
1

qz

az
 имеем  
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1
=0

1
= ( 1)...( ) = ! .

1 (1 )

q q
k k

q q
k

z
k k q a z q

azz az






 

 
  

Точно также устанавливается, что 
2 2

(1 ) !
= ,

(1 ) (1 )

q q

q q

z az q

z az az 

 

  
Лемма 

доказана.□ 

Лемма 2.13. Пусть 1( ,..., ) , 1 ,n
na a a U p n     

1

1

1
( ) , ( ,..., )

1

n
n

a n
j jj

e z z z z U
a z

  


  

и пусть 1( ,..., )n nk k K , положим  

, 2
=1 = 1

1 1
( ) = .

1(1 )
s ss s

p n

a p
k ks s pk k

e z
a za z  

   

Тогда справедливо равенство  

      

, 2 1
=1 = 1

1 1
( ) = .

(1 ) (1 )

ks

s s

k ks s

s s s s

m
p nk km

a p m m
s s pk k k k

a z
D e z

a z a z
 





 
 

              

(2.18) 

Доказательство. 

Имеем  

| | 1
,1

,
1

1

( ... ( ))1
( ) = .

( 1) ...

m mm n
n a pm

a p m mn
n

z z e z
D e z

m z z

 
 
      

 

Поэтому  

, 2
=1 = 1

( 1) ( ) = .
(1 )(1 )

k ks s
k ks s

s s

k ks s
s ss s

s s

m m
m mp n

k km
a p m m

k ks s pk k
k k

z z
m D e z

a za zz z

   
    

     
    

   

 

 
Следовательно, для того, чтобы доказать лемму, достаточно вычислить   

1

q q

q

z

azz




 и   

2(1 )

q q

q

z

z az



 
, , , .a z U q N   

Учитывая разложение в степенной ряд функции ,
1

qz

az
имеем  
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1
=0

1
= ( 1)...( ) = ! .

1 (1 )

q q
k k

q q
k

z
k k q a z q

azz az






 

 
  

Точно также устанавливается, что 
2 2

(1 ) !
= ,

(1 ) (1 )

q q

q q

z az q

z az az 

 

  
Лемма 

доказана.□ 

Лемма 2.14. Пусть ( ),nH U   1= ( ,..., ) n
nm m m Z . Тогда  

1( ( )) = ( ) ( ), .m m nD D z D z m z z U     
 

Доказательство. 

Учитывая, что 

| |=0

( ) = ,k
k

k

z a z


 причем ряд абсолютно и равномерно 

сходится внутри nU , запятая можно предположить, что 

1
1= ( ) = = ... ,ns ss

s nz z z z  1= ( ,..., ) ,n
ns s s Z 1= ( ,..., ) .n

nz z z U  

Теперь учтем, что 

1 1 1( )( ) = (1 ) ( ) =m m m m
s sQn

D D z D t tz dt     
 

 
  

1

1

| 1|
1 1 1

11 1
1

1
= ... (1 ) ( ) .

( 1)! ...

n

n

m
m m m

n sm m Qnn

z z t tz dt
m z z




  

 

   
  

    
  

Следовательно, можно предполагать, что = 1,n m Z . Фиксируем  

z U и докажем лемму для степенной функции ( ) = ,s
s z z  ,z U s Z  . 

Итак, пусть ( ) = ,s
s z z тогда  

1 11 1

0 0
( ) = (1 ) ( ) = (1 ) =m m s m s

s sD z m t tz dt mz t t dt       

( 1) ( 1)
= .

( 1)

sm s
z

s m

   

  
 

Поэтому  

1
1 1

1

( 1) ( 1)
( )( ) = ( ) =

( 1) ( 1)

m
m m m s

s m

m s d
D D z z z

m s m dz
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( 1) ( 2)
= ( 1 )( )...( 1) = =

( 1) ( 1)

s ss s m
m s m s s z z

s m s m

    
   

     
 

= ( 1) = ( ) ( ), .s
s sm s z D z m z z U      

Лемма доказана.□ 

Лемма 2.15. Пусть ( ),nh H U  ( ).ng U
 Предположим, что 

для некоторой перестановки чисел (1,..., ),n 1( ,..., )nk k  и 1 ,p n   p N

выполняется оценка  

1

=11 1
1

2

2
=1 1 | |

(1 | |)
( ... ( ,..., ))

, = ( ,... ) ,
1... ( )

(1 | |)

j j

p j

j

k j

p

k k
p

j nn n
n

pk k k

k

j z

z
z z h z z

z z z U
z z u

z du
u











 





 

    

(2.19) 

 тогда, если ( ), = 1, = 1,..., ,n
j jg U m j n

   то  

1 1

1 1

1 1( ... ( ,..., )) ( ... ( ,..., ))

... ...

p p n

p p n

p n p m
k k n k k n

k k k k

z z h z z z z D g z z

z z z z





 

   
 

      12
1

(1 )
, ( ,..., ) .

(1 )

n
j j n

n

j j

z
z z z U

z






 


                           (2.20) 

 

Доказательство. 

Используя лемму 2.6 , имеем  

2 1

1 21

(1 | | ) ( ) ( )
( ,..., ) = ( ),

(1 )

s m

n ns m
nU

D g P z
g z z dm

z

  






 




  

где ( )P z – некоторый многочлен вида 1 1 1( ) ( )... ( ),n n nP z P z P z   jP – 

многочлены от одной переменной 1,..., .j n  

Следовательно,  



 117 

1

1

1( ... ( ,..., ))
=

...

p n

p n

n p m
k k n

k k

z z D g z z

z z







 
 

2 1

2

1 2

=1 = 1

(1 | | ) ( ) ( , , )
= ( ).

(1 ) (1 )
j j j j

s m
j j j j

np n
n s sU k k k k

j j p

D g m z
dm

z z

    


 



 





 


 

 

Поэтому 

1

1

1( ... ( ,..., ))

...

p n

p n

n p m
k k n

k k

z z D g z z

z z







 
 

2 2

2

1 2

=1 = 1

(1 | | ) (1 | |)
( ),

|1 | |1 |
j j j j

s

np n
n s sU k k k k

j j p

dm

z z

  


 




 



 

 


 

 

Далее, используя стандартные оценки, получаем  

1

1

1

2 2
=1 = 11 | |

1( ... ( ,..., )) ( ) (1 | |)
,

... (1 | |)

p n j j j

p n j
j

n p m p nk k n k k k

k k j j p kzk

z z D g z z u z
du

z z u z

 








 
  

 
   

 

 

1= ( ,..., ) , 1 .n
nz z z U p n    

Теперь, учитывая оценку (2.19), окончательно получаем  

1 1

1 1

1 1( ... ( ,..., )) ( ... ( ,..., ))

... ...

p p n

p p n

p n p m
k k n k k n

k k k k

z z h z z z z D g z z

z z z z





 

   
 

12
=1

(1 | |)
, = ( ,..., ) .

(1 | |)

n
j j n

n

j j

z
z z z U

z

 



  

Лемма доказана.□ 
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§2.7. Ограниченость операторов Теплица в пространствах Бергмана–

Соболева в поликруге 

Через ( )nRP U обозначим множество всех плюригармонических 

функций в nU . Множество всех ограниченных операторов в ( , )A m 


будем обозначать ( ( , ))L A m 


. 

В этом параграфе мы установим специальный результат: 

Теорема 2.5.  Пусть 1= ( ,..., ) ,n
nm m m    

1= ( ,..., ) , 0,n
n j       – функция типа модуля непрерывности на 

,nQ h функция из класса ( )nRP U . 

 1.Предположим, что , 1,...,j jm j n  , тогда следующие 

утверждения равносильны:   

      a)  ( ( , ))hT L A m  ;  

      b) функция h допускает представление  

1 2 1( ) ( ) ( ), ( ,..., ) ,n
nh h h T          

где  1 2,h h являются граничными значениями функций, голоморфных в nU , 

при этом 1h  – мультипликатор пространства 2( , ), ,mA m D h 
     где 

mD   оператор, обратный к оператору mD .  

2.Предположим, что 2, 1,...,j jm j n   , тогда следующие 

утверждения равносильны:   

        a) ( ( , ))hT L A m  ;  

        b) h допускает представление  

1 2 1( ) ( ) ( ), ( ,..., ) ,n
nh h h T          

где 1 2( , ), ( )nh A m h H U    .  

Доказательство. 

Сначала докажем пункт 1, импликацию a)  b). 
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Предположим, что , = 1,...,j jm j n , hT действует в пространстве 

( , )A m  . Покажем, что h можно представить в виде 21 ,h h где  

2 ,mD h 


  1h  – мультипликатор пространства ( , )A m  . 

Итак, поскольку hT действует в пространстве ( , )A m  , то  

( , )( , )
( ) ,h h A mA m

T f T f
 



  

при
 

всех ( , ).f A m 


 Учитывая, что оператор 
0 0 0( ) = ( ), n

zS f f z z U

является ограниченным оператором в ( , )A m 


, легко заметить, что 

( ) = ( )(0)hf T f  линейный непрерывный функционал на ( , ).A m 


Следовательно, по теореме 2.4, можно найти такую функцию ( )ng H U , 

что 
mD g 


   и  

1 0

1
( )(0) = ( ) ( ) ( ) =lim

(2 )
h nn

nT

T f f g dm


  
 

  

1 0

1
= ( ) ( ) ( ).lim

(2 )

m m
nn

nT

D f D g dm


  




 
  

Не ограничивая общности можно предположить, что 

( , ) ( ).n
Af A m C U    

Заметим, что  

=1

1 ( ) ( ) 1
( )(0) = ( ) ( ) ( ).

(2 ) (2 )
h nn n n

n nT Tj

j

f h d
T f f h dm

i

  
  

 


 


 

Положим 1
1 11( ,..., ) = ... , , = ( ,..., ) , = 1,..., .ns s n

n n j nf U s s s Z j n      

Тогда, с учетом теоремы 2.4, получим  

1
1 11 ,..., ( ,..., ) ( )... ( )ns s

n n n

nT

g dm dm        

                    1
1 11 ,..., ( ,..., ) ( )... ( ).ns s

n n n

nT

h dm dm                  (2.21) 
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 Следовательно, 
1

1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ), = ( ,..., ) ,n n
n n nh g H U U         то 

есть 1 2( ) ( ) ( ),h h h     где 
1

1 ( ),n mh H U D g 


  . Напомним, что 

1( )nH U   пространство Харди в  nU (см. [18]). При этом легко заметить, 

что  

1( ) ( ) = ( ) ( ), = ( ,..., ) .
s s n

n n n

n nT T

g dm h dm s s s Z         

Поэтому 2 ( ) = ( )h g  почти всюду на  ,nT то есть 2
mD h 


  . 

Теперь, если докажем, что оператор 
2h

T  является ограниченным 

оператором в пространстве ( , )A m  , то, учитывая равенство  

1 1 1 1( )( ,..., ) = ( ,..., ) ( ,..., )h n n nT f z z h z z f z z   

1 2 1 1

=1

( ,..., ) ( ,..., ) ...1
,

(2 )
( )

n n n

n n
nT j j

j

f h d d

i
z

     











 

при всех 1= ( ,..., ) n
nz z z U . Тем самым докажем, что 1h является 

мультипликатором пространства ( , ).A m 


 

Итак, согласно лемме 2.6, имеем  

2

1 1 22
=1

(1 | | ) ( , , )
( ,..., ) = ( ,..., ) ( ).

(1 )

j

j j

n
j j j j j m

n n nm
jn jjU

m z
f z z D f dm

z





   
  









  

Ясно, что при достаточно больших  , = 1,...,j j n рассматриваемый 

интеграл абсолютно сходится. Поэтому  

 

2

2
2 1

1 2
=1

=1

(1 | | ) ( , , )( ,..., )1
( )( ,..., ) =

(2 ) (1 )
( )

j

j j

n
j j j j jn

nh n n m
jn n j jT Uj j

j

t m zh
T f z z

i t
z





   

 


 







 


 

2
1 2 1 1

=1

( ,..., ) ( ) ... = (1 | | ) ( ,..., )j

n
m m

n n n j n

jnU

D f t t dm t d d t D f t t
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2 1
1 2

=1

( , , ) ( ,..., )1
... ( ).

2(2 ) (1 ) ( )
j

n
j j j j j n

n nn
jjn jT j j j

P m z h
d d dm t

mi t z


   
 

  




  
  

  

Рассмотрим внутренний интеграл  

2 1
12

1

( ) ( ,..., )1
: ...

(2 ) (1 ) ( )j j
n

n
j j j n

nn m
j j j j jT

P t h
I d d

i t z


  
 

  
 



 
 

  

2 1
12

1

( ) ( ,..., )1
...

(2 ) (1 ) ( )j j
n

n
j j j n

nn m
j j j j jT

P t h
d d

i t z


  
 

  
 



 
 

  

2 1
12 2

1

( ) ( ,..., )1
...

(2 ) (1 ) ( )j j
n

n
j j j n

nn m
j j j j j jT

P t h
d d

i t z


  
 

   
 



 
 

  

1 1

1 2| 1 |
2 1

1 1
1

(| | ) ( ,..., )
= .

1...

j j

n n

m
m

j j nj

m m
j jn

t P t h t t

z tt t




 


 

   

 
  

   
   

1 1
1

1 1 1
1

111
2 1

1 1 2
0 0 11

( ,..., )
... ... ,

... (1 )

j j j
n n

n

n n j j jn
n

m kkmm n
jkk n

m m k m kk
k k jn j j

zh t t
C C

t t z t



  

    

      
  




  
  

 

1 2
2 1 2 1

=1

( ,..., ) = ( ,..., ) ( , ,| | ).j j
n

m
n n j j jj

j

h t t h t t t m t


 


  

Тогда окончательно получаем  

1 1
1 1 11

2 1 1

1

11
1

1 11 1
0 0

( )( ,..., ) = ... ... ...

= =

n n
n

n n

n

mm
m kkk

nh m m
k k

T f z z c C C z




 

  
 

   


   

1

2 | |
1 1 2 1

22
=1 1

(1 | | ) ( ,..., ) ( ,..., )
( ).

...(1 )

j

j j j n

m kn
m k j n nn n n

n nm k k k
jn j njU

t D f t t h t t
z dm t

t tz t






 

 

 



 

  

Таким образом, для доказательства ограниченности оператора  
2h

T в  

( , )A m  достаточно установить ограниченность оператора  

1

2 | |
1 2 1

1 222
=1 1

(1 | | ) | ( ,..., ) | ( ,..., )
( ,..., ) = ( ),

...|1 |

j

j j n

kn
j n n

h n nk k k
jn nj jU

t t t h t t
B z z dm t

t tz t
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в пространстве  ( ,0),A  причем  0 1 , =1,..., ,j j jk m j n    и 

2 .mD h 


   

Заметим, что 2 1j j jk m     при 0 1 , =1,..., ,j j jk m j n     

поэтому  

1
1 22

=1

(1 | |)(1 | |) | ( ,..., ) | ( ) =j

n

j j j h n n

jnU

z z B z z dm z


 


   

1

=1

= (1 | |)(1 | |) j

n

j j j

jnU

z z





  
 

1

2 | |
1 2 1

2 22
=1 1

(1 | | ) | ( ,..., ) | ( ,..., )
( ) ( ) =

...|1 |

j

j j n

kn
j n n

n nk k k
jn nj jU

t t t h t t
dm t dm z

t tz t







 

 


 
  

1

2

1 2 1
22

1 1

(1 ) ( ,..., ) ( ,..., )
( )

...1

j

j j nn

kn
j n n

nk k k
j nU j j

t t t h t t
dm z

t tz t







 


 
 

 
  

1
2

22
=1

(1 | |)(1 | |) ( )
( ).

|1 |

j

j j

n
j j j j

nk
jn j jU

z z dm z
dm t

z t








 

 



  

Оценим интеграл  

1
2

2
=1

(1 | |)(1 | |) ( )
:= =

|1 |

j

j j

n
j j j j

k
jn j jU

z z dm z
I

z t










 




  

11

2
=10

(1 )(1 )
= .

|1 |

j

j j j

n
j j j j j j

i k
j j j

r r d r dr

r e t



 


 





 




   

Учитывая лемму 1.6, получим  

11

1
1 0

(1 )(1 )
.

(1 )

j

j j

n
j j j j

k
j j j

r r dr
I

r t








 


 


  

В виду того, что 
(1 )

(1 )

j j

j

r

r

 


– неубывающая функция при всех 1,...,j n , 

получаем  
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1

1
1 0

(1 ) (1 )
, , 1,..., .

(1 ) (1 )

j

j j

n
j j j j

j jk
jj j j

r dr
I t j n

r t





 


  


 
 

 
   

1) если  0,j j jk    тогда  

1
1 1

(1 ) (1 ) (1 )
, ,

(1 ) (1 ) (1 )

j

j j j j j

n n
j j j j j

j jk k
jj jj j

I t



  

    


  
   

 

  
 

  
   

при всех 1,...,j n  . 

       2)     если  0,j j jk    тогда  

1

1 2
=1 1

(1 ) ( )
, =| |,

(1 ) j j j j j j

n
j j j

j jk k
j j j

u du
I t

u
   



  



   



 
 

  
 

 

   

при всех 1,...,j n . 

Отметим, что так как j  функция типа модуля непрерывности, то  

1

2
1

( ) (1 )
.

1
(1 )

j j j j j j

j j j j j

k k
j j

u du

u
   



  


   






 


  

Следовательно, 

1) если  0,j j jk    то      

2
( ,0)

h
A

B
 




 

1

2

2 1
1,..., 21

1 1

(1 ) (1 ) ( ,..., )
( ) ( )

...(1 )

j

j j j nn

kn
j j j n

n nk k k
j njU

t t h t t
t t dm t

t tt



 




  


  

 
  

1
1 2

1

(1 )(1 ) ( ,..., ) ( )j

n

n

j j j n n

jU

t t t t dm t


 




    

( ,0)
.

A 




  

Последнее выполняется, поскольку,  
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1
2

2 1

11

( ,...,
1, .

)
(1 )

...

j

n

k n
kn

jk k
jn

h
H

t
t h

t

t t 



 
  

2) если  0,j j jk    тогда   

, 12
( 0)

2

2 1

1
1 1

(1 ) (1 ) ( ,..., )

...(1 )

j

j j j nn

kn
j j j n

k k k
j njU

h
A

t t h t t

t tt
B

 



 





  



  


 
  

( ,0)
1 2( ,..., ) ( ) .n n A
t t dm t

 
 



  

Окончательно получаем, что 
2

( ,0)
( ,0)

.
Ah

A
B

 







 

Итак, если hT  является ограниченным оператором в ( , )A m 


, то 

1 2 ,h h h   где 1 2( ), ,n mh RP U D h 


  причем, если 2 ,mD h 


   то 

оператор 
2h

T ограничен в ( , )A m 


. Следовательно, если условие a) 

выполняется, то оператор 
1 21 ( )( )h h hM f f h T T f     является 

ограниченным оператором в ( , )A m 


, то есть 1h является 

мультипликатором этого пространства. Отсюда следует импликация a) 

b) Импликация b)  a) немедленно вытекает из доказательства последней 

части импликации a)   b). 

Итак, пункт 1 теоремы 2.5 доказан. 

Теперь перейдем к доказательству пункта 2, импликация a)   b). 

Пусть теперь 2, 1,..., .j jm j n    

Как и при доказательстве предыдущего пункта нетрудно установить, 

что при ограниченности оператора hT в ( , )A m 


функция h должна быть 

представима в виде 
1

21 2 1= , ( ), ( , ).nh h h h H U h A m 


    

Согласно лемме 2.12, ( , )A m 


при 2, 1,..., .j jm j n   является 

кольцом, поэтому оператор  
1 1hM f f h  является ограниченным 

оператором в ( , )A m 


и, следовательно,
 hT является ограниченным 
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оператором в ( , )A m 


. Тогда импликация a)   b) следует из леммы 

2.11. 

Перейдем к доказательству импликации b)  a). 

Обозначим 
, ... .nQ Q Q      

Докажем ограниченность 
2
( )

h
T f . По теореме Хана–Банаха 

существует  g 
 такая, что 1g 


 и   

2 ( , )
:= ( ) =m

h
A m

I D T f
  

2

1 1
1

1 0
,

1
= ( )( ,..., ) ( ,..., ) ... =lim

(2 )

i ii im n n
r nhn

r
Qn

D T f e e g e e d d
  



 
 



1 1

2
1

1 0
,

1
= ( )( ,..., ) ( ,..., ) ... .lim

(2 )

n ni ii im
nhn

r
Qn

D T f re re g e e d d
  



 
 

  

В этом равенстве мы воспользовались тем, что ( )nH U


  , при этом 

1( , ) ( )nA m H U 


 .  

11 1
1 1

1
,

=1

( ,..., ) ( ,..., )1 1
= ... ( ,..., ) ... =

(2 ) (2 )
( )

n

j j

iin n
n nn n n

i mnQ Tn j

j

f h
I с d d g e e d d

i
re






   
   

 





 


1
1

1 1 1
1

,

=1

( ,..., ) ...1
= ( ,..., ) ( ,..., ) ... =

(2 ) (2 )
( )

n

j j

ii
n

n n nn n n
i mn QT n j

j

g e e d dс
f h d d

i
re






 
     

 





 


1 1

1 1 1
1

=1

1 1 ( ,..., ) ...
= ( ,..., ) ( ,..., ) ... .

(2 ) (2 )
( )

n n

j j j

i ii i

n n nn n n
i i mnn nT T j

j

g e e de de
f h d d

i
i e re

  

 

     
 


 



 


Теперь воспользуемся формулой Коши:  

1 1( ,..., ) ( ,..., )
(2 ) n

n nn
T

c
I f h

i
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1 1

=1
1

1

=1

( ,..., ) ...
1

... =
(2 )

( )

jj jn n

j j

n
mi mi ii i
j

j
nn n

i mnT j

j

g e e e de de

d d
i

e r

  





 














 

1

1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ...
(2 )

n

n

m m

n n nn
T

c
f h

i
     


  

1

1 1

| |
1 1

1

1

( ( ,..., ) ... )
... =

...

nm mm
n n

nm m
n

g r r
d d

   
 

 




 

1

1 1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ... ( ,..., ) ... .
(2 )

n

n

m m m
n n n n nn

T

c
f h D g r r d d

i
         


  

Учитывая хорошо известные соотношения, получаем  

1

1

| |

1 1 11

1

1
( ,..., ) = ( ... ( ,..., )), = ( ,..., ) .

! ...

n

n

n
n n n n

n

D f z z z z f z z Z
z z


 

 
  







 
 

 Итак,  

2 ( , )
( ) =m

h
A m

D T f


 

1
1 2 1 1 11= ( ,..., ) ( ,..., ) ... ( ,..., ) ... =

(2 )

nm m m
n n n n nn

nT

c
f h D g r r d d

i
         


  

1
1 2 1 1 1 11= ( ,..., ) ( ,..., ) ... ( ,..., ) ... | | ... | |=

(2 )

nm m m
n n n n n nn

nT

c
f h D g r r d d           




  

1 1 1
1 2 1 1 11= ( ,..., ) ( ,..., ) ... ( ,..., ) | | ... | |=

(2 )

nm m m
n n n n nn

nT

c
f h D g r r d d         



 


1= ( ,..., )
(2 )

m
nn

nT

c
D f  


  

1 1 1
2 1 1 11( ,..., ) ... ( ,..., ) | | ... | | .nm mm m

n n n nD h D g r r d d       
   


  

 

Заметим, что  
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1 1 1
2 1 11

=1

( ,..., ) ... ( ,..., ) =n

n
m mm m

n n n j

j

D h D g r r c m     
    

     

1

1 1
11

2 1 1 1 1

=10 0

1
... (1 ) ( ,..., )( ) ...( )j n

n
m mm

j n n n n

j

t h t t t t   
 

     

1 1 1( ,..., ) ... .m
n n nD g rt rt dt dt   

Тогда  

2

1 1

1
( , )

=10 0

1
( ) ( ,..., ) ... (1 )

(2 )

j

n

n
mm m

n jh nA m
jT

c
D T f D f t

 
 




      

2 1 1 1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ... ... .m
n n n n n nh t t D g rt rt dt dt d d       

Учтем, что g 
 и, по лемме 2.8  

1 1

1

(1 )
( ,..., ) .

(1 ) j j

n
j jm

n n m
j j

rt
D g rt rt

rt



 







  

Следовательно  

2
1

( , )
=1

1
(1 ) (1 )

( ) ( ,..., )
(1 )

j

j j
n

n

m
n

j j jm m
nh mA m

jQ jU

r
D T f D f

rt


  
 





 



   

2 1 1 1 1( ,..., ... ...n n n nh t t dt dt d d      

1
2

1

(1 )(1 ) j

n

n

j j j

jU

h r r


  





    

1
1 2 1 2 2 ( , )

( ,..., ( )... ( ) .niim
n n n n A m

D f t e t e dm dm h f





 


   

Таким образом импликация b)  a) пункта 2 доказана.□ 

Теорема 2.6. Пусть 
1

1( ), ( ,..., )n n
nh H U m m m    

1( ,..., ) , 1,n
n j        и 1, 1,...,j jm j n   , тогда следующие 

утверждения равносильны:   

    1. 
h

T является ограниченным оператором в пространстве 

( , )A m 


;  
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    2.  функция ( )nh H U , причем  

1

2

1

2
=1 1 |

1(1 | |) ( )( ,..., )
< ,sup

... (1 | |)
|

j j

p j j
j

pp
k kn

n k k k kjz U zk

z uh z z
du

z z z u




 

 
 

 
   

 

      (2.23) 

  1( ,..., ) .n
nz z z U   

Доказательство. 

Докажем сначала импликацию 1 2. 

Пусть  
h

T ограничен в пространстве ( , )A m   и 
1( )nh H U .  

Зафиксируем натуральное число :1p p n  , кортеж  

1 2 1( , ,..., , ,..., )p p n pk k k k k K  и точку 1= ( ,..., ) n
na a a U . Докажем, что  

1

1

1

=1 2

2

1

( ... ( ,..., )) (1 | |)

1... ( )
(1 | |)

p j j

p j

j

j

p p
k k n k k

k k j k

k

z
k

z z h z z z

z z u
z du

u







 

 






. 

Положим  

, 12
=1 = 1

1 1
( ) = , = ( ,..., ) .

1(1 )
s ss s

p n
n

a p n
k ks s pk k

e z z z z U
a za z 




   

и найдем явный вид функции  

,
,

( ) ( )1
( )( ) = .

(2 )

a p
a ph n

nT

e h
T e z d

zi

 


   

Выполняя необходимые преобразования, нетрудно заметить, что  

=1 = 1
,

2

=1 = 1 =1

2( ) | |
1

( )( ) = =
(2 )

( ) ( ) (1 )

ss

s s s s

p n

kk
s s p

a ph n p n n
nT sk k k k s

s s p s

h d

T e z
i

a a z
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=1

2

=1 = 1 =1

( )
1

= ,
(2 )

( ) ( ) (1 )

s

s s s s

p

k

s

n p n n
nT sk k k k s

s s p s

h

d
i

a a z

 




  


  




  

 

Тогда данное равенство можно переписать в виде  

1

1

| |

, 1 11
=11

= 1

1 ( ) 1
( )( ) = =

(1 )...,..., =0 (1 )

s

p s

s s
p

s s

sp j p
kp

a ph j j nj
s k kp k k k k

s p

j
zh a

T e z
a zj j a  



 



 
 

 
    

 


1 =1

( ) 1
=

... (1 )
ss

p n
p

kp ks

h a

a  




  


 

1

1

| |

1 11
,..., =0, =11

| | 0 = 1

1 ( ) 1
.

(1 )... (1 )

s

s

p s

s s
p

s s

jp j p
kp

j j nj
j j s k kp k k k k
j s p

zh a

a z
a  



 

 

 
 

 
  

   
 
 

 


 

Следовательно, учитывая лемму 2.13, получаем  

, 1
1= 1 =1

( )1 1 1
( ( )( )) =

! ... (1 )
(1 ) s s s

s s

pn n
pm

a ph mk p k ks p s
k k

h a
D T e z

m a
a

  




 
 
  

 

 

1

1

| |

1 11
,..., =0, =11

| | 0

1 ( )

(1 )...

s

ss

p s

s s
p

jp j p m kp k

j jj
j j s k kp k k

j

zh a
D

a z 







 
  

 
    

   ,                (2.24) 

где 
( )1

= ,
!

ss

ss

s s

mm kk
m kk

k k

z z
D

m z







 1= ( ,..., ) ,n

nz z z U 1 sk n  , ( )H U  . 

Снова учитывая лемму 2.13, приходим к равенству  
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Последнее равенство получается из (2.24) и из леммы 2.13, если 

учесть следующее элементарное тождество  

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
= = ,

(1 )(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

z az

a a a az aaz az az az


   

   
 

, .a z U Поэтому можно преобразовать последнее тождество в  

1 1

11 1
1 =

1
! (1 ) ! (1 )

s s

s ss s
s s s ss s s s

k k

m mk kk kk k k kk k k k

a z

a z
m a a z m a a z

 

 
   
 

  

 

2

1 1 2
= .

1
!(1 )

s ss s s s

ss s
ss s

k kk k k k

mkk k kk k

a z a z a z

a z
m a z

    
 

 
 

 

Таким образом (2.24) можно представить в виде:  

1

1

2

1
, 0,

(1 )
1

.
1! (1 )

, 1

(1 )

kss
s s

k ss

s
s s ss s s

ks

s s

smj
k km k

j
k k kk k k

sm
k k

если j

z az
D

m a zm z a
если j

z a











 

 




 

Или  

1 1

11
.

! (1 ) (1 )

s

k s s s ss

s k ss
s s s s s

j

m k s k k k

j m j
k k k k k

z j m a z
D

m z a z a
  




 

 

Следовательно,  

,
1 1

( )1 1
( ( )( ))

! ... (1 )
s s

p n
pm

a ph
p k ks

h a
D T e z

m a  

 
 
  


  

1

1

| |1

1 11
,..., =0, =11

| | 0

1 2( )

... (1 )
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p s
s

p s s

p j p
s k k kp

j j mj kj j sp k k k k

j

j z a mh a
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1

1

1 2

1
, 0,

(1 )
1

.
! 1(1 ) 1 1 1

, 1
! !(1 ) (1 )

ks
s

s s
k ss

kss
s ss s s

k ks s
s s s s

s s s s

sm
j

k k
m k

m
j

k kk k k
sm m

k k k kk k k k

если j

z az
D

m a zz a
если j

m a m az a z a
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1

= 1

1
.

(1 ) s

s s

n

mks p
k ka







              (2.25) 

Таким образом, для произвольной перестановки чисел 

1(1,2,..., ) : ( ,..., ,..., )p nn k k k  и 1 , np n a U   справедлива оценка  

1

,

=1

( ) 1
| ( )( ) |

1...
|1 | sp

s s

p n
p m

a phmkk k s
k k

h a
D T e z

a
 






 


  

1

1

| |1

11
,..., =0,1

| | 0

( )

... p

p

p j
p

jj
j jp k k

j

h a

 








 

 
  

     
1

=1 = 1

1 1
.

1
|1 | |1 |

s
s s

s s s s

p n
s

j m mk ks s p
k k k k

j

a z a




 
 

   
   

               (2.26) 

 

Теперь докажем требуемую оценку по индукции. Предположим 

1p  , тогда из последней оценки сразу следует, что  

   

1

1
,1 1 1,( , ) ,

( )
| ( ) | ,

( )a ah A m A m
k

h a
T e h a

  



 


 


                

(2.27) 

 где 

1 1

1, 2
=2

1 1
( ) = ,

(1 ) (1 )
s s

n

a
k ks k k

z
a z a z


 

  

1 1

,1 2
=2

1 1
( ) = .

(1 )(1 )
s s

n

a
k ksk k

e z
a za z 

  

Учитывая вышеупомянутые рассуждения и оценку (2.26), получим 

1 1

1 1

1

2 2 2
=1 =21 1

1 1( ) ( )(1 | |)( )

(1 | |)

s

k ks s

n nk s kk ks

k s ska a

u uah a
du du

u a u
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1 1

1

2 2
=21

1 ( )(1 | |)
.

(1 | |)

s

ks

n
k sk k

sk a

ua
h du

a u











   

В итоге имеем  

1 1 1

1
1

1

1

1

1= 2
12

11

( ,..., ) (1 | |)
.

1 ( )
(1 | |)

k

n k k k

k ka
k

a

h a

u
a du

u



   

 



 


 

 

Итак, требуемая оценка установлена при = 1p . 

Далее, предположим, что p – произвольное натуральное число  

1 1p n   и что оценка (2.21) доказана для произвольных кортежей 

1( ,..., ) .p pk k K  Докажем эту оценку при всех 1 1 1( ,..., ) .p pk k K   Для 

этого используем основную оценку (2.25), записывая ее для  1 1p n  

при всех  1 1p n   получаем  

1 1

1
1

, 11
=1

( ) 1
| ( )( ) |

...
|1 | sp

s s

p n
p m

a phmkk k s
k k

h a
D T e z

a
 









 

 


  

       
11

1 1

1 | | 11
1

1 11
,..., =0, =11 1

| |= ... 01 1

1 ( 1)( )

(1 )...

s

p s ks

s sp

p j p
s kp

j j mj
j j s k kp k k

j j jp

j zh a

a z  



  


 


  

  
  

   
 

     (2.28) 

1
= 2

1
.

|1 | s

s s

n

mks p
k ka







  

Теперь заметим, что в выражении 
11

1

1 | |
1

11

( )
,

... p

p

p j
p

jj

k k

h a

  

 






 

0j  порядок 

производной 1 ,p j p   поэтому можно предположить, что 
0

0,sj  то 

есть в рассматриваемой сумме в каждом слагаемом имеется производная 



 133 

вида  
1 1 10 01

1 1 1 10 0

1 | |
1

1 1 11

( )
,

... ...
s s p

s s p

p j
p

j j jj

k k k k

h a

     

  

 


  



   

при некотором 01 1.s p    

Учитывая индукционное предположение, получим  

11

1

1

1 | | 1
1

211
=1

2

1

(1 | |)( ) 1
.

1(1 | |) ( )...

s

p
s s

p

ks
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p j p k kp s

jj
s k k

k k

a
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a u
du

u



  



  






 
 
 

  
  

  
 
 
 





 

Учитывая, также (2.28), окончательно получаем  

1 1

1 1
1

2
=11 |

( ) ( )

...
|p

p n
p s

k k s as

h a u
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11

2 2
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1 1

1
1 | | 111

1

1
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| |= ... 01 1

(1 )(1 )( )

11
|1 |...

s

s

s
s

sp

kp j p
kp

j mkpj j sp kk k
j j jp

dh a
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2

= 21

1 ( )
.s

ks

n
k

s p a

u
du

u



 

                        (2.29) 

Но, учитывая, что = 1
s sk km    имеем  

211

1 1
0

2
1

(1 )
, 1,

(1 )(1 )(1 )
.

( )1
, 0

s s
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s ks
s
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k k

s
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k
s
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a
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В итоге, получаем  
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1 1

1 1 11
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s s s
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(2.30) 
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1 1

1

1 | |1
1

2 11
,..., =0,1 11
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1 ( ) ( )
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s

s

p
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j j jp
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s
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j

p
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a u
du
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Теперь, учитывая индукционное предположение, и то, что в 

выражении 
11

1

1 | |
1

11

( )
,

... p

p

p j
p

jj

k k

h a

  

 






 

  0j  порядок производной  1 | | ,p j p  

получаем  

    

11

1

1

1 | | 1
1

11
=1 2

2

1

(1 )( )
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s s

p
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u
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(2.31) 

Из (2.30) и (2.31) приходим к оценке  
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1 1

1 1
1
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=1 =11 | 2
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Или 

1 1

1 1 1
1

2 2 2
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1(1 | |) ( )( ) ( )
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s s s
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s
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1

2
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.
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s

p
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a
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В итоге, из последней оценки получаем, что  

1 1

1 1
1

=1 2
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1

(1 | |)( )
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s s

p s

s

s

p p
k kp

k k s k s
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s
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u
a du
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Требуемая оценка установлена и тем самым доказана импликация 1.   2. 

Перейдем теперь к доказательству импликации 2.   1. 

Как и при доказательстве импликации b)  a) пункта 2 теоремы 2.1 

проведем следующие рассуждения. 

Докажем ограниченность 
2
( )

h
T f . По теореме Хана–Банаха 

существует функция g 
 такая, что 1g 


  и  
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Qn

D T f re re g e e d d
  



 


  

11 1
1 1

1
,

=1

( ,..., ) ( ,..., )1 1
= ... ( ,..., ) ... =

(2 ) (2 )
( )

n

j j

iin n
n nn n n

i mnQ Tn j

j

f h
d d g e e d d

i
re






   
   

 





 


 

1
1

1 1 1
1

,

=1

( ,..., ) ...1
= ( ,..., ) ( ,..., ) ... =

(2 ) (2 )
( )

n

j j

ii
n

n n nn n n
i mn QT n j

j

g e e d dc
f h d d

i
re






 
     

 





 


 

1 1

1 1 1

=1

( ,..., ) ...
= ( ,..., ) ( ,..., ) ... =

(2 ) (2 ) 1
( )

n n

j j

i ii i

n n nn n n i i mn jn nT T j
j

c c g e e de de
f h d d

i
i e re

  

 

     
 


 



 


 

1 1= ( ,..., ) ( ,..., )
(2 )

n nn
nT

c
f h

i
   




 

1 1

=1
1

=1

( ,..., ) ...
1

... =
(2 ) 1

( )

jj jn n

j j

n
mi mi ii i
j

j
nn n

i mnT j

j

g e e e de de

d d
i

e r

  





 














 

1

1 1 1= ( ,..., ) ( ,..., ) ...
(2 )

nm m

n n nn
nT

c
f h

i
     


  

1

1 1

| |
1 1

1

1

( ( ,..., ) ... )
... =

...

nm mm
n n

nm m
n

g r r
d d
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1

1 1 1 1 1= ( ,..., ) ( ,..., ) ... ( ,..., ) ... .
(2 )

nm m m
n n n n nn

nT

c
f h D g r r d d

i
         


  

Выше мы воспользовались многомерной формулой Коши для 

производной, а также хорошо известным соотношением (2.22). Итак,  

2
1

( , )
( ) = ( ,..., )

(2 )

m
nh nA m

nT

c
D T f f

i

 


  

1
2 1 1 11( ,..., ) ... ( ,..., ) ... =nm m m

n n n nh D g r r d d         

1
1 2 1 11= ( ,..., ) ( ,..., ) ... ( ,..., )

(2 )

nm m m
n n n nn

nT

c
f h D g r r       


  

1 1 1... ( )... ( ) = ( ,..., )
(2 )

n n nn
nT

c
dm dm f     


   

1 1 1
2 1 1 11( ,..., ) ... ( ,..., ) ( )... ( ) =nm m m

n n n nh D g r r dm dm       
 

  

1= ( ,..., )
(2 )

m
nn

nT

c
D f  


  

1 1 1
2 1 1 11[ ( ,..., ) ... ( ,..., )] ( )... ( )nm mm m

n n n nD h D g r r dm dm       
   

2
( , )

( ) , = , = 1,..., .jim m m
r j

A m
D f D h D g e j n



 




 

Рассмотрим случай, когда  1, 1,..., .j jm j n   Тогда нам нужно 

исследовать поведение оператора 2( )m m
rD h D g

в пространстве .
  

Напомним, что  

2
2

1

=1

(1 | |)
= | ( ,..., ) | =sup

(1 | |)

n
j

n
n j jjz U

z
f D f z z

z



 






  
 

  

  

 

2
1

1

=1

(1 | |)
= | ( ,..., ) | .sup

(1 | |)

n
jm

n
n j jjz U

z
D f z z

z





  
 

  

  

Соответственно,  
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 1
2 2 1 1( ) = | ( [ ( ,..., ) ( ,..., )]) |sup

m m m m m
r n n

nz U

D h D g D D h z z D g rz rz


  




  

2

=1

(1 | |)
=

(1 | |)

n
j

j jj

z

z

 
 

 

  

2

2 1 1

=1

(1 | |)
= | [ ( ,..., ) ( ,..., )] | .sup

(1 | |)

n
jm

n n
n j jjz U

z
D h z z D g rz rz

z


  
 

  

  

C учетом формулы (2.22) имеем  

2 1 1[ ( ,..., ) ( ,..., )] =m
n nD h z z D g rz rz  

1 2 1 1
1

= ( ... ( ,..., ) ( ,..., )).
...

n
m

n n n
n

z z h z z D g rz rz
z z



 
 

Согласно многомерной формуле Лейбница получаем  

1

1

1 1

1 2 1 1 1 1
1 =0 0

( ... ( ,..., ) ( ,..., )) = ... ...
... =

n

n

n
kkm

n n n
n k k

z z h z z D g rz rz C C
z z




 
   

1 1

|1 | | |
1 2 1 1

1 1
1 1

( ... ( ,..., )) ( ( ,..., ))
=

... ...n n

k k m
n n n

k kk k
n n

z z h z z D g rz rz

z z z z



 

 


   
 

1 1
1

|1 | | |1 1
1 2 1 1

1 1
0 0 1 1

( ... ( ,..., )) ( ( ,..., ))
= ... .

... ...= = n n
n

k k m
n n n

k kk k
k k n n

z z h z z D g rz rz

z z z z



 

 

   
   

Отметим, что для того, чтобы оценить норму данной функции, достаточно 

оценить каждое слагаемое. Тогда, используя лемму 2.15, получаем, что 

каждое слагаемое рассматриваемой функции не превосходит 

2
=1

(1 | |)

(1 | |)

n
j j

j j

z

z

 


 . Таким образом  

2( ) .m m
rD h D g







   

Импликация 2. 1.  доказана. □ 
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§2.8. Проблема делимости на внутреннюю функцию 

Теоремы 2.5 и 2.6 имеют интересные приложения в теории 

факторизации. А именно справедлива следующая теорема о делении 

аналитической функции. Для формулировки этого результата нам 

потребуется понятие внутренней функции в nU . Пусть ( )ng H U , 

функция g  называется внутренней, если ее радиальные предельные 

значения 
*( )g w  на торе nT  удовлетворяют условию: *( ) 1g w  , почти 

всюду на nT (см.[18]). Внутренняя функция g называется хорошей 

внутренней функцией, если наименьшая n-гармоническая мажоранта 

функции g тождественно равна нулю в nU  (см.[18]). 

Из теорем 2.5 и 2.6 непосредственно следует: 

Теорема 2.7  Пусть 
1( ) ( , )nF H U A m 


  , причем  

( ) = ( ) ( ),F z J z f z .nz U Пусть внутренняя функция удолетворяет условиям 

теорем 2.5 и 2.6, тогда если 
1( )nf H U , то 

1= ( ) ( , ).nF
f H U A m

J
 


   

Доказательство. 

 Так как 
1( )nf H U , то  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
( ) = = = ( )( )

(2 ) (2 )

n n
Jn n

n nT T

f dm F J dm
f z T F z

z zi i

    

      

см. [18]. В то же время по теоремам 2.5 и 2.6 мы получаем, что последний 

интеграл принадлежит классу 
1( ) ( , ),nH U A m 


 поскольку = ( )

J
f T F . 

Таким же образом устанавливается 

Теорема 2.8. Пусть 
1( ) ( , ),nF H U A m F f J 


    , где J – 

хорошая внутренняя функция, тогда 
1( ) ( , )nf H U A m 


  .  
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ГЛАВА III.  ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ В 

ВЕСОВЫХ  АНИЗОТРОПНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

ГОЛОМОРФНЫХ В ПОЛИКРУГЕ ФУНКЦИЙ  

 

§3.1. Весовые pL -пространства аналитических в поликруге функций с 

экспоненциально  убывающим весом 

Пусть 1 1( ) ( ( ),..., ( ))n nr r r   , 1( ,..., )nr r r , [0; )jr R   , где 

(1 )j j n    являются монотонно растущими положительными 

функциями на :R  

ln
= 0, = 1,..., .lim

( )r j

r
j n

r

 

 Такие вектор-функции в дальнейшем назовем весовыми. 

Символом ( )p nA U , 0 ,p    обозначим следующее 

пространство голоморфных в 
nU функций  

1

2
1

( ) = ( ) : | ( ) | exp ( ) ,
1 | |n

p
p n n p

n

U

A U f H U f z dm z
z

 

 
     
       

     
  

         

где   1

=1

1 1
exp = exp , = ( ,..., )

1 1

n
n

j n

jj

z z z U
z z

 
    
                 

 .  

Если ( ),p nf A U  то через  ( )
p n

f
A U


обозначим подпространство 

пространства ( )p nA U  с нормой 

1

2( )

1
| ( ) | | ( ) | exp ( ) .

1 | |n

p
p p

p n nA U
f

U

g f z g z dm z
z


   
      

    
  

Пусть  1= ( ,..., ) ,n
nz z z U ( )nf H U , тогда имеет место разложение 

Тейлора:  
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1
11

| |=0 =01

( ) = = ... ... ,

,...,

k kk n
k k k nn

k k kn

f z a z a a z z
 

 
 

1= ( ,..., ) .n
nz z z U  

Определим операторы дробного дифференцирования порядка s Z  

 1

1

1

1
=0

( )( ) = ... ... , = 1,..., ,

,...,

n

n

n

k ks s
j j k k n

k k

R f z k a a z z j n


                       (3.1)    

1

1

1

1
,..., 0

( )( ) ( 1) ... ... , 1,..., ,n

n

n

k ks s
j j k k n

k k

R f z k a a z z j n




                 (3.2) 

1
j jR R ,

1
j jR R .  

Если 1= ( ,..., ) , ( ),n
n nm m m Z f H U   то 1 1

1 1( ) = ... ( ),nn m mmm
n nR f R R R f



и, аналогично, 1 1
1 1( ) ... ( )nn m mmm

n nR f R R R f
 . Учитывая равенства (3.1) 

и (3.2), нетрудно заметить, что справедливо тождество:  

1
11 1

1

1

1 1
0

( ) ... ... ... ( )
n

n nn

n

n

mm
j jj jjm

n nm m
j j

R f C C R R R f




  .                 (3.3) 

Если  1 1( ) = ( ( ),..., ( ))n nr r r   – весовая вектор-функция, то 

1

=1

1 1
exp := exp , = ( ,..., )

1 1

n

j n n

jj

r r r Q
z z

 
    
                 

  

Через   обозначим класс вектор-функций 1= ( ,..., )n   , для 

которых справедливо:   

(2)
( )

ln( )
( ) , = 0, ( ), = 1,..., ,lim

( )
j x j

x j

x
x C R j n

x
 




 



   

при этом 
2

( )
0( ).

( )

j

j

x
x

x






  


 

В дальнейшем через   обозначим множество всех алгебраических 

многочленов от 1,..., .nz z  

Следующие две леммы устанавливаются стандартным образом, 

поэтому их доказательства мы не приводим (см.гл.1 и 2). 
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Лемма 3.1. Пусть ( )p nf A U , 0 p  ,  , 

( ) = ( ), [0;1), nf z f z z U     , тогда  

( )1 0
lim 0.nA U

f f 



 

   

Лемма 3.2. Пусть 0 < < , ,p     – линейный непрерывный 

функционал на ( )p nA U ,
1

( ) = , , ,
1

n
ze z U

z
 





  положим ( ) = ( )zg z e . 

Тогда для любой ( )p nf A U  справедливо равенство  

1 0

1
( ) = ( ) ( ) ( ).lim

(2 )
nn

nT

f f g dm


  
 

   

   В следующем утверждении дается оценка роста модуля функции 

( )p nf A U  в зависимости от  и p  вблизи границы поликруга nU . 

Лемма 3.3. Пусть ( )
p

f A  , ( ) 0f z  , nz U , 0 p   , 

1( ,..., )n    , тогда  

2
=1 =1

1

1 | |1 1
ln | ( ) | 2 ln ( , , ),

1 | | (1 | |)

n n
j

j
jj j j

z
f z C n f

p z z



 

 
 
          

     
   

 1= ( ,..., ) .n
nz z z U  

 

Доказательство. 

Пусть ( )nU z  – поликруг с центром в точке z  радиуса 

1 1( (1 ),..., (1 )),n nz z    при 1( ,..., ) .n nQ     В силу n -

субгармоничности функции  
p

f (см. [26]),  имеем  

22 2

1
( ) | ( ) | ( ),

(1 | |)
( )

p p
nn

nU

f z f dm
z

z
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где 
2 2 2 2

1

=1

(1 | |) := (1 | |) , = ( ,..., ) .
n

n
j j n

j

z z z z z U    Ясно, что при любом 

1= ( ,..., ) ( )n
n U z     выполняются оценки:  

(1 )(1 | |) 1 | | (1 )(1 | |), =1,..., .j j j j jz z j n          

Следовательно, имеем  

2 2

1 1
( ) exp

(1 )(1 | |) (1 | |)

p

n
f z

z z


  

  
    

    
 

2
1

| ( ) | exp ( ).
1 | |

( )

p
n

nU

f dm

z

  


  
   

  
  

Поэтому  

                   
2 2 ( )

1 1
( ) exp

(1 )(1 | |) (1 | |)
p

p p

n A
f z f

z z 


  

  
   

    
. 

Прологарифмировав последнее неравенство, получаем  

=1 =1

1 1 1
ln | ( ) | 2 ln

(1 )(1 | |)

n n

j
j j jj j

f z
p z


 

  
   

    
   

=1

1
2 ln ( , ),

1 | |

n

jj

C n f
z


 

 
  

 1= ( ,..., ) .n
nz z z U  

Положим теперь  

1 | |
= , = 1,..., .

1
(1 | |)

1 | |

j
j

j j
j

z
j n

z
z







 
   
  

      (3.4) 

Применяя формулу Лагранжа, получаем  

     

1 1 1
=

(1 )(1 | |) (1 | |) (1 | |)
j j j j

j j j jz z z
   



     
       

                      

(3.5) 

1
, 0 , = 1,..., .

(1 )(1 | |) (1 | |)

j
j

j j j j

j n
z z
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Но, учитывая равенство (3.4), нетрудно установить: 

1 1 1
= ,

(1 )(1 | |) (1 | |) (1 | |)
j

j j j jz z z




 
  
     

 

1
= .

(1 )(1 | |) 1

(1 | |)

j

j j
j

j

z

z






   
  
  

 

Докажем, что второе слагаемое в (3.5) ограничено. Пусть  
1

= ,
1 | |j

x
z

причем  j и jz зафиксированы. Положим  
1

( ) = , .
( )

j
j

t t R
t







Применив 

снова формулу Лагранжа, получим 

       
( ) ( ) 1

= = ,
( ) ( ) ( )

1
( )

j j j

j j j j j j

j

x x

x x x

x

  

     



 

   


                      (3.6) 

 где 
1

0 , = 1,..., .
( )

j j
j

j n
x

 


  


 

Учитывая определение функции j получаем  

2

( )( )
= ( ).

( ) ( )

jj j j j
j j

j j j

xx
x

x x

   
 

  

 


 
 

В силу оценки (3.6) ( ) 1,j j x   и по условию леммы  

2

( ) ( )
= = 0,lim lim

( ) ( )

j j j j j

x xj j j

x x

x x

    

   

  

 
 

учитывая оценки (3.5) и (3.6) окончательно получаем  

2
=1 =1

1

1 | |1 1
ln | ( ) | 2 ln ( , , ).

1 | | (1 | |)

n n
j

j
jj j j

z
f z C n f

p z z



 

   
   

     
          

   
  

  □ 

Из леммы 3.3 непосредственно вытекает следствие 
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Следствие 3.1.  Пусть ( )p nf A U , 0 p  , Пусть  

1= ( ,..., )n   – весовая вектор-функция на ,nR  причем 

(2) ( ), 1,..., ,j C R j n   такие, что  

2

( )
0( ), 1,..., ,

j

j

x
x j n






   


 

 тогда  

    1
=1

1
ln | ( ) | , = ( ,..., )

1 | |

n
n

j n
jj

f z z z z U
z


  
   

    
           (3.7) 

Доказательство. 

Согласно лемме 3.3, имеем  

1

2
=1 =1 =1

1

1 | |1 1
ln | ( ) | 1 ln .

1 | | 1 | |(1 | |)

jn n n
j

j j
j jj j jj

z
f z

z zz



 



   
   

                                 
  
   

    

Докажем, что в условиях леммы выражение  

12
=1

2
=1

=1

1

1 | | 1
ln( )

1 | |(1 | |) 1
ln

1 | |(1 | |)1

1 | |

jn
j

jn
jj j

jn
jj j

j
jj

z

zz

zz

z











 
  
       

   
                                    






 

ограничено. Действительно, применяя правило Лопиталя, имеем  

        
2

2

( )
ln

( ) 2ln
= = 0.lim lim

( ) ( )( )

j

j

x xj jj

x

x xx

x xx





  



 
 
 
 

                       (3.8) 

 Из последнего равенства и из условия вытекает утверждение следствия. □ 

Из оценки (3.7) непосредственно следует утверждение: 

Лемма 3.4. Пусть ( )p nf A U , ( ) 0f z  , nz U , 0 p   , 
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1( ,..., )n    , тогда справедлива следующая оценка  

=1

1
| ln | ( ) || ( ) ,

1

n

n j
jjnT

f r dm
r

  
  
  

    
  

 1= ( ,..., ) .n nr r r Q  

Доказательство. 

В силу -субгармоничности функции ln | ( ) |f z  в nU , по теореме о 

среднем имеем (см. [18])  

1
ln | ( ) | ( ) = ln | (0) | .

2
n

nT

f r dm f 
   

 Учтем также равенства  

     ln | ( ) = | ( ) | | ( ) |ln lnf r f r f r        (3.9) 

 и  

ln | ( ) |= | ( ) | | ( ) |,ln lnf r f r f r     

 где 
1

= max(ln ,0), = max(ln ,0), .ln lna a a a R
a

 
  

Согласно лемме 3.3 и следствию 3.1, получаем оценку  

           

=1

1
| ( ) | ( ) .ln

1

n

n j
jjnT

f r dm
r

  
  
  

    
                    (3.10) 

Аналогичную оценку для интеграла | ( ) | ( )ln n

nT

f r dm 
   можно получить 

из равенства (3.9). Тогда утверждение леммы следует из равенства (3.10). □ 

 

§3.2. Оценки радиальных производных функций из пространства 

( )p nA U и их мультипликативное представление 

Лемма 3.5. Пусть ( )p nf A U , ( ) 0f z  , 
nUz , ( ) ln ( )z f z  , где  

выделена главная ветвь логарифма, 0 < < ,p   . Тогда для 

произвольного 1= ( ,..., ) : | |< , =1,...,n n j jQ z j n     и 

n
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1= ( ,..., ) n
nm m m Z  справедлива оценка  

       
1

| |
1

1
1

| ln | ( ) || ( )

( ,..., )
,

( | |)... n

n
m

nn T
m mm

n

f dm

z z

zz z

 



 



 


                      (3.11) 

 причем 

 

11
1

=1

|= ... , ( | |) := ( | |) .j

n
mm

n j j

j

m m m z z 
   

 

Доказательство. 

Сначала заметим, что функция  ( ) = ln ( )Re z f z является 

плюригармонической в nU  (см. [26]). Поэтому для любого 

1 1= ( ,..., ) : > , = ( ,..., ), =| |, =1,...,n n n j jQ r r r r r z j n     справедливо 

представление  

1
ln | ( ) |= ( ) ln | ( ) | ( ),

(2 )
z nn

nT

f z P f dm  


  

где  ( )zP  – ядро Пуассона для поликруга,

1

=1

( ) = ( ), = ( ,..., ) .
j

n
n

z z j n

j

P P T       Отметим также, что 

 

1
( ) = , = 1,..., .

2j

j j j j j j
z j

j j j j j j

z z z
P Re j n

z z z

  


  

    
   

        

 

Следовательно, если   

 
1

= , = ,
2

j j j
j j j

z x iy i
z x y

   
  

    

 

то 

2

( )
( ), 1,..., ,

( )

jz j j

z
j j j

P
P j n

z z

 





 

 
 

где 1 1 1( ,..., , ,..., )j j nz z z z z  , 1 1 1( ,..., , ,..., )j j n      . 

Поэтому  
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         1( ) = ( ) ( ) =
j j

f
z z f z

z z

  

 
                                 (3.12) 

2

2
( ) ln | ( ) | ( ).

(2 ) ( )

j
z nn

n j jT

P f dm
z




  

 



  

Таким образом, получаем  

| | | |

( ) = ( ) ln | ( ) | ( ).
m m

z nm m
nT

z P f dm
z z




  

 

 
  

Отсюда, учитывая вышеуказанные рассуждения, легко получить оценку  

1

| |
1

1
1

=1

| ln | ( ) || ( )

( ,..., )
.

...
( | |)

n
j

n
m

nn T
m nm

mn
j j

j

f dm

z z

z z
z

 








 






□ 

Лемма 3.6. Пусть ( )p nf A U , 0 < <p  , 1= ( ,..., )n     . 

Тогда при любом 1= ( ,..., ) n
nm m m Z   можно построить функции

, ( )n
m m H U     такие, что ( )( ) = ( ) ( )m

mR f z f z z , 

( )( ) = ( ) ( ),m n
mR f z f z z z U  ,

                           
(3.13) 

 при этом существует такое ( ) ,s s m Z   что 

1 12
=1=1

1

1 1
( ,..., , ) , = ( ,..., ) ,

1(1 )

s

jn n
j

n m j n n
jjj j

r
M r r r r r Q

rr



 

   
   

                      
  
   



 

1= ( ,..., )n nr r r Q .  

Такая же оценка справедлива и для функции 1( ,..., , ).n mM r r    

Доказательство. 

Докажем лемму и соответствующую оценку только для ( ),mR f  так 

как оценка для ( )mR f  и m  аналогична и следует из равенства (3.3). 



 149 

Сначала заметим, что для произвольного 1= ( ,..., ) n
nm m m Z  

существуют многочлены 
1 1.., ,..., 1( ) = ( ,..., ),. n nj j j j nP z P z z  такие, что  

1 1

1 1
1

,..., ...
1

,..., 1
,..., =0 1

( ,..., )
( )( ) = ( ) , = ( ,..., ) .

...

n n

n
n

n

m m j j
m nn

j j nj j
j j n

f z z
R f z P z z z z U

z z

 



 



 

Поэтому, для доказательства леммы, достаточно получить для 

произвольного 1= ( ,..., ) n
nm m m Z   представление  

1

11

...
1

1 ,..., 1 1

1

( ,..., )
= ( ,..., ) ( ,..., ), = ( ,..., )

...

n

n
n

m m
nn

n m m n nm m
n

f z z
f z z z z z z z U

z z


 



 

 

 и соответствующую оценку для функции
1,..., nm m . 

Если =1, =jm j k  и = 0, ,jm j k  то утверждение леммы 3.6 

непосредственно следует из леммы 3.5 и леммы 3.3 (см. (3.10) и (3.11)). 

Докажем лемму 3.6 по индукции. Пусть 1= ( ,..., )nz z z  

фиксированная точка из nU , предположим, что справедливо представление

                     

      

    
1

1

...
1

1 1

1

( ,..., )
= ( ,..., ) ( ,..., ),

...

n

n

m m
n

n m nm m
n

f z z
f z z z z

z z


 


 
                   

(3.14) 

 причем  

=1

| ln | ( ) || ( )

( ) ,

( )

s

n

nT
m n

j j

j

f dm

z

r

 





 
 
 
 
 
 
 





 

при всех s Z  и  1= ( ,..., ) : < , =1,..., .n n j jQ r j n     Если  

= 0, , =1,j km j k m то утверждение следует, как было отмечено ранее, из 

(3.11) и (3.12). 

Предположим теперь, что 1= ( ,..., ) n
nm m m Z , и соответствующее 
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утверждение справедливо для 
| |

,
m

m

f

z




 докажем справедливость 

соответствующего представления и оценки для функции 

11

| 1|
1

1

1 1

( ,..., )
.

... ...j j n

m
n

m mm m
nj j

f z z

z z z z









   

 

По равенству (3.13) имеем  

11

| 1|
1

1

1 1

( ,..., )
=

... ...j j n

m
n

m mm m
nj j

f z z

z z z z









   

 

1

1

11
1 1

( ,..., )( ,..., ) ...
= ( ,..., ) ( ,..., ) ,...

n

n

m m nn
m m n n

j j

z zf z z
z z f z z

z z







 
 

тогда, по индукционному предположению, имеем
( )

= ( ) ( ),
j

f z
f z g z

z




  (см. 

(3.12)), поэтому, положив  

1

1 1 1

...
... 1 ... ...

( )
( ) := ( ) ( ) ,n

j j n n

m m
m m m m j m m

j

z
z g z z

z


 







              (3.15) 

nz U ,  получим представление  

1 1

| |

, 1, ,
( )

= ( ) ( ),..., ...,j j n

m

m m m mm
j

f z
z f z

z z




  
     

 

где 
1 11, ... ( ).... j j n

n
m m m m H U

   

Докажем теперь соответствующую оценку для функции 

1 11, ...... j j nm m m m
 , для удобства обозначим

1 11, ...... j j nm m m m m
 

  . Ясно, 

что  

1...

( )
( ) ( ) ( ) .

n

m
m j m m

j

z
z g z z

z


 


 


 

 По индукционному предположению, имеем  
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1...

=1

ln ( ) ( )

( ) ,

( )
n

s

n

nT
m m n

j j

j

f dm

z

r

 





 
 
 
 
 
 
 





 

 где  1= ( ,..., ) ,| |= ,0 < <1, =1,..., .n n j j j jQ z r r j n      

Кроме того, по равенству (3.12) и лемме 3.5, получаем  

2

ln ( ) ( )

( ) | , ,
( )

n

n nT
j

j j

f dm

g z z U
r

 








 

=| |,j jr z при всех : < < 1.j j jr   

Тогда, из (3.15), следует, что  

                                

2

=1

ln ( ) ( )

( )
( ) .

( )

s

n

n mT
m n

j
j j

j

f dm

z
z

z
r

 







 
 
  

 
 

 
 





 

Перейдем к оценке 
( )m

j

z

z




.      Пусть 

         1= ( ,..., ) , := , = 1,..., .
2

j j
n n j

r
Q j n


   


       

 

  

Тогда, записав формулу Коши по тору nT , получим 

2

=1

( ) ( )

( )
,

( )

m n

nTm

n
j

j j

j

dm

z

z
r



  





 




 





                     (3.16) 

но, по индуктивному предположению,  
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=1

ln ( ) ( )

( )

( )

s

n

nT
m n

j j

j

f dm



 

 

 

 
 
 

  
 
 
 





. 

Поэтому, из оценки (3.15), имеем  

2

=1

ln ( ) ( )

( )
.

( )

s

n

nTm

n
j

j j

j

f dm

z

z
r



 






 
 
 
 

  
 
 





 

Таким образом, окончательно получаем  

2

=1

ln ( ) ( )

( )

( )

s

n

nT
m n

j j

j

f dm

z

r



 






 
 
 
 
 
 
 





. 

Положим  

2(1 )
= , = 1,...,

1
(1 )

1

j
j j

j j
j

r
r j n

r
r








 
   
  

 

и повторим рассуждения, приведенные при доказательстве леммы 3.3. 

Окончательно получим 

1 1

2

,..., 1, ,..., 1 2
=1=1

1

1 | | 1
( ,..., )

1 | |(1 | |)
j j n

s

jn n
j

m m m m n j
jjj j

z
z z

zz



 






   
   

                     
  
   

 .□ 
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§3.3. Главные инвариантные подпространства в пространстве ( )p nA U  

Напомним понятие инвариантного подпространства в ( )p nA U . 

Пусть Х– некоторое линейное подпространство пространства ( )p nA U . 

Говорят, что Х– инвариантное подпространство если Х   Х.  

Лемма 3.7. Пусть, ( ), ( ) 0,p nf A U f z   , 0 < < , ( )n
pz U p p E f – 

замыкание множества     f  в пространстве ( ),p nA U 


 . Тогда при 

всех 1= ( ,..., ) n
nm m m Z   функции ( )mR f  и ( )mR f  принадлежат 

множеству ( )pE f . 

Доказательство. 

Исходя из равенства (3.12), достаточно доказать, что функции вида 

,mf  где m   построенная в лемме 3.6 функция, принадлежат ( ),pE f   при 

всех 10 < < , = ( ,..., ) .n
np p m m m Z   Сначала докажем, что ( ) =m

mR f f  

принадлежит классу ( )p nA U


  при всех 0 < <p p . Напомним, что по 

лемме 3.6 функция m   удовлетворяет оценке:  

2
=1=1

1

1 | | 1
( ) ,

1 | |(1 | |)

s

kn n
k

m k
kkk k

z
z

zz



 

   
   

       
          

    

  

при некотором .s R  

Применяя неравенство Гельдера с показателями =
p

q
p

 и

= ,
p

q
p p





  приходим к неравенству  

'

1

2
( )

1
( ) | ( ) | exp ( )

1 | |p n

q
p

m p
n

A U
nU

R f f dm
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1

2
1

| ( ) | exp ( ) .
1 | |

q
pq

m n

nU

dm   





 
         

 

  

В силу леммы 3.6 получаем  

'' ( )( )

1
( ) exp

1 | |
p np n

p pm

A UA U
nU

R f f





 


        


  

1

2
=1 =1

1 1 1
ln ln 2ln ( ) ,

1 | | 1 | | 1 | |

n n q

k k n
k k kk k

pp
s dm

p p
  

  

        
                         

 

 
 '

1
exp

1p n

n

p

A U
Q

f
r





       



  

1

=1

2 1 1
(ln 2ln ,

1 1

qn

k
k kk

spp
dr

p p r r


  
             

  

где 1= ... ,ndr dr dr    – некоторое положительное число из интервала. 

Напомним, что

=1

1 1
=

1 1

n

k
kk

r r
 

  
  

    
   Но, так как  

1 2 1 1
exp ln 2ln =

1 1 1
k k

k k k

spp

r p p r r
 

     
                 

 

1 1
ln 2ln

1 11 2
= exp ,

1 1

1

k
k k

k
k

k
k

r rspp

r p p

r



 



   
    

                       
 

то 
( )

( ) ,p
p

m
AA

R f f



то есть ( ) ( ),m p nR f A U


  при всех 

, 0 .nm Z p p     
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Теперь докажем, что ( ) ( ),m
pR f E f иными словами, что 

существует последовательность многочленов  
0

( )k k
P z




от  

1( ,..., ) n
nz z z C  такая, что , 

( )
( ) 0,

p

m
k

A
P f R f




  при k  . Для 

этого заметим, что совокупность таких многочленов составляет всюду 

плотное множетство в пространствах ( ),p nA U


 для произвольных 

радиальных весов 1 1
1 1

1 1 1
= ,...,

1 1 1r r r
  

     
               

. Воспользовавшись 

леммой 3.6 получим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m
k k mP z f z R f f z f z f z z     

( )( ( ) ( )), .n
k mf z f z z z U    

Поэтому  

 

Далее, применив неравенство Гельдера с показателем  и 

, придем к оценке  

'
' ( ) ( )( )

( ) .p n p n
p n

m
k k mA U A UA U

P f R f f P
 

    

Учитывая, что множество всех многочленов от 1,..., nz z
 
всюду плотно в 

пространстве ( ),p nA U


  получим утверждение леммы.□ 

 

§ 3.4. Критерий слабой обратимости в  пространствах ( ),p nA U

0 p    

В этом параграфе мы докажем следующую теорему. 

Теорема 3.1.  Пусть 1( ,..., )n   – весовая вектор-функция на ,nR

причем 
(2) ( ), 1,..., ,j C R j n   такие, что  

( )( )
( ) = ( ) .p np n

m

k k m A UA U
P f R f f P



 
 

p

p
q


=

pp

p

q

q
q


 =

1
=
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2

( )
0 ( ), 1,..., ,

j

j

x
x j n






   


 

 существует предел  

( )
lim , 0 ,

( )

j
j j

x
j

x x

x


 




     

 и  

              

1

2

3
0

( )
, 1,..., .

j x
dx j n

x

  
    

 
                            (3.17) 

 Тогда, если ( ), ( ) 0, ,1 ,p n nf A U f z z U p      то f слабо обратима 

в пространстве ( )q nA U  при всех 0 .q p     

Обратно: Если интеграл (3.17) при некотором 0 0, 1j j n 

сходится, то можно построить ограниченную функцию ( )nf H U

такую, что ( ) 0, nf z z U   и f не является слабо обратимой ни в одном 

пространстве ( ), 0 .p nA U p     

Доказательство. 

Пусть p p  ( ), ( ) 0, ,0 .p n nf A U f z z U p p
      Так как из слабой 

обратимости f в ( )p nA U


следует ее слабая обратимость в ( )p nA U


 при 

всех  p p  , то не ограничивая общности, предположим, что 1 p p  и 

что   ( )p nA U


 – линейный непрерывный функционал, такой, что 

( ) 0  для любой ( ).pE f   Для доказательства теоремы достаточно 

установить равенство (1) 0.   

Пусть  

1

1

1

... 1
0 ,..., 0

( ) ... , .n

n

n

k kk n
k k k n

k k k

f z a z a z z z U
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В силу леммы 3.7 имеем ( ( )) ( ( )) 0
m mR f R f  

 
для 

произвольного .nm Z Отсюда, используя лемму 3.2, легко заметить, что, 

если  
1

( ) ( ), ( ) , , ,
1

n
z zg z e e z U

z
 


   


 

1

1

1

... 1
0 ,..., 0

( ) ... , .n

n

n

k kk n
k k k n

k k k

f z a z a z z z U
 

 

     

то 

  
1 1... ...

1 0
0

( ( )) lim ( )
n n

m k
k k k k

k

R f a


 


 


                           (3.18) 

1
1( 1) ...( 1) 0,nmm

nk k     

где 1

1... 1( ) ... ,n

n

k kk
k k nz z z z   1( ,..., )nm m m , 1( ,..., ) ,n

nk k k Z  .nz U  

Докажем, что в условиях теоремы для произвольного 

фиксированного  1( ,..., ) n
ns s s Z  справедлива оценка  

        

1 1 1
... ...

1

( )
( ) .

...
n n

n
k k k k s s

n

C s
a

k k
   

Действительно, по определению, если 1= ( ,..., ) n
nk k k Z , то  

1... ( )
( ) ,p n

nk k k A U
      

то есть  

1

1

... 2
1

( ) | ( ) | exp ( )
1 | |n

p
p

k k k n

nU

dm    





 
            

 

  

1

1
1

11, ,
1, ,

1 1 1 1
... exp ,..., ,

1 1
n

n
n

kk
nk n k

k n k

r r
p r p r
 

   
      

      
    

 

где , (0;1)
jj kR   является точкой максимума функции 

1
exp( ( )), = 1,...,

1

k
jr r j n

r
 


 на множестве  0;1 .  
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Теперь заметим, что согласно неравенству Коши (см., например, 

[18]) справедлива оценка  

1 1
1

1
...

( )
1

( ,..., , )
.inf

,.., ...
n

n
n n

n
k k k k

r r Q n

M r r f
a

r r

  

Учитывая, что ( )p nf A U


 , в силу леммы 3.3, получаем  

1

1... 1 12
1 =1

1

11 1 1
exp [ ,..., ln ... .inf

1 1 (1 )

n

n

jn
j k k

k k n n
r n j jn

r
a r r

p r rU r



 
 

    
    

          
         

           
     

   



 

Следовательно,  

1 1

,

... 2
,=1 =1 ,

1

11 1 1
( ) exp ln ....

1 (1 )

j

n n

j j

j
n n j k

k k k k j
j kj j j k

r
a

p p r r



 

   
   
                  

            
  

  

 

Пусть теперь 
1 1

= ,
p p

 


 по условию теоремы > 0 , тогда, учитывая 

рассуждения, приведенные при доказательстве леммы 1.3 и ее следствия, 

получим  

   
1 1...

,=1

1
( ) exp ....

2 1n n

j

n

k k k k j
j kj

a
r


 

  
   

  
  

                   (3.19) 

 Далее перейдем к оценке выражения  

,=1

1
exp .

2 1
j

n

j
j kj

r




  
  

  
  

  

Здесь мы применим методы весовых приближений на вещественной 

оси комплексной плоскости. (см.[12],[60]).  

Не ограничивая общности, будем предполагать, что 1n  и 

1( ) ( ).x x  Итак, пусть  – монотонно растущая функция на 
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(0; ),R   такая что (2)

2

( )
( ), 0,

( )

x
C R

x








 


( ) , ( ).x x x    

 

Тогда
( )

lim .
lnx

x

x




   

Пусть функция  удовлетворяет условиям теоремы, тогда имеем  

0< <1 >1

1 1
exp = 1 ( ( ) =max max

1

k
k
j j

r xj

r x
r x

 
      
                  

 

1 1
1 exp( ( )), .

1

k

k k
k k

x x
x r


 

    
 

 

В виду того, что kx  является решением уравнения  ( )( 1) = 0,k k kk x x x 

имеем 

      
2( ) 2 .k kk x x k                                          (3.20) 

Из условия теоремы следует, что функция 
2 ( )x x x  строго 

монотонно возрастает на полуоси R . Пусть  ( )v x –обратная к ней 

функция. Тогда, учитывая неравенство (3.19), получаем  

  
( ) (2 ), = 1,..., .kv k x v k k n 

       
         (3.21) 

Следовательно, в силу (3.19) и (3.21), будем иметь  

   
1 1

=1

( ) ( , )exp ( ( )) ,... ...
2n n

n

k k k k j j j
j

a C n f v k


 
 
   
  

        (3.22) 

 1= ( ... ) , 0 < < .n
nk k k Z    

Заметим, что  

2

( ( )) ( ) ( )
= = =lim lim lim

( )ln 2ln( ( ) )

( ) ( ) )

j j j j

jx y yj

j j

v x y y

yx y y

y y y

  



 

  






 

2 2

1
= = .lim

( ) 2

( ) ( ) )

jy

j j

y

y y y



 







 

 

Тогда, из оценки (3.22) для произвольного 1( ,..., )n ns s s Z   получим  
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1 1 1
... ...

1

( )
( ) .

...
n n

n
k k k k s s

n

C s
a

k k
                       (3.23) 

 Поэтому ряд  

1

1 1

1

1
=0

( )( 1) ...( 1)... ...
...

n

n n

n

mm
k k k k n

k k

a k k


    

абсолютно сходится при всех 1( ,..., ) ,n
nm m m Z  причем из (3.17) и (3.18) 

следует, что сумма этого ряда равна нулю при всех таких 

1( ,..., ) .n
nm m m Z   Пусть теперь  

2
=0

( ) = , ,
1

k

k

b
F z z C

k z




 

  

где 
1= { : ( ) > 0}, ,C z C Re z C C    

2 2

2 3

...
0 0 0

= ... ( )( 1) , = 0,1,2,...... n n

n

s
k kk k kk k

k k k

b a k k


  

  
     

Из оценки (3.22) докажем, что функция ( ) = 0F z , при любых z C . 

Для этого воспользуемся стандартным методом из теории приближений. 

Используя равенство  

1 1

2 2( 1) 2( 1) 2
=0

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
= , ,

1 (1 )

p p m mm
nk

p m
p

b k k
z C m Z

k z z z k z

 

  

   
  

   
  

 и умножая указанное тождество на ,kb  а затем суммируя по ,k получаем 

  
1 1

2( 1) 2( 1) 2
=0 =0 =0

( 1) ( 1) 1 ( 1) ( 1)
( ) = .

(1 )

p p m mm

k kp m
k p k

k k
F z b b

z z k z

  

 

    
  
    

            

(3.24) 

 Теперь заметим, что из равенства  

1( ( )) = ( ( )) = 0, = ( ... )m m n
nR f R f m m m Z    

и оценки (3.23) следует, что  

1 1

1

... 1
=0

( ) ( ... ) = 0...
...

n n

n

k k k k n
k k

a P k k
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для произвольных многочленов 1( ,..., ).nP z z Учитывая это, получаем  

1 1 1

1 1

1
... ...2( 1)

0 =0 0 0

( 1) ( 1)
= ... ( )

n n

n

p pm

k k k k kp
k p k k

k
b a

z



  

    
   
 

 
     

21
22( 1)

=0

( 1) ( 1)
( 1) ...( 1) = 0.n

p pm
ss

np
p

k
k k

z 

  
   

  
  

  

 Следовательно, из равенства (3.24), получаем  

1 1

2( 1) 2
=0

1 ( 1) ( 1)
( ) = , .

(1 )

m m

km
k

k
F z b z C

z k z

 



 


 
  

 Поэтому  

        

1

2( 1) 2
=0

1 ( 1)
( ) = | |, .

| | |1 |

m

km
k

k
F z b z C

z k z








 


               

(3.25) 

 Но, учитывая оценку (3.21), имеем  

1

2 2

2

... 2
0 0

... ( ) ( 1) ...( 1)...
n

n n

n

ss
k kk k kk k n

k k

b a k k
 

 
      

2

1 1 2 2
0 0

... exp ( ( ( )) ( ( )) ... ( ( ))) =
2= =n

n n
k k

v k v k v k


  
 

 
    
 

   

 2 1 1= ( ,..., )exp ( ( )) ,
2

nC s s v k



 
 
 

 

то есть  2 1 1( ,..., )exp ( ( ))
2

k nb C s s v k



 

  
 

. 

Напомним, что ( )kv x  – обратная к 
2= ( )ky x x  функция на полуоси 

= (0; )R  . Тогда, из оценки (3.25), получаем  

 

1
1 1

2

2( 1) 2
=0

( 1) exp ( ( ( )))
( ,..., ) 2

( )
| | |1 |

m

n

m
k

k v k
C s s

F z
z k z








 
  

 
 

 
  

1 1
2

1 12( 1) 2
0 =0

exp ( ( ( )))
( ,..., ) 4

( 1) exp ( ( ( ))) .sup
4| | |1 |

mn

m
k k

v k
C s s

k v k
z k z
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Рассмотрим функцию F  в полуплоскости 1 = { : ( ) 1}C z Re z  . 

Из последней оценки и из оценки (3.25) следует, что  

1
12

1 1 11 2( 1)
1

( ,..., )2
(2 ) exp ( ( ( ))) , C .sup

44 | |

m
mn

m m
k

C s s
F z k v k z

z







 


  
    

  
 

Положим  

(1)
1 1 1

1

( ) = (2 ), , = sup exp ( ( ( ))) , ,
4

p
p

k

z F z z C M k v k p Z


  


  
    

  
 

(1)
1

( ) = sup , ,
p

p p

r
T r r R

M




  

 тогда  

(1)
2 1

12( 1)

( ,..., )
( ) , C , .

| |

n m

m

C s s M
z z m Z

z
 


    

Из этой оценки непосредственно следует, что  

    

(1) (1)
1 2 11 1

2( 1) 2( 1)

( ,..., )
( ) , .

1

n m m

m m

C k k M C M
x iy m Z

yiy
  

 
   


        (3.26) 

 Подберем m таким образом, чтобы  

2( 1)
2

1(1)
1

= ( ).
m

m

y
T y

M





 

Из оценки (3.26) получаем  

2
1

12 2
0

ln ( )ln | (1 ) |
ln .

1 1

T yiy
dy C dy

y y




 




 

 
   

Как установлено в параграфе 5, из условия

1

21

3
0

( )
=

x
dx

x




 
 

 
   следует 

расходимость интеграла:  

2
1

2
0

ln ( )
= .

1

T y
dy

y






  

Тогда, из теоремы единственности (см. [4]), следует, что ( ) = 0F z   при всех  



 163 

\{ },z C z где { 1}.z i k   Отсюда нетрудно установить, что 

= 0, = 0,1,2,...,kb k  то есть  

 

2

1 2 3 1 2 3

3

... ... 2
0 =0

... ( )( 1) ...( 1) = 0.

=

n

n n

n

mm
k k k k k k k k n

k k

a k k
 

     

Точно таким же образом докажем, что  

3

1 2 3 1 2 3

3

... ... 3
=0 =0

... ( )( 1) ...( 1) = 0.n

n n

n

m m
k k k k k k k k n

k k

a k k
 

     

Повторив эти рассуждения n раз получим, что
1 1

( ) = 0... ...n nk k k ka    

при всех 1= ( ... ) n
nk k k Z . Положив 1 2= = ... = = 0,nk k k  получим, что 

0...0 0...0( ) = (0) (1) = 0,a f   отсюда (1) = 0 , в виду того, что 

( ) 0, , 1 ( ),nf z z U E f    то есть f является слабо обратимым элементом 

пространства ( ).p nA U


 

Обратное утверждение следует из результатов работы [40], 

поскольку, если какой-нибудь интеграл сходится, то, как установлено в 

данной работе, существует ограниченная аналитическая в nU функция

( ) 0, nf z z U    такая, что f слабо необратима ни в одном пространстве

( ), 0 < < .p nA U p   
□

 

 

ЗАМЕЧАНИЯ К ЧАСТИ I. 

Теория pL пространств со смешанными нормами является одним из 

важнейших направлений в теории функциональных пространств. Эти 

пространства исследовались в основном в вещественной области. 

Полученные в этом направлении результаты довольно подробно отражены 

в известных монографиях [3], [15], [22]. Пространства ( )pA  впервые были 

введены в работах автора и его бывшей аспирантки  

О.В. Ярославцевой [66]. Результаты первой главы были анонсированы  без 

доказательства в указанной работе. Подробные доказательства этих 

результатов приводятся здесь впервые. В отличие от пространств Харди и 
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Бергмана,  пространства со смешанными нормами типа ( )pA   и
, ( )p q nA U

сравнительно мало изучены. 

В главе I мы построили линейный ограниченный проектор из 

пространства ( )pL   на пространство ( )pA   при условии, что, 

1( ,..., ),np p p 1 jp   , и из  ( )ph  на ( )pA   при 0 1jp  , , .j j n

Отметим, что в одномерном случае для p=1 другое представление 

линейных непрерывных функционалов было получено в работе  

А. Шильдса и Д. Вильямса [72], а в случае единичного шара в nC  в 

обычных безвесовых пространствах pL , 1,p 
 
– в статье Ф. Форели и  

У. Рудина (см. [18]). Представление функционалов в пространствах ( )pA   

и ( )q n
pA U при ( )t t 

 
для весовых пространств Бергмана  впервые было 

получено в работах автора [33], [34], [35], там же изучены приложения этих 

представлений в теории теплицевых операторов.  

Проблема характеризации сужения функции из класса Харди 

( )p nH U на диагонали поликруга впервые была поставлена и исследованна 

в классической монографии [18]. У. Рудин установил, что если 

1 2( ),f H U то 1,1
1( ) ( ),D f A U также если 

2 2( ),f H U то 2,2
1( ) ( ),D f A U

и при этом 2 2 2,2
1( ) ( ).DH U A U Здесь существенно использовалось то, что 

2 2( )H U является гильбертовым пространством. В данной монографии 

были поставлены следующие проблемы: 

1)   Отображает ли оператор 
1 2( )DH U на 1,1

1 ( )A U ? 

2) Как охарактеризовать сужение классов Харди ( )p nH U на 

диагональ поликруга (см. [17]), при 2,0 ?n p     

В данном направлении одновременно и независимо друг от друга 

работали несколько специалистов комплексного анализа. В работе [50]  

П. Дюрен и А. Шилдс установили, что если u  является n -гармонической 
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функцией, такой что 
0 1

sup ( ) ( ) ,2 ,
n

p
n

r
T

u r dm p 
 

     то 

( ) ( , ),p
nD u L U  где 1

2( ) (1 ) ( ).n
nd dm      

Автор в работах [37] и [36]  получил следующий результат. 

Пусть ( )p nh U – множество всех n -гармонических функций в 

единичном поликруге nU , ( )D f – оператор диагонального отображения. 

Пусть 
 

– конечная мера в ,U тогда следующие утверждения 

эквивалентны: 

i) оператор диагонального отображения D oтображает класс 

( )p nh U  в ( , ),pL U d для некоторого 0 0,1 ;p p    

ii) это утверждение справедливо для всех 0 ;p    

iii) существует константа ,A  такая что 

1( ( )) , ,0 1,n
l Al T T l         где ( )l  – прямоугольник Карлесона: 

( ) : arg arg ,1 1
2

l
l

z U z l z 
 

        
 

 . 

Очевидно, что мера  
2( , ) (1 )nd r r rdrd    удовлетворяет 

условию iii). 

Из этих результатов автор установил, что 
2( ) ( )

pp n
nDH U A U при 

всех 0 p   (см. [36], [37]). 

В наших рассуждениях существенную роль играют интегральные 

представления со специальными ядрами, одномерные аналоги которых 

были введены М. М. Джрбашяном еще в 1948 году в работе [7], а также 

метод, разработанный автором в работах [36], [37], основанный на 

диадическом разбиении поликруга nU . Отметим также, что предложенный 

в этих работах подход, позволяет легко распространить аналогичные 

результаты на классы n-гармонических и плюригармонических в поликруге 

функций. 

Одновременно с автором и независимо от него последнее равенство 

в частном случае при 1p  было получено другими методами в работе [57]. 
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А в работе [48] были переоткрыты результаты автора при 0 1, 2.p n  

Диагональное отображение в пространстве 
, ( )p p nA U  

при 

1( ,..., ),0n p      впервые было исследовано в работе [39]. 

Впервые задача о диагональном отображении в пространствах со 

смешанными нормами была исследована в работах автора и  

О.В. Ярославцевой [66].  

В дальнейшем в работе [54] была исследована задача о 

диагональном отображении в пространствах голоморфных в nU функций 

со смешанными нормами, которая представляет собой изложенный нами 

результат при ( )t t  (видимо, авторам этой работы не была знакома 

работа [66]). Отметим, что в доказательстве этой теоремы используются 

довольно тонкие оценки вещественного анализа, например, теорема типа 

Харди-Литтлвуда, которая не проходит в случае общих весовых функций. 

На наш взгляд, доказательство  теорем в пространствах ( )pA  и  
, ( )p q nA U

является более простым, при этом основной идеей этого доказательства 

является развитие методов, изложенных в работах автора и его учеников 

[36], [37] и [66]. 

Вопрос о том, при каких f алгебраические многочлены от n

переменных 1,..., nz z составляют всюду плотное множество в пространствах 

( )p nA U  
при 1, ( ) 1,n z  то есть задача о полноте систем многочленов в 

таком пространстве с "аналитическим" весом ранее была исследована в 

хорошо известных работах М.В. Келдыша, А.И. Маркушевича,  

С.Н. Мергеляна и др. (см. [9], [12]). Аналогичные задачи, связанные с 

теорией ортогональных многочленов по контуру на комплексной 

плоскости, исследованы в классических работах В.И. Смирнова [74] и  

Г. Сеге [76]. Обзор этих и других результатов приведен в монографии  

В.И. Смирнова и Н.А. Лебедева [21]. В указанных работах те голоморфные 

функции , для которых системы многочленов в соответствующих 

пространствах ( )fA U (с аналитическим весом) составляют всюду плотные 

множества в соответствующих весовых пространствах, назывались 

f
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"максимальными" (см. [21]). 

Ясно, что в пространствах ( )p nA U  многочлены составляют всюду 

плотное множество, поэтому задача о весовой полиномиальной 

аппроксимации эквивалентна следующей задаче: при каких ( )
p n

f
f A U




существует последовательность многочленов 1{ }k kP 
  

от n  комплексных 

переменных 1,..., nz z для которых  

( )
lim 1 0?pk Ak

P f


   

Функции, обладающие этими свойствами, в современной 

терминологии называют слабо обратимыми функциями (см. [13], [30]) или 

слабо обратимыми элементами этих пространств. Полученные результаты 

по теории слабой обратимости в конкретных функциональных 

пространствах тесно связаны с обширным кругом задач нескольких 

дисциплин: от теории дифференциальных операторов и их обобщений до 

абстрактного гармонического анализа (см. [14], [23], [55],[56]). Описанные 

вопросы исследовались, в основном, в одномерном случае. В многомерном 

случае в весовых анизотропных пространствах голоморфных в поликруге 

функций слабая обратимость ограниченных аналитических функций была 

начата в работе автора [13], а в случае шара – в работе [14]. 

Отметим также, что в одномерном случае, то есть в случае 

единичного круга, Н.К. Никольским в [13] установлен аналог  основного 

результата главы при дополнительном условии: существует положительное 

число 0 :   

1

2

( )
( ) ,

( )

p

fU

f
dm

m





   

где ( ) min ( ) ,0 1.f
r

m r f r





    

Близкие результаты для областей Каратеодори в 
1C C получены в 

работе [55] Л. Хедбергом, где предполагалась суммируемость f


при 

некотором 0.   Из основной теоремы параграфа 3 следует, что если 

интеграл (2.8) расходится, то дополнительное условие является лишним. 
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Условие q p нельзя отбросить даже в одномерном случае. Как 

установлено в работах [44] (см. также [32],[28]), для произвольного 

0 p  
 
можно построить функцию 

1
( ), ( ),p n p nf A U A U

f
  

 

в то же 

время f слабо необратима в пространстве ( ).p nA U  
Отметим также, что 

условия: ( ) ,jx x x     и 
(2) (0, )C  

 
можно заменить условием 

(2) ( , )C a   или ( )x x  в некоторой окрестности точки .x    

Одно из основных свойств факторизации Неванлинны-Смирнова 

заключается в том, что если ( )pf H U  и I делит внутреннюю часть f , то 

.pf
H

I
  

Отметим важную особенность: указанным свойством обладают не 

только функции из класса ( ),pH U
 

но и гораздо более узкие классы 

функций. Нетривиальный результат такого рода был впервые получен 

Карлесоном (см. [46]), который доказал, что данным свойством обладает 

класс D голоморфных функций с конечным интегралом Дирихле. 

Следующим шагом в этом направлении являлся результат  

Б.И. Коренблюма (см. [11]), показавшего справедливость аналогичного 

утверждения для класса голоморфных в U функций, n -я производная 

которых принадлежит классу Харди 2H : 
2 ( ) 2{ }.n
nH f H   

В указанных работах обоих авторов существенно используется 

гильбертовость рассматриваемых пространств. Как в [46], так и в [11] 

фактически устанавливается, что если X совпадает с одним из указанных 

пространств и f X , ( ) 0,f a  ( ) ,
1

a
a z a

b z
aaz





,a U  то ,

a

f
X

b
 . 

.
a

f

Xb
f Это установлено в [46] в случае, когда  X =D  – класс Дирихле, 

и в [11] – в случае 
2 .nX H

 
На этой основе доказывается делимость 

аналитических функций в отмеченных пространствах. Поэтому в [10]  

Б.И. Коренблюмом поставлена задача: обладают ли вышеуказанным 
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свойством другие классы функций, в частности, класс голоморфных в U

функций, принадлежащих гельдеровскому классу в замкнутом единичном 

круге, то есть классу , 0 1a
    ?  

Дальнейшие достижения в этом направлении принадлежат 

ленинградской математической школе. В работах В. П. Хавина [24] и  

Ф.А. Шамояна [31] независимо друг от друга установлено, что не только 

класс ы ,a
  но и многие другие классы голоморфных в круге функций, 

гладких вплоть до его границы, обладают свойством деления на 

внутреннюю функцию. В данных работах предложен простой метод, 

основанный на элементарных свойствах интеграла типа Коши (по сути, на 

свойствах теплицевых операторов), позволяющих доказать результаты 

вышеуказанного типа для большинства классов голоморфных в круге 

функций, гладких вплоть до его границы. 

Например, в [31], в частности, установлено: если  – функция типа 

модуля непрерывности, удовлетворяющая условию Бари-Стечкина, и
( )n
  

– класс голоморфных в единичном круге функций, n -я производная 

которых в замкнутом круге имеет модуль непрерывности ( , ),f 

удовлетворяющий условию ( , ) ( ),ff c   
 

то этому же условию 

удовлетворяет модуль непрерывности интеграла типа Коши  

1 ( ) ( )
( )( ) , ,

2
h

T

f h
T f z d z U

i z

 


 
 

  

при всех .h H В этой работе используется единственное условие  

 

1

( )
0

J
d

z









                                              (3.33) 

на внутреннюю функцию J и устанавливается ограниченность оператора 

J
T в классах 

( ) ,n
 где   – произвольный модуль непрерывности 

вышеуказанного типа. Разумеется, каждая функция h H удовлетворяет 

условию (3.23), поэтому там установлена ограниченность теплицевого 

оператора 
J

T  в рассмотренных пространствах для произвольной функции 
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h H . 

В работах автора в дальнейшем для серии пространств дано полное 

описание таких 
1( ),h L T для которых оператор hT оставляет 

инвариантными соответствующие классы голоморфных в круге функций, 

гладких вплоть до его границы. 

Другие подходы к вопросам деления предложены в работах 

 С.А. Виноградова и Н.А. Широкова , К.М. Дьяконова (см. [51]). Обзор 

этих и других результатов приведен в монографиях [73], [27]. 

В работах автора [33], [34] ограниченность теплицевых операторов в 

пространстве 
1( ) ( , )A m A m  при ( )t t 

 
в единичном круге сводится к 

доказательству ограниченности вольтеровых операторов в пространстве 

Зигмунда. Как установлено в этих работах, ограниченность оператора  
h

T  

эквивалентна ограниченности оператора типа Вольтерра  

1 ( )

0

1
( )( ) ( ) ( ) ,

( 1)!

z
n n

hB f z z t h t f dt z U
n

  
   

в пространстве ,a
 т. е. в пространстве Зигмунда. Указанное утверждение 

(см. [34]) в качестве основного результата было переоткрыто в статье [75] 

спустя почти 35 лет после публикации работы [33]. Отметим также [58], 

[77], где переоткрыты некоторые результаты из [33], [34]. 

И наконец отметим, что при исследовании пространств ( )pA  мы 

ограничились случаем векторов 1( ,..., ),np p p  для которых 1 jp  

или 0 1,jp   где 1,..., .j n  Но как установлено в работе [26], методы 

разработанные в работах [36], [39] и [66] позволяют получить такие же 

результаты для произвольных векторов  1( ,..., ),np p p  0 ,jp  

1,..., .j n
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Часть II. Весовые 
пространства 
аналитических функции  
типа Бергмана в шаре 
 

ГЛАВА IV. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КОШИ ЛИНЕЙНЫХ 

НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ  И ПРОЕКТОРЫ В ВЕСОВЫХ 

ПРОСТРАНСТВАХ АНАЛИТИЧЕСКИХ В ШАРЕ ФУНКЦИЙ   

 

§4.1.Оценка производных в пространствах
, ( )p q

nA B , 0 ,p q   . 

Пусть 0 < , < ,p q  S . Обозначим через 
, ( )p qL   пространство 

измеримых в nB  функций f , для которых  

1

1
2 1

,

0

= (1 ) | ( ) | ( ) < ,( )

q q

p
p n

p q
L

Sn

f r f r d r dr   


  
  
   
  

   
 

   

где ( )d   – нормированная мера Лебега на сфере nS , а через ( )nH B  – 

множество всех голоморфных в nB  функций. Положим также 

, ,( ) = ( ) ( ).p q p q
n nA B H B L   Подпространство

, ( )p qL  , состоящее из n -

гармонических функций, обозначим через 
, ( )p q

nh B . 

В этой главе мы построим ограниченный линейный проектор, 

отображающий пространство 
, ( )p qL   при 1 , <p q   на пространство 

, ( )p q
nA B и пространство 

, ( )p q
nh B  на 

, ( )p q
nA B   при всех 0 , <p q  ,

S . Указанные результаты позволяют охарактеризовать все 
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голоморфные в шаре nB  функции g  допускающие представление 

( ) = ( ),zg z e  где 
1

( ) = ,
(1 < , >)

z n
e

z



   – линейный непрерывный 

функционал на
, ( )p q

nA B , 0 < , < ,p q  и тем самым получить полное 

описание линейных непрерывных функционалов при всех p  и q .  

Определим функцию
ppz

z






|)|(1

1
=)( , nz B , где 0 < pp  ,

1 <p   , =
1

p
p

p



. Отметим также, что если 1( ,..., )nz z z ,

1( ,..., )n    то

1

,
n

j j
j

z z 


 , кроме того,
22

1 ... nz z z   . 

  Лемма 4.1. Пусть 1,<0 p ( )p
nf A B , тогда спроведлива 

следующая оценка:  

1
1

1
2 2(1 ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( ) .

pn
p p

S Sn n

r f r d f r d     

 
 

 

 
 
 
 
 

   

Доказательство.  

Для классов Харди хорошо известна оценка (см. [17])  

| ( ) | 2 (1 | |) .( )

n n

p p
p

H n
f z f zB



  

Учитывая эту оценку, будем иметь:  

2 2 2 1| ( ) | ( ) = | ( ) | | ( ) | ( )p p

S Sn n

f r d f r f r d      
   

1
(1 )

(1 )
2 2| ( ) | ( ) | ( ) | ( ) (1 )

p
np

p
p p p

S Sn n

f r d f r d r     
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1
(1 ) 1

(1 )
2| ( ) | ( ) (1 ) .

p
np p

p p

Sn

f r d r  

 
  

  
 
 
 

  

Откуда  

1
1

( 1)
2 2(1 ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( ) .

pn
pp

S Sn n

r f r d f r d     
  

 
 
 
 

  □ 

 Лемма 4.2. Пусть 0 < 1,q  0 < < ,p 
, ( )p q

nf h B , тогда  

1
1 11 1

2 1

0

(1 ) (1 ) | ( ) | ( )

p
p nq q

Sn

r r f r d r dr   



 
  
 
 
 

   

1

1
2 1

0

(1 ) | ( ) | ( ) .

q q
p

p n

Sn

r f r d r dr    

 
  
  
  
 

   
 

   

Доказательство.  

Пусть
1

1 1
= 1 ,1

2 2
k k k

 
   

 
, тогда 

=0

(0,1) = .k

k



   Следовательно,  

1
1 11 1

2 1

0

= (1 ) (1 ) | ( ) | ( ) =

p
p nq q

Sn

I r r f r d r dr   



 
  
 
 
 

   

11
1

1 112 1
2 1

=0 1
1

2

= (1 ) (1 ) | ( ) | ( ) .

k p
p nq q

k Sn
k

r r f r d r dr   


 





 
  
 
 
 

    

Используя свойства функции ,  легко показать, что 



 174 

1
1 1

1
< <=0 1

(1 ) ( ) | ( ) | ( )max

p
pq q

k k k
r r rk Sk k n

I r r r f r d   






 
  
 
 
 

   

1
1 1

1 1 2
=0

(1 ) ( ) | ( ) | ( ) , [ , ].

p
pq q

k k k k k
k Sn

r r r f r d r r r   


  

 
   
 
 
 

   

Последнее неравенство при 1 <p   хорошо известно, а при 

0 < <1p  используется следующий результат (см. [40]): так как f  
– 

гармоническая функция, то 

)(|)(|max
<<

1

 drf
rr

p

n
Skk

r




| ( ) | ( ),p

Sn

f r d    

 при всех 1 2( , )k kr r r  .  

 Учитывая, что 0 < 1q  , будем иметь 

1

1
=0

(1 )( ) | ( ) | ( )

q q
p

p
k k k

k Sn

I r r r f r d   





  
     

    


 

1

2
2 1

=0
1

(1 ) | ( ) | ( ) =

q q
r pk

p n

k r Sk n

r f r d r dr   







   
    
   
  

   


  

1

1
2 1

0

= (1 ) | ( ) | ( ) .

q q
pp n

Sn

c r f r d r dr    

 
  

   
  

 

   

Лемма 4.3. Пусть 0 < 1,p  0 < 1q  , )(,

n

qp BAf  , тогда 

справедлива оценка  
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1 1 11 1 ( 1)
2 1

0

(1 ) (1 ) | ( ) | ( )
n

nq q p

Sn

r r f r d r dr   
  

  

1

1
2 1

0

(1 ) | ( ) | ( ) .

q q
p

p n

Sn

r f r d r dr    


  
    
       



 

 

Доказательство. 

 Так как функция
, ( )p q

nf A B , то применив лемму 4.2, будем иметь  

1 1 11 1 ( 1)
2 2 2 1

0

(1 ) (1 ) (1 ) | ( ) | ( )
n

nq q p

Sn

r r r f r d r dr   
 

     

1
1 11 1

2 1

0

(1 ) (1 ) | ( ) | ( )

p
p nq q

Sn

r r f r d r dr   



 
  
 
 
 

   

1

1
2 1

0

(1 ) | ( ) | ( ) .

q q
p

p n

Sn

r f r d r dr    

 
  
  
  
 

   
 

   

В последнем неравенстве мы воспользовались леммой 4.2. Так как 

3 4

(1 )

(1 )
c c

 

 


 


, (0,1)   , получаем  

1 1 11 1 ( 1)
2 1

0

(1 ) (1 ) | ( ) | ( )
n

nq q p

Sn

f d d       
  

    

1

1
2 1

0

(1 ) | ( ) | ( ) .

q q
p

p n

Sn

r f r d r dr    
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Аналогично устанавливается: 

 

 Лемма 4.4. Пусть 1,<0 p ( )p
nf h B , S , 

1
( 1)( 1)

0

(1 )(1 ) < ,p n pr r dr      тогда имеет место неравенство:  

2(1 | |) | ( ) | ( )

p

n

Bn

z f z dm z

 
 
 
 
 

  

 

2 ( 1)( 1)
2(1 | |) | ( ) | (1 | | ) ( ).p p n p
n

Bn

z f z z dm z     

 Лемма 4.5. Пусть 1,<0 p  )( n

p Bhf  , 1,1
1

> 









p
n  тогда 

имеет место неравенство:  

2
2(1 | | ) | ( ) | ( )

p

n

Bn

z f z dm z
 
 
 
 
 

  

2 ( 1)( 1)
2(1 | | ) | ( ) | ( ).p n p p
n

Bn

z f z dm z     

 Лемма 4.6. Пусть )( nBHf  , 

=0

( 1 )
( ) = ( )

( 1) ( 1)
k

k

k
D f z f z

k

 



   

   
  , 

где

=0

( ) = ( )k
k

f z f z


 –однородное разложение функции f , тогда  

1
1

1 1
0

1 ( , ) ( )
= ,

(1 , ) (1 , ) (1 , )n n n

c n u du
D

z z u z



 

 

  



   

 
  
    

  

 где ( )u -  непрерывная на  0,1  функция. 

В ходе доказательства данного утверждения использовались 

свойства Гамма–функции Эйлера и метод интегрирования по частям. 
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 Лемма 4.7. Справедливо следующее равенство:  

1 12 1 1

1 1
0 0

(1 ) ( , ) (1 ) ( , )
= ,

(1 ) (1 ) (1 )

n n

n n n

r r dr c n r P r dr

r r

 

 

  

   

 

   

 


  
   

где  ),( rP   –некоторый многочлен от   и r . 

Доказательство.  

Имеем  

1 12 1 1

1 1 1 2
0 0

(1 ) ( , ) 1
= = (1 ) =

(1 ) (1 )

n n
n

n n n

r r dr c n d
I r r dr

r d r




 



   

 

    

 
  

   
   

 

1 11 1

1 1 2 1 1 2
0 0

( , ) (1 ) ( , ) (1 ) (1 )
= =

(1 ) (1 )

n n n n

n n n n

c n d r r dr c n d r r dr

d r d r

 

 

 

     

 

     

  
 

 
   

.
)(1

)(1),(
2

1

0

1

1

1 



 


  







r

drr

d

dnc
n

n

n
 

Далее, разлагая подынтегральное выражение в виде суммы 

степенного ряда, легко получить утверждение леммы.  

Используя лемму 4.7, несложно доказать следующее утверждение. 

 Лемма 4.8. Справедливо равенство:  

1 1 1

1 1
0 0

(1 ) ( , ) (1 ) ( , )
= ,

(1 ) (1 ) (1 )

n

n n n

r dr c n r P r dr

r r

 

 

  

   



   

 


  
   

где  ),(
~

rP  – некоторый многочлен от   и r ,где (0,1),= 1   BB . 

 Лемма 4.9. Если
', '1 ( )

p q
nD g A B






  , где ( ) = ( ) ,
( )

q
t

t t
t



 



 
 
 
 

(0,1)t ,1 < , <p q   , то  

,<)(|)(||)|(1 1  

   dgD

n
B

 

где )(d  – нормированная мера Лебега на шаре .nB  

Доказательство.  

Применяя неравенство Гельдера с показателем 
1

=



p

p
p , будем 
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иметь  

1
1 1 2 1

0

(1 | |) | ( ) | ( ) = (1 ) | ( ) | ( ) n

B Sn n

D g d c r D g r d r dr              

1 1

1
1 2 1

0

(1 ) | ( ) | ( ) ( )

p p
p n

S Sn n

r D g r d d r dr      


 

   
   
   
   
   

    

1

1
1 2 1

0

(1 ) | ( ) | ( )

p
p n

Sn

r D g r d r dr    


 

 
 
 
 
 

  . 

Далее, учитывая то, что 

1 1

(1 | |) = (1 | |) (1 | |)q q
    

    и, 

применяя неравенство Гельдера с показателем 
1

=



q

q
q , получим  

1
1 1

0

(1 | |) | ( ) | ( ) (1 )( | ( ) | ( )

q

p
p

B Sn n

D g d r D g r d  
       




 

 
   
 
 
 

  

 

1
1 1

2 1 2 1 1
,

0

) (1 ) .
( )

q
n nq

p q
A

r dr r r dr D g






  
 

 
  
 
 
  

 Лемма 4.10. Пусть ),( n

q,p BAf   ,<,<1 qp )(1

n

'q,;p BAgD


  , 

где ,
1

=



p

p
p  ,

1
=




q

q
q  тогда  

2 1( ) ( ) ( ) = (1 | | ) ( ) ( )

S B Sn n n

f z g z d z c D g f z           

1

1
0

(1 ) ( )
( ).

(1 , ) n

r drd z
d

r z
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Доказательство.  

Так как  )(=)(
0=

zgzg k

k




–однородное разложение функции g  и  

1

=0

( 2)
( ) = ( ),

( 2) ( 1)
k

k

k
D g z g z

k

 




   

   
  

то  

1
1

0

( ) = ( 1) (1 ) ( ) .g z r D g rz dr     

 

Далее, так как функция 
1 , ( )p qD g A


    и, следовательно, по 

лемме 4.9 1(1 | |) | ( ) | ( ) < ,

Bn

D g d       то для нее справедливо 

представление (см. [17]):  

                 
1

1

1

(1 | |) ( ) ( )
( ) = ( , ) ,

(1 , ) n
Bn

D g d
D g z c n

z

 




   







 




                           (4.1) 

где 
( 1)

( , ) = ,
( 1) ( 1)

n
c n

n






  

   
 тогда будем иметь  

1 1

1
0

(1 | |) ( ) ( )
( ) = ( , )( 1) (1 ) .

(1 , ) n
Bn

D g d
g z c n r dr

r z

 




   
 





 


 


    

Отсюда получаем  

1 2 1

1
0

(1 | | ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) = ( ) (1 )

(1 , ) n
S S Bn n n

D g d
f z g z d z c f z r

r z

 




   
   

 



 


 


     

2 1( ) = ( ) (1 | | ) ( )

S Bn n

drd z c f z D g         

1
2 1

1
0

(1 ) ( ) ( )
= (1 | | ) ( ) ( )

(1 , ) n
B Sn n

r drd d z
c D g f z

r z
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1

1
0

(1 ) ( )
( ).

(1 , ) n

r drd z
d

r z






 

   





  

Следующая лемма является аналогом леммы 1.11. 

 Лемма 4.11. Пусть  <,<0 qp  , 
, ( )p q

nf A B ,положим 

)(=)( zfzf 
, тогда  

, ( )
0p qA Bn

f f


   при 0.1  

  

§4.2. Ограниченные проекторы в пространствах 
, ( )p q

nA B  

 Теорема 4.1. Пусть S , ,<,1  qp   .>   Тогда оператор  

2

1

(1 | | ) ( ) ( )
( )( ) = ( , ) , ,

(1 , )
nn

Bn

f d
A f z c n z B

z



 

   


  





  

где ),( nc  – константа из (4.1), отображает пространство 
, ( )p qL   на 

пространство )(, qpA  , при этом справедлива оценка:  

, ,
( )

( ) .( )p q p q
LA Bn

A f f


   

Доказательство. 

 Равенство  ),())(( zfzfA 
 

nBz , )(,

n

qp BAf   устанавливается 

стандартным образом, используя теоремы вложения и интегральное 

представление из (4.1). Предположим теперь, что )(, qpLf  . Тогда, 

применяя неравенство Минковского, будем иметь  

1

1

1 1
0

(1 ) ( ) ( )
| ( )( ) | ( ) =

(1 , )

p

p

n
S S Sn n n

r f r d
A f z d z c

r z



 

  
 

   

 
 

 
  

  

     

1
1

1
2 1 2 1

1
0

(1 ) ( ) ( )
( ) ( ) .

(1 , )

p p
p p

n n

n
S Sn n

r f r d
r dr d z d z r dr

r z





  
 

 

 

 

 
  
  
    

 

  

Применим теперь неравенство Гельдера с показателем .
1

=



p

p
p  
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1

1

1
0

(1 ) | ( ) | ( )
| ( )( ) | ( )

|1 , |

p p
p

n
S S Sn n n

r f r d
A f z d z

r z



 

  
 

   

   
         

   

   

 

1

2 1

1

(1 ) ( )
( )

|1 , |

p p
p

n

n
Sn

r d
d z r dr

r z





 


 





 


  

  
   

  


  

1

1 2 1

1
0

(1 ) ( )
| ( ) | ( )

|1 , |

p n
p

n
S Sn n

r d r dr
f r d

r z





 
  

 



 

 
 

   
 

    

1

1
2 1

1
0

(1 )
| ( ) | ( ) .

(1 )

p
p n

Sn

r
f r d r dr

r




  







 
  

   
 

   

В последнем неравенстве мы воспользовались оценкой (см. [17])  

2

( ) 1
, > 0.

|1 , | (1 | | )n
Sn

d

z z 

 


  
                              (4.2) 

Далее имеем:  

1 1
2 1

0 0

(1 ) | ( )( ) | ( ) (1 )

q

p
p n

Sn

A f z d z d       
 
   
 
 
 

    

1

1
2 1 2 1

1
0

(1 )
| ( ) | ( ) ) .

(1 )

q

p

p n n

Sn

r
f r d r dr d

r




    



 




  

         


   

Умножив и разделив правую часть данного неравенства на функцию

( )  , и применив затем неравенство Гельдера с показателем =
1

q
q

q



, 

получаем  
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1 1
2 1

0 0

(1 ) | ( )( ) | ( ) (1 )

q

p
p n

Sn

A f z d z d       
 
   
 
 
 

    

1
2 1

1
0

(1 )
| ( ) | ( )

(1 ) ( )

q

p
p n

q
Sn

r
f r d r dr

r r






  
 





 
  

    
    

   
 

   

2 11 1
2 1

1
0 0

(1 ) ( )
(1 ) ( )

(1 )

q
q n q

n q
r r r dr

d
r







     



  




 
   
  
   

1
2 1 2 1

1
0

(1 )
| ( ) | ( ) .

( )(1 )

q

p
p n n

q
Sn

r
f r d r dr d

r r






    
 

 



 
  

   
 

   

Меняя порядок интегрирования, и применяя к внутреннему 

интегралу оценку (см. лемму 1.6) 

1

1
0

(1 ) ( ) (1 ) ( )
,

(1 ) (1 )

p pd r r

r r

 

 

      

 

 

 
                                  (4.3) 

получим  

1

,
( )

0

(1 )
( ) | ( ) | ( )

( )

q

p
q p

p q qA Bn Sn

r
A f f r d

r




 

  


 
   

 
 
 

 
 

2 11
2 1

1
0

(1 ) ( )

(1 )

q n
n

d
r dr

r





     












  

1
2 1

0

(1 ) ( )(1 )
| ( ) | ( ) =

( ) (1 )

q

p q
p n

q
Sn

r rr
f r d r dr

r r
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1
2 1

,
( )

0

= (1 ) | ( ) | ( ) = .

q

p
qp n

p q
L

Sn

r f r d r dr c f


    
 
 
 
 
 

   

Таким образом, , ,
( )

( ) .( )p q p q
LA Bn

A f f


 
 

Таким же способом устанавливается: 

 Следствие 4.1. Пусть S ,1 , < ,p q  > .   Тогда оператор  

1

(1 | |) ( ) ( )
( )( ) = ( , ) , ,

(1 , )
nn

Bn

f d
T f z c n z B

z
 

    


  





  

отображает пространство
, ( )p qL   в пространство 

,
( )

p q
nA B


 , при этом 

справедлива оценка:  

, ,( ) .( )( )p q p q
LA Bn

T f c f


   

 Теорема 4.2. Пусть S , 1,,<0 qp  1.1
11

> 











p
n

q

  

Тогда оператор  

2

1

(1 | | ) ( ) ( )
( )( ) = ( , ) , ,

(1 , )
nn

Bn

f d
A f z c n z B

z



 

   


  





  

где ),( nc  – константа из (4.1), отображает пространство )(,

n

qp Bh  на 

пространство 
, ( )p q

nA B  , причем  

,, ( )
( ) .( ) p qp q

nh BA Bn
A f f


  

Доказательство. 

 Равенство ),(=))(( zfzfA
 ,nBz  )(

n
BAf q,p

  устанавливается 

как выше. Предположим теперь, что 
, ( ).p q

nh B Так как 1<0 p , то 

применяя лемму 4.5, будем иметь  

2

1

(1 | | ) | ( ) | ( )
| ( )( ) |

|1 , |

p

p

n
Bn

f d
A f z

z



 

   

  

 
 

  
 

  



 184 

2 ( 1)( 1)

( 1)

(1 | | ) | ( ) | ( )
,

|1 , |

p n p p

n p
Bn

f d

z





   



  

 




  

тогда  

1 ( 1)( 1)

( 1)
0

(1 ) | ( ) | ( )
| ( )( ) | ( )

|1 , |

p n p p
p

n p
S S Sn n n

r f r d
A f z d z

r z



 

  
 

 

  

 





     

1
2 1 ( 1)( 1)

0

( ) (1 ) | ( ) |n p n p p

Sn

r drd z r f r         

2 1

( 1)

( )
( ) .

|1 , |

n

n p
Sn

d z
d r dr

r z 


 

 



 



  

Применяя далее оценку (4.2), получим  

1 ( 1)( 1)
2 1

( 1)
0

(1 )
| ( )( ) | ( ) | ( ) | ( ) .

(1 )

p n p
p p n

n p n
S Sn n

r
A f z d z f r d r dr

r



 
    



  


  




  

 

Рассмотрим теперь все возможные случаи: 

1. Пусть 1,
p

q
 тогда применяя лемму 4.3, получим  

,

1 1 ( 1)( 1)

( 1)
0 0

(1 )
( ) (1 ) | ( ) | ( )( )

(1 )
p q

p n p
p

A B n p nn
Sn

r
A f f r d

r



 
    



  

  

  
  

 
  

1

( 1)( ) 1
1 1

2 1 2 1

( 1)0 0

(1 )
(1 )

(1 )

q q
q q n qq

p p
pn n

q
n q n

p

r
r dr d

r





   



    

 

  


  
      

 

 

1

2 1 2 1| ( ) | ( ) .

q q
p

p n n

Sn

f r d r dr d     


  
  
  
 

  


  

Меняя порядок интегрирования, и применяя к внутреннему 

интегралу оценку (4.3), получим  
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,

1 ( 1) 1

0

( ) (1 ) | ( ) | ( )( )p q

q

q p
q n q n

pp
A Bn

Sn

A f r f r d




   
   

 
   

 
 

   

1

1 1 ( 1) 1
2 1 2 1

( 1)0 0

(1 )
(1 )

(1 )

q
q

q n q n
n n p

q
n q n

p

d r dr r

r





 
 



   
 

  


   
 

  

   

,

1

2 1
( )

( 1) 1

(1 )
| ( ) | ( ) = .

(1 )

p q
n

q q
p

p n
h Bq

n q n Sp n

r
f r d r dr c f

r




   

   


  

   
  
 

  




 

2. Пусть 1,
p

q
 тогда  

,

1

1 1
2 1

0 0

( ) (1 ) | ( )( ) | ( ) (1 )( )p q

q q
p

p n
A B

n
Sn

A f A f z d z d


        

 
   
     
        

 

  

1

1 ( 1)( 1)
2 1 2 1

( 1)
0

(1 )
| ( ) | ( ) .

(1 )

q q
pp n p

p n n

n p n
Sn

r
f r d r dr d

r




    



  
 

  


  

  
   

  


   

Умножив и разделив правую часть данного неравенства на ( )r  и 

применив неравенство Гельдера с показателем 
pq

q


, будем иметь  

,

1 1 ( 1)( 1)

0 0 ( 1)

(1 )
( ) (1 )( )

(1 ) ( )

p q

p n p

A qn
n p n p

r
A f B

r r










 

 

  

  

 
 

  
 
  

   



 186 

( 1)( 1)1
2 1

( 1)
0

(1 ) ( )
| ( ) | ( ) )

(1 )

q q

p p n p q p
p n

n p n
Sn

r r
f r d r dr

r







  



   


  

 
        
     

   


   



1

1
2 1 2 1

0

(1 ) ( )

qq p q q
n n pq pr dr d      


 


  
  

  

1

1 ( 1)( 1)
2 1 2 1

0 ( 1)

(1 )
| ( ) | ( )) .

(1 ) ( )

q qp n p
p n np

q
Sn p n p n

r
f r d r dr d

r r






    

 

  
 

  

 
  

 
 
 

   

Поменяем порядок интегрирования и оценим внутренний интеграл:  

1 ( 1)( 1)

,

0

(1 )
( ) | ( ) | ( )( )

( )

q

pp n p
p

p q
A q

Sp n

r
A f f r d

r







  



  


 

   
   

  


   

1

1
2 1 2 1

( 1)
0

(1 ) ( )

(1 )

q q
p

n n

n p n
d r dr

r





   
 



 

  








  

( 1)( 1)1

0 ( 1) 1

(1 ) (1 ) ( )
| ( ) | ( )

( )(1 )

qq

pp n p p
p

q
Sn p np n

r r r
f r d

r r







 
  



  

   


      
   

  

   

,

1

2 1
( )

= .p q
n

qn
h B

r dr c f


 
 


 

Таким же образом устанавливается: 

 Следствие 4.2. Пусть S   и удовлетворяет следующему условию  

1
( 1)( 1)

0

(1 )(1 ) < ,p n pr r dr      
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0 < , 1,p q  1.1)
1

(
1

> 


p
n

q

  Тогда оператор  

1

(1 | |) ( ) ( )
( )( ) = ( , ) , ,

(1 , )
nn

Bn

f d
T f z c n z B

z
 

    


  





  

отображает пространство 
, ( )p q

nh B  в пространство
,

( )
p q

nA B


, причем  

, , ( )
( ) .( )p q p q

nh BA Bn
T f f


  

 Теорема 4.3. Пусть S . Предположим:  

1.если ,<<1 p 1<0 q , то 1
1

> 


q

 ; 

2.если 1,<0 p  <<1 q , то 
1 1

> 1 ,n
q p q


 

    
 

  где 

.
1

=



q

q
q  Тогда оператор  

2

1

(1 | | ) ( ) ( )
( )( ) = ( , ) , ,

(1 , )
nn

Bn

f d
A f z c n z B

z



 

   


  





  

где ),( nc  – константа из (4.1), отображает пространство 
, ( )p q

nh B  на 

пространство , ( )p q
A Bn

, причем  

, , ( )
( ) .( )p q p q

nh BA Bn
A f f


  

Доказательство.  

Докажем первую часть теоремы. Запишем норму функции )( fA
 в 

пространстве , ( )p q
A Bn

. Так как <<1 p , воспользовавшись 

неравенством Гельдера с показателем =
1

p
p

p



, будем иметь:  

,

1 1 2 1

1
0 0

(1 ) | ( ) | ( )
( ) (1 )( )

|1 , |
p q

p
n

A B nn
S Sn n

r f r d r dr
A f

r z



 

  
 

 



 

        

   

 

<<1 p
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1

2 11 1
2 1

1
0 0

(1 ) ( ) ( )
( ) ) (1 )

|1 , |

q q
p p
pp n

n

n
Sn

r r d r dr
d z d

r z






  
    

 

 


 


 

          
         




  

1

1 2 1
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1
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(1 ) | ( ) | ( )
( ) ( ) .

( ) |1 , |

q q

pp n
p n

p n
S Sn n

r f r d r dr
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r r z



 


  
    

  




 

 
  

  
     



    

Так как 1
p

q
, то применяя лемму 4.3, получим  

,

1
1 1

0 0

(1 )
( ) (1 ) ( )( )

( )
p q

q q

p p
q

A B qn

r
A f

r



 


   


 
 
  


 

 
1

2 1 2 1

1

( )
| ( ) | ( ) .

|1 , |

q q q
p p

p n n

n
S Sn n

d z
f r d r dr d

r z 


    

 

 

 


    
    
       

    


   

Применяя далее к внутреннему интегралу лемму 4.2, получаем  

,
( )

1 ( 1)

0

( ) (1 ) ( )(1 )
p q

A Bn

q
n

q pA f
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1

1
1

2 1

10

(1 ) ( )(1 )
| ( ) | ( ) =

( )
(1 )

q qq q
pqp p

p n

q q q
Sp p n

r rr
f r d r dr

r
r







 
  



 



 

 
  

   
  
 

   
 

   

, (B )
.p q

nh
c f



  

Докажем вторую часть теоремы. Так как 1,<0 p ,<<1 q  то 

1>
p

q
 и, следовательно, утверждение второго пункта теоремы вытекает из 

теоремы 4.2.  

С помощью таких же рассуждений получаем следующее 

утверждение. 

 Следствие 4.3. Пусть S . Предположим:  

1. если ,<<1 p 1<0 q , то 1
1

> 


q

 ; 

2. если 1,<0 p <<1 q , то ,
1

1
1

>
qp

n
q 









   где .

1
=




q

q
q   

Тогда оператор 

1

(1 | |) ( ) ( )
( )( ) = ( , ) , ,

(1 , )
nn

Bn

f d
T f z c n z B

z
 

    


  





  

отображает пространство 
, ( )p q

nh B  в пространство
,

( )
p q

nA B


, 

причем  

, , ( )( )
( ) .p q p q

nn h BA B
T f f


  

  

§4.3. Описание линейных непрерывных функционалов на пространствах 

, ( ), 0 ,n

p qA B p q     

Заметим, что если 1<),(min qp , то каждый линейный непрерывный 

функционал на 
, ( )p qL   нулевой. В то же время, например, 

),(=)( 0
0

zffz  
nBz 0
, является линейным непрерывным функционалом 
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на )(
n
BA q,p

 . В этом параграфе, используя результаты §4.2, мы получим 

полное описание линейных непрерывных функционалов в пространствах 

)(
n
BA q,p

  в том случае, когда   принадлежит классу функций S, 

правильно изменяющихся на интервале , а .<,<0 qp  

Для изложения результатов, сначала введем следующие 

определения. Пусть 1,,<0 qp  в этой главе обозначим через qp,

  класс 

аналитических в 
nB  функций ,g  для которых  

1 1
1 1

1
,

1

(1 | |)
= | ( ) |< ,sup

(1 | |)

n
p q

p q

z Bn q

z
g D g z

z








 
    
 










 

где 
1 1

> 1 1.n
q p


  

   
 

 

Если же 1,<0 p <<1 q , то через 
,p q

  обозначим множество 

всех голоморфных в 
nB  функций g , для которых  

11
1

1
1 2 1

,

0

(1 )
= | ( ) | < ,sup

(1 )

q nq q qp
n

p q
q

z Snq

r
g D g rz r dr

r








 
     

 
 




          

  

где 1,=
11

qq 
  

1 1
> 1 .n

q p q


 

    
 

  

А если ,<<1 p  1<0 q , то обозначим через ,p q
  множество 

голоморфных в 
nB  функций g , таких, что  

11
1

1
,

1
0< 1

(1 )
= | ( ) | ( ) < ,sup

(1 )

pq
p

p q

r Sq n

r
g D g rz d

r






 



  




 
   

 
 
 

  

где 
1 1

= 1,
p p



 2

1
> 



q

 . 

(0,1)
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 Нетрудно заметить, что определение этих классов не зависит от  , 

при этом, относительно указанных норм множества   
, ,p q

  
,p q

  и ,p q
   

превращаются в банаховы пространства. 

Пусть , ,nz B   положим
1

( ) =
(1 , )

z n
e

z



. 

Лемма 4.12. Пусть ,<,<1 qp S , )()( ,  qpL   и  

( ) (1 | |) ( )
( ) = .

(1 , )n
Bn

d
g z

z

     






  

Тогда )B(AgD n

q,p


 1 , причем справедлива оценка  

,

1
,

( )
.

( )p q
p q

LA Bn

D g c





   

Доказательство.  

Используя лемму 4.6, имеем  

1
1

1 1 1
0

( ) (1 | |) ( ) ( ) (1 | |) ( )
( ) = ( ) ,

(1 , ) (1 , )n n
B Bn n

d d
D g z c u du

z u z



 

           


 



   

 


 
  

 

где  ( ) [0,1]u C  . Заметим далее, что  

1

( ) (1 | |) ( )
( )( ) = ,

(1 , ) n
Bn

d
T uz

u z
 

     


  




  

где 
T  – оператор из следствия 4.1. Кроме того, имеем  

, ,( )( ) ( )( ) ( )p q p q
A B A Bn n

T u T
  

    

при 1,0  u  тогда по следствию 4.1  

, , ,( )( ) ( ) .( )( ) ( )p q p q p q
LA B A Bn n

T u T
  

      

Применяя неравенство Минковского, будем иметь  

,
,

1
1

,

0

( ) | ( ) | ( )( )( ) ( )( )
p q

p q
p q

A B AA B nn

D g T u T u du
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1

, ,

0

1 | ( ) | = < .( ) ( )p q p q
L L

u du c   

 
  
 
 

  

Теорема 4.4. Пусть   – линейный непрерывный функционал на 

)( n

q,p BA , ,<,<1 qp   и )(=)( zezg  , 
nBz . Тогда g  голоморфна в 

nB  

и )(1

n

'q,'p BAgD


   при ,>   где ,
1

=



p

p
p ,

1
=




q

q
q

q

t

t
tt












)(
)(=)(






 ,

 
(0,1).t    представим в виде   

)()()(lim=)(
01




dgff

n
S




                             (4.4) 

и справедливы оценки  

', ' ', '

1 1

( ) ( )
p q p q

n nA B A B
D g D g

  

                             (4.5) 

Верно и обратное: любая функция g , такая что )(1

n

'q,'p BAgD


   по 

формуле (4.4) порождает линейный непрерывный функционал на )( n

q,p BA , 

для которого справедливы оценки (4.5). 

Доказательство.  

Предположим, что   – линейный непрерывный функционал на 

)( n

q,p BA  и ),(=)( zezg  .nBz  Продолжим   на 
, ( )p qL    с сохранением 

нормы. По теореме Бенедека–Панцоне [42] существует функция

, ( )p qL 
 

 , такая что  

( ) = ( ) ( ) (1 | |) ( ),

Bn

f f d         

причем ,= ( )p q
L

   . Тогда  

( ) (1 | |) ( )
( ) = .

(1 , )n
Bn

d
g z

z

     






  

Отсюда по лемме 4.12  
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', '

1
,

( )
= .( )p q

n

p q
LA B

D g c


  


    (4.6) 

Далее, разлагая ( )ze   в ряд и учитывая, что он сходится в )( n

q,p BA , 

получим  

=0

( ) (1 | |) ( ) ( )
( ) = ( ) = = ( , )

( ) ( 1)(1 , )

k
z n

kB Bn n

d k n
g z e z

n kz

     




  
 

  
   

=0

( )
( ) (1 | |) ( ) = ( , ) ( ) (1 | |) ( ) =

( ) ( 1)

k

k Bn

k n
d z d

n k
            

  
  

  
 

 

=0

( )
= ( , ).

( ) ( 1)

k

k

k n
z

n k


  


  
  

Пусть )( n

q,p BA  и 1,<<0   положим ),(=)( zfzf 
 .nBz  Тогда 

по лемме 4.11 
, ( )

0p q
nA B

f f


    при 01  и так как )(1

nBHf 
, то  

2
1 0 1 0 1 0 =0

( ) ( )
( ) = ( ) = ( ) =lim lim lim

( ) ( 1)
k Sn

f k n
f f f

n k
   



     


     

   


   

1 0 =0

( )
( , ) ( )) = ( )lim

( ) ( 1)

k

kSn

k n
z d f

n k
    



 

 


  
  

1 0

, ( ) = ( ) ( ) ( ).lim
k

Sn

z d f g d


      
 

 
 
 

  

При этом согласно (4.6), имеет место левая оценка в (4.5). Для 

установления правой оценки докажем обратное утверждение теоремы. 

Пусть g  – голоморфная в 
nB  функция, такая, что ).(1

n

'q,'p BAgD


   

Докажем, что по формуле (4.4) порождается линейный непрерывный 

функционал на )(, qpA  и при этом справедливы оценки (4.5). Пусть 

)( n

q,p BAf  , 1.<<0   Тогда по лемме 4.8  
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2 1( ) ( ) ( ) (1 | | ) ( ) ( )

S B Sn n n

f z g z d z D g f z           

1

1
0

(1 ) ( )
( ) .

(1 , ) n

t dtd z
d

t z






 

   





  

Применяя далее лемму 4.8, получим  

2 1 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) (1 | | ) ( )

(1 , )n
S B Sn n n

f z d z d
f z g z d z D g

z

     
    

 

 


  
 

1 1
2 1

1
0

(1 ) ( , ) ( )
(1 | | ) ( ) ( ) ( )

(1 , ) n
B Sn n

t P t dtd z
D g f z d

t z


 



 
    

 




 


  


    

2 1 2 2 1(1 | | ) ( ) ( ) ( ) (1 | | ) ( )

B Bn n

D g f d D g           




   



 
 

1

1 2

0

( ) ( , , )
( ) ( ) = ( ),

(1 , )n
Sn

f z t z
d z dtd I I

t z

   
  

 


 



 
 

где 
1 1

1 1

(1 ) ( , ) (1 ) ( , )
( , , ) = = .

(1 , ) (1 , )

t P t t P t
t z

t z t z

 

 

 
  

   

 

 

 

 
 Очевидно, что 

| ( , , ) | ( , ).t z c n     Следовательно,  

1
1

1
1 2 2 1

1

0

| | (1 ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( ) =

p
p

p p n

S Sn n

I r D g r d f r d r dr        


 

 
  
  
  
 

   
 

  

1 1
1 11

1 2

0

= (1 ) (1 ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( )

p p
p pq q

S Sn n

c r r D g r d f r d
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,
', '

2 1 1
( )( )

,p q
p q

n
n

n
A BA B

r dr D g f




   

здесь мы дважды воспользовались неравенством Гельдера с 
1

=



p

p
p   и  

1
=




q

q
q . Для оценки 

2I :  

 

1
2 1

2

0

( ) ( , , )
= (1 | | ) ( ) ( ) ( ) ,

(1 , )n
B Sn n

f z t z
I D g d z d dt

t z

     
    

 




  
 

положим  

,

( ) ( , , )
( ) = ( ).

(1 , )
t n

Sn

f z t z
d z

t z


   
  

 
  

По теореме М. Рисса (см. [17])  

| ( ) | ( ) | ( ) | | ( , , ) | ( )p p p

S Sn n

d f t z d                

| ( ) | ( ),p

Sn

f d     

где ,=



   1.|=|   Поэтому, применяя неравенство Гельдера, получим:  

1
2 1 2 1

2 ,

0

| | (1 | | ) ( ) | ( ) | ( ) n
t

Bn

I D g d r dt 
       

1
1

1
1 2 2 1

0

(1 ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( ) =

p
p

p p n

S Sn n

r D g r d r d r dr         


 

 
  
  
  
 

   
 

  

1 1
1 11

1 2

0

= (1 ) (1 ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( )

p p
p pq q

S Sn n

r r D g r d f r d
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,
', '

2 1 1
( )( )

.p q
p q

n
n

n
A BA B

r dr D g f




   

Таким образом, 

,
', '

1
( )( )

( ) ( ) ( ) .p q
p q

n
n

A BA B
Sn

f z g z d z D g f




   
  

Отсюда легко видеть, что существует предел  

),()()(lim=)(
01

zdzgzff

n
S







  

и при этом ,
', '

1
( )( )

| ( ) | ,p q
p q

n
n

A BA B
f D g f




 то есть  – линейный 

непрерывный функционал на )( n

q,p BA  и 
', '

1

( )
.

p q
nA B

D g


  В то же 

время нетрудно заметить, что ),(=)( zgez nBz . Отсюда и из первой 

части теоремы следует, что имеют место все оценки в (4.5).  

 Теорема 4.5. Пусть 1,,<0 qp  S . Тогда, если Ф  – линейный 

непрерывный функционал на )( n

q,p BA , и )(=)( zezg  ,
nBz , то qpg ,

    

и Ф  представим в виде  

,)()()(lim=)(
01




dgff

n
S




         (4.7) 

при этом справедливы оценки  

 , .p qg


    

                                             

(4.8) 

Обратно: любая функция qpg ,

   по формуле (4.7) порождает линейный 

непрерывный функционал на )( n

q,p BA , для которого справедливы оценки 

(4.8). 

Доказательство.  

Предположим, что   – линейный непрерывный функционал на 

)( n

q,p BA  и ),(=)( zezg   .nBz  Тогда с учетом леммы 4.4.   будет 

непрерывен в пространстве ),(1,1
* nBA


 где 
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1 1 1
1 ( 1)

* 2(1 | |) = (1 | |)(1 | | ) ,
n

q q pz z z 
  

    с нормой  

1,1 ,
*

*
( ) ( )

= (1 | |) | ( ) | ( ) .p q
n nA B A B

Bn

f z f z d z f


   

Продолжим  с ),(1,1
* nBA


 на все )(=)( *1,1*1  LL  с сохранением 

нормы. По теореме Ф. Рисса (см. [19]) существует функция )( nBL , 

такая что  

*( ) = (1 | |) ( ) ( ) ( ),

Bn

f z f z z d z     

причем = ( )L nB  . Тогда, используя лемму 4.6, будем иметь  

1
1

1 1
0

( )
( ) = =

(1 , ) (1 , )n n

c u du
D g z

z u z


 



 



   

 
  
  
 



1* *

1 1
0

(1 | |) ( ) ( ) (1 | |) ( ) ( ) ( )
= .

(1 , ) (1 , )n n
B Bn n

d u d du
c

z u z 

            

      

 


 
  

  

Оценим gD 1  по модулю и, учитывая, что 

1 11
1 1

* 2(1 | |) = (1 | |)(1 | | )
n

q pq    

 
   

    , получим  

1 11
1 1

2
1

1

(1 | |)(1 | | )
| ( ) | ( )( )

|1 , |

n
q pq

L nn
Bn

D g z dB
z





  
  

 

 
   

 



 




  
 



  

1 11
1 1

1 2

1
0

(1 | |)(1 | | ) | ( ) | ( )

|1 , |

n
q pq

n
Bn

u dud

u z 
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1 11
1 1

1
2 1

1
0

(1 )(1 )
( )

(1 )

n
q pq

n
L n

r r
r drB

r 






 
   

 








  
 



  

1 11
1 1

11 2 1

1
00

(1 )(1 ) | ( ) |
.

(1 )

n
q p nq r r u dur dr

ru 

 



 
   

 






  




  

Так как 1,1
11

> 











p
n

q

  то оценив первый интеграл, 

применяя (4.3), получим  

1
11

1

1 1
1 1 0

(1 )
| ( ) | (1 )( )

(1 )

q
q

L n n
q p

D g z rB




 
 






 
    

 




   





  

1 1
11 1

2 1

1
0

| ( ) |
(1 ) .

(1 )

n
q p nu du

r r dr
ru 





 
   

 



 
 

   

Так как 

1

1
0

( ) 1
,

(1 ) (1 )

u du

ru r 



  
  0> , то в итоге получаем 

 1

1

1 1
1 ( 1)

(1 )
| ( ) | ( )

(1 )

q

L n n
q p

D g z B




 







   


 
 

 

 

1 11
1 1

1 2 1

0

(1 )(1 )
( )

(1 )

n
q p nq

L n

r r r dr
B

r 
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1
1 1

1 1 1 1 1 1
1 ( 1) ( 1) 1 ( 1)

(1 )( )(1 ) (1 )
.

(1 ) (1 ) (1 )

q
q q L

n

n n n
q p q p q p

B

  

  
   

  



          

 
  

  
 
    

 

Окончательно, имеем  

1 1
1 1

1

1

(1 | |)
| ( ) | = .sup ( )

(1 )

n
q p

L nz Bn q

z
D g z cB



 

 

 
    

 









  

Следовательно, qpg ,

 , причем ,p qg


 . 

Докажем обратное утверждение. Используя леммы 4.10 и 4.11, 

получим  

1
2 1

1
0

(1 ) ( )
| ( ) | (1 | | ) ( ) ( ) ( ) .

(1 , ) n
B Sn n

t dtd z
f D g f z d

t z


 




    

 



 


 


    

По лемме 4.10  

2 1 ( ) ( )
| ( ) | (1 | | ) ( ) ( )

(1 , )n
B Sn n

f z d z
f D g d

z

   
   

 

  


   

1 1
2 1

1
0

(1 ) ( , ) ( )
(1 | | ) ( ) ( ) ( )

(1 , ) n
B Sn n

t P t dtd z
D g f z d

t z


 



 
    

 




 


 


    

2 1 2 2 1(1 | | ) ( ) ( ) ( ) (1 | | ) ( )

B Bn n

D g f d D g           




   



   

1

1 2

0

( ) ( , , )
( ) ( ) = (| | | |),

(1 , )n
Sn

f z t z
d z dtd I I

t z

   
  

 


 
 

   

где
1

1

(1 ) ( , )
( , , ) =

(1 , )

t P t
t z

t z






  

 








, причем | ( , , ) | ( ).t z c n    Тогда, 

применяя леммы 4.2 и 4.3, получим  
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1
11 ( 1)

1 2 1
1

0

| | (1 ) | ( ) | | ( ) | ( )sup

pn
p np

S Sn n

I r D g r f r d r dr






   
 

 



 
 
 
 
 

   

1 1
( 1) 1

12
1

1
0

(1 | | )
| ( ) | (1 )sup

(1 )

n
p q

Bn q

D g r

r








 



   






  







,

1

2 1
,

( )
| ( ) | ( ) .p q

n

q q
p

p n
p q

A B
Sn

f r d r dr g f


   


  
  
  
 

  


  

Рассмотрим 

1
2 1

2

0

( ) ( , , )
= (1 | | ) ( ) ( ) ( ) .

(1 , )n
B Sn n

f z t z
I D g d z d dt

t z

     
    

 




    

Так как f  – голоморфная функция, то  

2( ) ( , , ) ( )
= ( ) ( , , ).

(1 , )n
Sn

f z t z d z
f t t

t z

    
     

 
  

Тогда  

1
2 1 2

2

0

= (1 | | ) ( ) ( ) ( , , ) ( ) .

Bn

I D g f t t d dt             

Оценим  2I   по модулю  

1
2 1 2

2

0

| | (1 | | ) | ( ) || ( ) || ( , , ) | ( )

Bn

I D g f t t d dt             

2 1 2(1 | | ) | ( ) || ( ) | ( ).

Bn

D g f t d        

Применим лемму 4.2:  
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1
11 ( 1)

1 2 1
2

0

| | (1 ) | ( ) | | ( ) | ( ) .sup

pn
p np

S Sn n

I r D g f r d r dr






   
 

 



 
 
 
 
 

   

Далее, применяя лемму 4.3, будем иметь  

1 1
( 1) 1

1
1

2 1
0

(1 | |)
| | | ( ) | (1 )sup

(1 | |)

n
p q

Bn q

I D g r








 

 

   






  







,

1

2 1
,

( )
| ( ) | ( ) .p q

n

q q
p

p n
p q

A B
Sn

f r d r dr g f


   


  
   
  
 

  


  

Окончательно, получаем ,,
( )

| ( ) | p q
n

p q
A B

f g f


 . 

Положим (0,1],=I  ).(1,= J  Пусть пространство qp,

 , где 

,, JIqp  совпадает с пространством ,
~~ ,qp

 если ,Jp  Iq , с 

пространством qp ,~
 , если ,Ip  Jq  и с пространством ,,qp

   если 

., Iqp    Если же ,, Jqp    то 
', '

1
,

( )
= .

p q
n

p q
A B

g D g









 Тогда 

справедливо следующее утверждение. 

 Теорема 4.6. Пусть S , ., JIqp   Тогда, если   – линейный 

непрерывный функционал на )( n

q,p BA , и )(=)( zezg  ,
nBz , то qpg ,

   

и   представим в виде  

)()()(lim=)(
01




dgff

n
S






                               

(4.9) 

при этом существуют положительные константы  1 2, 0с с    такие, что  

 , , .p q p qg g
  

                                          (4.10) 

Обратно: любая функция qpg ,

  по формуле (4.9) порождает линейный 

непрерывный функционал на )( n

q,p BA , для которого справедливы оценки 
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(4.10). 

Доказательство.  

Очевидно, что когда Jqp ,  и Iqp ,  утверждение теоремы 

совпадает соответственно с теоремами 4.4 и 4.5. Поэтому остается доказать 

утверждение теоремы лишь в тех случаях, когда либо ,Ip  Jq , либо 

,Jp  .Iq  

1. Докажем теорему сначала при ,Jp  .Iq  В этом случае 

пространство qp,

  совпадает с пространством .
~~ ,qp

  Пусть Ф  – линейный 

непрерывный функционал на )( n

q,p BA . Тогда по лемме 4.3  Ф  

непрерывен в пространстве )(1 n

,p BA *
, где 

1 1
1

*(1 | |) = (1 | |)(1 | |)q qz z z 


   , с нормой  

,1 ,
*

1

1
* 2 1

( ) ( )
0

= (1 ) | ( ) | ( ) .p p q
n n

p
p n

A B A B
Sn

f r f r d r dr f




    
 
 
 
 
 

   

Продолжим   на все )( *,1 pL  с сохранением нормы. По теореме 

Бенедека–Панцоне (см. [42]) существует функция ,  такая что  

1

0< 1

| ( ) | ( ) < ,sup

p
p

r Sn

r d   






 
  
 
 
 

  

причем  

1

0< 1

= | ( ) | ( )sup

p
p

r Sn

r d   






 
 
 
 
 

  

и 

).()()(|)|(1=)( *  dff

n
B

   

Тогда  
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).()()(|)|(1=)( *  dezg z

n
B

  

Используя лемму 4.7, получим  

1* *
1

1 1
0

(1 | |) ( ) ( ) (1 | |) ( ) ( ) ( )
( ) = .

(1 , ) (1 , )n n
B Bn n

d u dud
D g z c

z u z



 

            

 



   

 


 
    

Далее запишем норму gD 1   в пространстве )( n

p SA


  и применяя 

неравенства Минковского и Гельдера с показателем 
1

=



p

p
p , получим  

11

*
1

1

(1 | |) ( ) ( )
| ( ) | ( ) | | ( )

(1 , )

pp
p p

n
S S Bn n n

d
D g z d z d z

z





     
  




 

 

   
          

   

  

 

1

1 1*
*

1
0 0

(1 | |) ( ) ( ) ( )
( ) (1 )

(1 , )

p p

n
S Bn n

u dud
d z r

u z 

      
 



 

 

 
 

 
   
   

 
 

     

1

1 1

| ( ) | ( ) ( )
) ( )

|1 , | |1 , |

p pp
p

n n
S S Sn n n

r d d
d z

z z 

     


   

 

   

   
          

  

    

1 1
2 1 *

1
0 0

| ( ) | ( )
(1 ) | ( ) |

|1 , |

p
n

n
S Sn n

r d
r dr r u

u z 

   
 

 




 

  
        

 

     

1

2 1

1

( )
( ) )

|1 , |

p p
p

n

n
Sn

d
d z dur dr

u z 
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1

1 2 1
*

1
0< 1 0

( )
| ( ) | ( ) (1 )sup

|1 , |

p n
p

n
r S Sn n

d z r dr
r d r

z 


    

 






 


   
           

  

  

 

1

1 1 2 1
*

1
0< 10 0

| ( ) | ( )
(1 ) | ( ) | ( )sup

|1 , |

pn
p

n
rS Sn n

u d z dur dr
r r d

u z 

 
    

 




 


 
   
   

  

     

1 1 1* 2 1
* 2 1

1 1
0 0 0

(1 ) | ( ) |
(1 ) .

(1 ) (1 )

n
nr r dr u du

r r dr
r ur 

 


 




 

 
   
   
    

Оценивая каждый из этих интегралов, получим  

1 1

*
1

0< 1

(1 )
| ( ) | ( ) | ( ) | ( ) .sup

(1 )

p p
p p

rS Sn n

D g z d z r d



 
     



 
 



   
   

      
   

   

Отсюда  

11
1

1

1
0< 1

(1 )
| ( ) | ( )sup

(1 )

pq
p

Sq n

D g z d z








 

 

  




 
  

 
 
 

  

1

0< 1

| ( ) | ( ) ,sup

p
p

r Sn

r d   






 
 
 
 
 

  

таким образом, .
~~ ,qpg    Легко заметить, что  

1 0

( ) = ( ) ( ) ( ),lim

Sn

f f g d


   
 

   

при этом  

1

,

0< 1

| ( ) | ( ) = .sup

p
p

p q

r Sn

g r d


   






 
  
 
 
 

  

Докажем обратное утверждение теоремы при ,Jp .Iq  Пусть 
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,
~~ ,qpg   ).( n

q,p BAf   Из лемм 4.10 и 4.11 следует, что 

1
2 1

1
0

(1 ) ( )
| ( ) | (1 | | ) ( ) ( ) ( ) .

(1 , ) n
B Sn n

t dtd z
f D g f z d

t z


 




    

 



 


 


    

Применим лемму 4.9, будем иметь: 1 2| ( ) | (| | | |),f I I    где  

2 1 2
1 = (1 | | ) ( ) ( ) ( ),

Bn

I D g f d       

),()()()||(1= ,

1

0

12

2  
 dtdgDI t

n
B


  

где 

,

( ) ( , , )
( ) = ( ),

(1 , )
t n

Sn

f z t z
d z

t z


   
  

 


 
1

1

(1 ) ( , )
( , , ) =

(1 , )

t P t
t z

t z






  

 








, 

причем | ( , , ) | ( ).t z c n     Для оценки 
1I  применим неравенство Гельдера 

с показателем  
1

=



p

p
p , тогда  

1 1

1
1 2

1

0

| | (1 ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( )

p p
p p

S Sn n

I r D g r d f r d        




   
    
   
   
   

    

1
1 1 11

2 1 1

1
0< 1 0

(1 )
| ( ) | ( )) (1 )sup

(1 )

q
n p p q

r Sq n

r
r dr D g r d r

r



    



 

  




   





   

1
1

1
2 2 1

, ,(1 ) | ( ) | ( ) .

p
p nq

p q p q
A

Sn

r f r d r dr g f
 

   



 
   
 
 
 

  

В последнем неравенстве мы воспользовались леммой 4.3. Оценим 
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2I :   

1 11
2 1

2 ,

0 00

| | (1 | | ) | ( ) || ( ) | ( ) (1 )t

Bn

I D g d dt r  
           

1 1

1 2 2 1| ( ) | ( ) | ( ) | ( )

p p
p p n

S Sn n

D g r d tr d r drdt       


 

   
   
   
   
   

   

1 1

11
1 2 2 1

00

(1 ) | ( ) | ( ) | ( ) | ( ) .

p p
p p n

S Sn n

r D g r d f tr d r drdt       


 

   
   
   
   
   

    

Здесь мы применили неравенство Гельдера с показателем 
1

=



p

p
p , 

а также теорему М. Рисса (см. [17]). Далее, применяя лемму 4.3, получим  

11
1 11

1
2 1

0< 1 0

(1 )
| | | ( ) | ( ) (1 )sup

(1 )

pq
p q

r Sq n

r
I D g r d r

r



    



  




 
    

 
 
 

   

,

1
1

1
2 1

,
( )

(1 ) | ( ) | ( ) .p q
n

p
p nq

p q
A B

Sn

r f r d r dr g f


  



 
   
 
 
 

  

Первый случай доказан. 

2. Перейдем к случаю ,Ip Jq ,тогда .
~

= ,, qpqp

   Пусть   – 

линейный непрерывный функционал на 
, ( )p q

nA B , тогда по лемме 4.2   

будет непрерывен в пространстве 
*

1,
( )

q
nA B


, где 

1
( 1)

*(1 | |) = (1 | |)(1 | |) ,
nq

pz z z 


    с нормой  
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1, ,
*

1

1
* 2 1

( ) ( )
0

= (1 ) | ( ) | ( ) .q p q
n n

q q

n
A B A B

Sn

f r f r d r dr f




    

  
    

     

   

Продолжим   на все )( *1, qL  с сохранением нормы. По теореме 

Бенедека–Панцоне существует функция  , такая что  

,<|)(|sup)(1

1

12*

1

0























q
nq

n
S

drrrr 


 

где 
1

=



q

q
q . Причем  

1
* 2 1

0

( ) = (1 ) ( ) ( ) ( ) ,n

Sn

f r f r r d r dr          

1

1
* 2 1

0

= (1 ) | ( ) | .sup
q

q n

Sn

r r r dr


  


 



 
  
 
 
  

Тогда применяя лемму 4.6, будем иметь  

1
1

1 1
0

( )
( ) = =

(1 , ) (1 , )n n

c u du
D g z

z u z



 



 



   

 
  
   

  

1 1
*

1
0 0

( ) ( )
= (1 ) ( )

(1 , ) n
Sn

r d
r c u

z 

   
 

   


  
 


    

2 1

1

( ) ( )
.

(1 , )

n

n
Sn

r d du
r dr

u z 

   

 



 






  

Оценим 1D g : 

1
1 *

1
0

( )
| ( ) | (1 ) | ( ) |sup

|1 , | n
S Sn n

d
D g z r r

z
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*

1 1
2 1

1 1
0 0

(1 ) | ( ) |sup

| ( ) | ( )

|1 , | (1 )

Sn n

n
Sn

r r

u d du
r dr

u z r



 

  
  

  



  

 
 
  
  

  


    

*

11
2 1 2 1

1
00

(1 ) | ( ) | | ( ) |sup

.
(1 )

Sn nn

r u r

r dr dur dr
ru





   



 





 




  

Далее, учитывая, что 

1

1 1
0

| ( ) | 1

(1 ) (1 )

u du

ru r 



   
  получаем  

*

1
1 2 1

1
0

(1 ) | ( ) |sup

| ( ) | .
(1 )

S nn

r r

D g z r dr
r





  



 








.

 

Так как 

1
1

*(1 ) = (1 )(1 )
nq

p
r r r 

 
 

    , то записав норму функции 

g  в пространстве qp ,~
  и снова используя функцию )(r , а также 

применив неравенство Гельдера с показателем 
1

=



q

q
q , будем иметь  

1
1

( 1)
1

1 2 1
,

0

(1 )
= | ( ) |sup

(1 )

qq nq
p

q n
p q

q
z Snq

g D g z d







  

 

  

 




 
 
 
 
  

  

1 1
( 1) ( 1)

1 1
2 1

1
0 0

(1 ) (1 )(1 )
| ( ) |sup

(1 )
(1 )

q

q nq nq
p p

n

q
z Snq

r r
r r dr

r





 
 


 



   



 


 
   
  
  

   

   

1 1
1 ( 1) ( 1)

1 1
2 1

1
0 0

(1 ) (1 )(1 )

(1 ) ( )
(1 )

q nq nq
p p

qn

q q

q

r r
d

r r
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1
( 1)

1
2 1 2 1

1
0

(1 )(1 ) ( )
| ( ) |sup

(1 )

q

qnq
qp

q n n

Sn

r r r
r r dr r dr

r






 
 







  




 
   
  
  
 
 

  

1
( 1)1 1

2 1

1
( 1)0

(1 ) (1 ) ( )
)

(1 )(1 )

q
q nq

qp q
n q

q q
nq

q q p

d







    
 

  


  




 
 


  
 

  

  

1
1

( 1)
1

2 1 2 1

1
0

(1 )(1 )
| ( ) | .sup

(1 ) ( )

qnq
p

q n n

q
Sn

r r
r r dr d

r r



   

 



  





 





  

Поменяем порядок интегрирования и оценим внутренний интеграл  

1
( 1)

1 1

,
1

0 0

(1 ) ( )(1 )(1 )
| ( ) |sup

( ) (1 )

nq
qp

q
p q

q
Sn

r r
g r

r r




  

  
 

 

 


 



  
 
 



   


11 1 ( 1)

2 1 2 1

0

(1 )(1 ) | ( ) |sup
nq

n n qpq

Sn

d r dr r r r


    


  




   




  



1
1 1

2 1 * 2 1

0

(1 ) | ( ) | < .sup
q

n q nq

Sn

r dr r r r dr


  


 



 
   
 
 
  

Следовательно, .
~ ,qpg    

Докажем обратное утверждение. Применяя леммы 4.8 и 4.10, будем 

иметь  

2 1 2 2 1| ( ) | (1 | | ) ( ) ( ) ( ) (1 | | ) ( )

B Bn n

f D g f d D g           
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1

1 2

0

( ) ( , , )
( ) ( ) = (| | | |),

(1 , )n
Sn

f z t z
d z dtd I I

t z

   
  

 


 
 

   

здесь функция ( , , )t z     определяется, как и выше. Оценим каждый из 

этих интегралов.  

1
1 2 2 1

1

0

| | (1 ) | ( ) || ( ) | ( ) n

Sn

I r D g f r d r dr          

1
1 2 1

0

(1 ) | ( ) | | ( ) | ( ) .sup
n

S Sn n

r D g r f r d r dr 



    



   

Применяя лемму 4.2, получим  

1
1

1 1
1 2 1

1

0

| | (1 ) | ( ) | | ( ) | ( ) .sup

pn
p p n

S Sn n

I r D g r f r d r dr






   

 
  

  



 
 
 
 
 

   

Далее, применяя неравенство Гельдера с показателем ,
1

=



q

q
q   

получим  

1
1

( 1)
1

1 2 1
1

0

(1 )
| | | ( ) |sup

(1 )

qq nq
p

q n

q
Snq

r
I D g r r dr

r











  

 




 
 
  
 
  

  

,

1

1
2 1

,
( )

0

(1 )( | ( ) | ( )) = .p q
n

q q
p np

p q
A B

Sn

r f r d r dr g f


    
 
  
 
 
 

   

При оценке 2I  заметим, что 

2( ) ( , , )
( ) = ( ) ( , , ).

(1 , )n
Sn

f z t z
d z f t t

t z

   
      

 
  

 Тогда  
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1
2 1 2

2

0

| | (1 | | ) | ( ) || ( ) || ( , , ) | ( )

Bn

I D g f t t d dt             

1
2 1 2

0

(1 | | ) | ( ) || ( ) | ( ) .

Bn

D g f t d dt         

Далее, применяя аналогичные рассуждения, что и при оценке 1I , 

получим  

,,2 ( )
| | .p q

n
p q

A B
I g f


 

Таким образом, ( )Ф f ,,
( )p q

n
p q

A B
g f


, поэтому верна также и 

правая оценка в (4.10).  

 

 

§4.4. Теплицевы операторы и вопросы факторизации в гельдеровских 

пространствах аналитических функций в единичном шаре  

 

Пусть далее H ( nB ) – множество всех аналитических функций в nB , 

pH  ( nB ),  0  p  – пространство Харди в nB  (см.[17]). 

Теплицевым оператором на 
1H  ( nB ) с символом  h

L  nB  

называется следующий интегральный оператор 

  
 

 
n

( ) ( )

1 ,
h n

S

f h d
T f z

z

   





 ,  

z     , . . . ,1 nzz  nB ,   (   , . . . ,1 n  nS   

1

  ,
n

k k

k

z z 


 ,. 

Обозначим также через a

 ( nB ) , 01 гельдеровский класс 

аналитических функций в nB , то есть класс функций f, таких что для 

произвольных 
21  , zz  nB   nS  выполняется оценка

 

   1 2 1 2 f z f z z z


  . 
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В пространстве a

  вводится естественная норма 

 

   

1 2

1 2

,     1 2

sup
 

a
n

n

B
z z B

f z f z
f f

z z  



 


. 

Легко видеть, что a

   n

a B  относительно указанной нормы 

превращается в банаховую алгебру.  

Определение 4.1. Пусть J 
H ( nB ). Говорят, что J является 

внутренней функцией, если |J  | 1, почти всюду на nS  , относительно 

меры d. 

Построению внутренних функций в 
nB  и изучению их основных 

свойств посвящены работы А. Б. Александрова (см. [1]). 

Определение 4.2. Пусть заданы внутренние функции 
1J  и 

2J . 

Скажем, что 
2J  делит

1J , если   1

2
    n

J
H B

J
 .  

Определение 4.3. Говорят, что функция 
1H ( nB )  делится на 

внутреннюю функцию J, если   1      nH B
J

  . 

Отметим, что в одномерном случае вопросы деления на внутренние 

функции в подклассах класса Р. Неванлинны играют существенную роль во 

многих вопросах комплексного и гармонического анализа  (см. [31], [33], 

[34], [35]). 

Мы получим полное описание тех плюригармонических в nB  

функций из класса Харди 
1( )nh h B , для которых теплицев оператор с 

символом h является ограниченным оператором в пространствах типа 

( )а
nB . Далее мы исследуем аналогичные вопросы в односвязных 

областях 
1G C  с квазиконформной границей.  

Пусть   – функция типа модуля непрерывности, то есть   0t  , 

  0, ,t R    монотонно растущая функция на
R , при этом  0 0   и 

 
t

t
 не возрастает на 

R .  
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Пусть далее 
AC ( nB H nB C  nB  nS  . 

Обозначим через a

  следующий класс функций 

  ( ) :: ,( ) ( )A n f cf C B f
      

 

где ( )f   – модуль непрерывности функции f  в nB . 

 Введем в a

  норму 

   

 ,   

sup
z

a

nz B

f f z
f f

 



  


  
   

  

.      (4.11) 

Ясно, что если  t t  ,  то
a a
     , 0  1. 

Определение 4.4. Скажем, что функция типа модуля 

непрерывности  удовлетворяет условию А. Зигмунда, если 

 
 

0

20 .,
u

du
u




     

Справедливо следующее утверждение.  

Теорема 4.7. Пусть h является граничным значением некоторой 

плюригармонической  функции из класса Харди 
1h ( nB ). Тогда следующие 

утверждения равносильны: 

1) 
hT  действует в пространстве a

 ( nB ),          

2) 
 

 

 

 
n

2

2 2

( ) , ( ) 1 z

1 , 1 z
n

S

h z d

z

    






 
   , z  nB      (4.12) 

Из теоремы 4.7 непосредственно следует: 

 Следствие 4.4. Пусть h – плюригармоническая функция из класса 

Харди 
1h ( nB ), причем h 

1L  nS ,  – удовлетворяет условию А. Зигмунда. 

Тогда следующие условия эквивалентны:  

1)
 hT  действует в пространстве a

 ( nB ),  

2)      21 , ,nh h h S       где    1 2,a
n nh B h H B

  .    

        (4.13) 
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Доказательству теоремы 4.7 предпошлем следующую лемму.  

Лемма 4.13. Пусть  – функция типа модуля непрерывности, 

удовлетворяющая условию А. Зигмунда. Тогда необходимым и 

достаточным условием принадлежности f  классу a

   является оценка 

    
 

 
2

2

1 z

1 z
R f z c f

 



,  z  nB ,         (4.17) 

где R f  – радиальная производная функции  f  (см. [17]). 

Напомним определение радиальной производной. 

Пусть fH nB  и имеет следующее однородное разложение в nB : 

   zfzf k

k







0

, тогда      zkfzfR k

k







1

, z  nB . 

Доказательство леммы 4.13 для гельдеровских классов установлено в 

[17]. В общем случае основные идеи доказательства сохраняются. Поэтому 

доказательство мы опускаем. 

Доказательство теоремы 4.7. 

Докажем, импликацию 1)  2). 

Пусть 
hT   является ограниченным оператором в a

 . Тогда для  всех  

f a

 , функция 
hT  f  принадлежит классу  a

 . Положим  f  z 1, z  nB . 

Тогда 

  
   

 
1

1 ,
n

h n
S

h d
T z

z

  





 , z  nB . 

Следовательно по лемме 4.13 

    
 

 
2

2

1 z
1

1 z
hR T f z

 


, z  nB .                               (4.15) 

Но нетрудно установить, что 

     
 

 

2

2

2

( ) , ( )
1 1 .

1 ,
n

h n
S

h z d
R T z n n

z

   




 


                (4.16) 

Отсюда легко следует оценка 2). Импликация 1)  2) установлена. 

До того как перейти к доказательству 2) 1) заметим, что из 1) следует, 
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что      21 , ,nh h h S       где    1 2,a
n nh B h H B

  . 

Действительно, поскольку h 
1f  2f , где 

1f , 
2f  – аналитические функции 

из класса 
1H  nB , то 

      

 

1 2   

1 ,
n

n
S

f f d

z

   






      1 .1 ,h nT z f z z B   

Поэтому из ограниченности оператора 
hT  в a

  следует, что 

функция 
1f 

a

 . Не умаляя общности, можно считать, что 
2f 0  0. 

Поэтому

    

 

2
0

1 ,
n

n
S

f d

z

  





  

при всех nz B (см. [17]). 

Остается положить        1 1 2 2, , .nh f h f S         

Следовательно, если выполняется первое условие теоремы, то 

    
     

 

2
1

  
(z)  

1 ,
n

h n
S

f h d
T f z f z h

z

   


 


 , z nB . 

Но так как пространство 
a
  является банаховой алгеброй, то оператор 

      
1 1 , ,h nM f z f z h z z B   является непрерывным оператором в  

a
 . 

Поэтому, если выполняется первое условие теоремы, то оператор

 
  

     

 2

2  

1 ,
n

h n
S

f h d
T f z

z

   





  

является непрерывным оператором в a

 .  

Используя рассуждения приведенные во второй главе, легко 

доказать, что 
2h 

H 
nB  и при этом 

22 (  ) nH B hh T . 
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Продолжим доказательство импликации 2) 1) . Учитывая, что h 

2 h , где
2h 

H  nB , 
2h 00, и используя лемму 4.13, достаточно оценить 

функцию: 

     
      

 2

n

2
22

2

,
1

1 ,
h n

S

f h z d
R T f z n n

z

    




 


 , z nB , 

где R – как и прежде радиальная производная функции 
2h

T f. Используем 

равенство (см.[17]) 

      

 

    

 n n

2 22
22

2 2

e e , e, 1
( )

21 , 1 , e

i i i

n n
i

S S

f h zf h z d
d d

z z

  




      
  

 



 


 
 

  
  

 

  

.(4.17) 

Положим 

 
    

 

2 2
2

2

e e , e1

2
1 , e

i i i

n
i

f h z
J z d

z

  




  













 , z,   r ite . 

Тогда из условия 
2h 

H  nB  следует, что 

 
  

2
2

2

e e
0

1 e

i i

n
i t

h
d

r

 









 




                       (4.18) 

при всех    0,1 , , .r t       

Поэтому 

 
       

  

2 2
2

2

e e e , e
1

2
1 e

i it i i

n
i t

f f h z
J z d

r

  



   







 





 . 

Следовательно, 

     
       

2

n

2
2

2

e e e
| | 1

1 , e

i it i

h n
i

S

f f h d d
R T z n n

z
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n

2 2

e e
1

1 , e

a

it i

n
i

S

d d
n n h f

z







   


  





 


 

.
                   

(4.19) 

Заметим теперь, что 
   

1 1
i t i tit ie e e re

   
     , при всех всех 

   0,1 , , , .r t       

Поэтому 

         e e 1 e 1 e 1 ,e
i t i tit i ir z

     
         , 

поскольку  – не убывающая функция. Тогда из (4.19) получаем 

     
   

n

2
2 2

1 , e
| | 1

1 , e

a

i

h n
i

S

z d d
R T f z n n h f

z







    





  





 


  . 

То есть 

     
   

n

2
2 2

1 ,
| | 1

1 ,
ah n

S

z d
R T f z n n h f

z


   


  


 


 .    (4.20) 

В последнем неравенстве мы снова воспользовались тождеством (4.17). 

Воспользуемся теперь неравенством: |1z,|1 |z| , при всех 

 z,  nB . 

Поэтому в виду того, что функция  
t

t  не возрастает, получим 

   
 

1 , 1
, , .

11 ,
n

z z
z B

zz

  




 
 


 

Из оценки (4.20) выводим 

   
 

1 , 1
, .

11 ,
n

z z
z B

zz

  



 
 


 

Теперь учитывая хорошо известное неравенство (см. [27] стр. 26), 

 

 
n

1

1
, ,

11 ,
nn

S

d
z B

zz

 







    (4.21) 
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приходим к оценке: 

   
 

 

12

2

1
| |   

1
h

c z
R T f z

z

 



.  

Из теоремы 4.7 непосредственно следует следующая теорема. 

 

Теорема 4.8. Пусть f  a

 , при этом f z  
fJ z

f z, z nB , где 

fJ  – внутренняя функция, а 
f 

1H  nB . Тогда если J
~

 другая 

внутренняя функция, которая делит 
fJ  ,тогда af

J  . 

Доказательство. 

Поскольку 
J

J f
~
 


H  , то      zJzJ
J

J

J

f
f

f ~
z*~

 
~
 

  

принадлежит классу Харди 
1H  . Поэтому 

 
 

 

   

 
  

n

( )
.

  1 ,
Jn

S

f z f J d
F z T f z

J z z

   


  


  

По теореме 4.7 F a

 .  

Докажем аналогичный результат для односвязных областей с 

квазиконформной границей на комплексной плоскости. Пусть G – 

ограниченная односвязная область на комплексной плоскости, 1CC  ,   

G –  ее граница. 

Кривая  называется квазиконформной, или кривой Карлесона, если 

для произвольной точки  , mes
K 

0c , где 
K   – круг с 

центром в точке   радиуса  , mes – линейная мера, указанного 

множества, c – некоторая константа, независящая от  . 

Теплицевым оператором с символом h
L  называется 

следующий интегральный оператор: 

  
     1

2 z
h

f h d
T f z

i

  

 



 , Gz . 

nB

nB
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Класс a

 G определяется также как в §2.1. Норма в a

 G 

вводится аналогичным образом. 

Справедливо следующее утверждение: 

Теорема 4.9. Пусть G – односвязная ограниченная область в C с 

квазиконформной границей  , h
L  ,  удовлетворяет условию А. 

Зигмунда. 

  
    1

2 z
h

f h d
T f z

i

  

 



 , . 

Тогда следующие утверждения равносильны: 

1) 
hT   является ограниченным оператором в пространстве a

 G; 

2) функция h представима в виде 

     1 2 , ,h h h        (4.22) 

где  1 ,ah G
2h  является граничным значением некоторой функции из 

класса  /H C G . 

Доказательству теоремы предпошлем следующий вспомогательный 

результат (см.[10]). 

Обозначим через z,G расстояние от точки z до границы G .  

Лемма 4.14. Пусть G – ограниченная односвязная область в C с 

квазиконформной границей. Тогда если  f  принадлежит классу a

  , то 

   
 

 

2

2

,

,

z G
f z

z G








.                                               (4.23) 

Обратно, если f  H G и удовлетворяет оценке (4.23), то f  

является непрерывной функцией в G , при этом модуль непрерывности 

функции f на множестве G удовлетворяет оценке 

 
 

0

f

u
du

u

 
   .                     (4.24) 

Лемма 4.15. (см. [5]) Пусть h
pL , 1 p   . Тогда функцию h 

можно представить в виде 

Gz
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     1 2 , ,h h h                (4.25) 

где 
1h  почти всюду относительно меры Лебега совпадает с граничным 

значением некоторой функции 
1h  G, а функция 

2h  почти всюду 

совпадает с граничным значением функции 
2h 

pE  /G,    где 
pE G  и    

pE  /G – классы В. И. Смирнова в соответствующих областях (см. 

[47], [8]).  

Лемма 4.16. (см. [47]) Пусть  – квазиконформная кривая на 

комплексной плоскости. Тогда справедлива следующая оценка: 

1

1
,   , 0,

z

d
z C



 









  




 

     / , : .K z K z z          

 

  

Доказательство. 

Доказательство теоремы 4.8 проводится по схеме доказательства 

теоремы 4.1. Сначала докажем импликацию 1)  2). Пусть 
hT   действует в 

пространстве a

 (G. Тогда функция 
hT 1 a

 G, то есть 

  
  1

1
2 z

h

h
T z d

i




 



 ,  

принадлежит классу  a

 G. Теперь воспользуемся леммой 4.3, согласно 

которой      1 2 , .h h h        

Не ограничивая общность, можно предполагать, что 
2h 0. Тогда 

из (4.25) легко вывести, что 
hT 1z  

1h z, zG. Поэтому 
1h  a

 G, то 

есть  имеет аналитическое продолжение в G, при этом 
1h z h z, zG, 

1h  G. Из условий h  и 
1h  a

 G нетрудно вывести, что 

функция 
2h  почти всюду относительно меры Лебега совпадает с 

граничными 

значениями некоторой функции 
2h 

H  /G. Импликация 1)  2) 

установлена. 

pE

C 

C 

Gz

1h

a


L

C 
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Докажем обратную импликацию 2) 1). Из представлений (4.21) и 

(4.25) сразу следует, что если f принадлежит классу a

 G, то 

 

      
   

z

  

2

1 2
1


 








dhf

i
zhzfzfTh

, , 

где f , 
1h  a

 G. 

Так как a

 G является банаховой алгеброй, то оператор 
1h

M ff 

1h является ограниченным оператором в пространстве a

 G. Поэтому для 

доказательства теоремы 4.8 достаточно установить ограниченность 

оператора 

  
   

z

  

2

1 2

2 
  





dhf

i
zfTh

,          (4.26) 

в пространстве a

 G, где 
2h  CH ( /G , 

2h   0 . Из последних двух 

условий следует, что 

 
, 0

z

)(  2 





 dh  

при всех Gz . Поэтому учитывая равенство (4.26) имеем 

        

 

      

 3
2

3

22   1  1
)(

2
z

dhzff

iz

dhf

i
zfTh







 

 








.

 

Следовательно 

    
 

2

2
2 3

| |
z

h

z d
T f z h



  






 .              (4.27) 

Перейдем к оценке последнего интеграла. Положим 

 
 

3
z


 

 

 dz
zI . 

Ясно, что для произвольных  , , ,z z z G          

поэтому учитывая, что функция 
 
t

t
 – не возрастающая, получаем 

Gz

Gz
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  ,,

,

,

z
Gz

z

zz
. 

Следовательно, 

 
  
  2

z,

,




 

 





 d

z

z
zI . 

Применяя лемму 4.16, приходим к оценке 

 2

1
.

,z

d

z






                   (4.28) 

Объединяя оценки (4.27) и (4.28), окончательно получим 

    
  

 
2

2

2

,
| | ,

,
h

z
T f z z G

z

 







.

 

Для доказательства теоремы остается применить лемму 4.14.□ 

Из теоремы 4.9 легко вывести следующее утверждение.  

Теорема 4.10. Пусть  ,af G причем      , .f z J z z z G    

Тогда если J
~

– такая внутренняя функция, что  H
J

J
~ , то a

J

f
~  G . 
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ГЛАВА V.  КРИТЕРИЙ СЛАБОЙ ОБРАТИМОСТИ В ВЕСОВЫХ pL –

ПРОСТРАНСТВАХ  ГОЛОМОРФНЫХ В ШАРЕ ФУНКЦИЙ 

 

§5.1. Равномерные оценки радиальных производных функций из 

пространства  pA   

Предположим, что X  – подпространство пространства  ,nH B  в 

котором множество всех многочленов   от 1, , nz z
 
всюду плотно, при 

этом операторы       1δ , ( , , ),z j j nf f z S f z z f z z   

 11, , , , ,n nj n z z z B   непрерывны в .X  

Определение 5.1. Функция  , 0, ,nf X f z z B    называется 

слабо обратимой в пространстве ,X  если существует 

последовательность многочленов  , , 1,2, ,m mP P m   такая, что 

lim 1,m
m

P f


  причем сходимость имеет место в топологии 

пространства .X  

Пусть   – положительная, монотонно растущая, непрерывная 

функция на  0, .R    Условимся говорить, что функция   – весовая, 

если 
 

lim .
lnx

x

x




   Положим 

         

1

1
: exp ,

1
p

n

p
pp

A
B

A f H B f f dv


   


 
                     

  



 

 (5.1) 

0 .p    

Пусть   – весовая функция из 
   2

C R  такая, что 

 

 '2
0, ,

x
x

x






  

                                         

(5.2) 

существует предел 
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( )
lim , 0

( )x

x x

x
 


 




    .                              (5.3) 

Лемма 5.1. Пусть    , 0, , 0 ,pf A f z z B p        

удовлетворяет условиям (5.2)–(5.4). Тогда справедлива оценка 

   
2

1
'

11 1 2
ln ln , ,

1 1

zn
f z c f n

p z p z





  
                 
 
 

         
(5.4)

 

.nz B
 

Доказательство. 

Пусть  , 0 1, ,n nz B B z     – шар с центром в точке z  радиуса 

 1 .z   Ввиду субгармоничности функции  имеем  

 
   

   
22

,

1
.

1
n

p p

nn
B z

f z f z dv
z 


 

  

 

Поскольку при  ,nB z   справедлива оценка  

       1 1 1 1 1 ,z z           

то 

 
  

1
exp

1 1

p
f z

z




  
   

     

 

   

 
 

 
22

,

1 1
exp

11
n

p

nn
B z

f dv
z 

  


  
   

     
  

 
 22

1
.

1
pAnn

f
z


 

 

Отсюда получаем 

 
   

 1
2 1 1 1 1

ln ln ln , .
1 1 1

n
f z c n f

p z p z


 

   
            

     (5.5) 

Теперь положим  

p
f
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1
, .

1
' 1

1

n

z
z B

z
z






 

 
    

 

Тогда 

     
1 1 1 1

, 
11 1 1 11 1

' '
1 1

zz z

z z



 
 

  
      

          

 . 

Применяя формулу конечных приращений Лагранжа, получим 

       
1 1 1

' ξ
11 1 1 11

1

zz z

z


  

 

 
 

     
                       

,  

 где 

1
0 .

1
'

1 z





 
 
   

 

 Докажем, что второе слагаемое в последнем равенстве стремится к 

единице при 1 0.z    Для этого положим  
 

1 1
, , ,

1 '
x t t R

z t



  


 

и снова применим формулу Лагранжа: 

 

 

 

   
 

'   1
  ,

'  
1

x x

x x x

x

  

     




 

  


где 
 
1

0 ,
' x

 


    но поскольку 

 
 

 
 

 
2

''    
' ,

'

x x
x

x x

    


  

  



 учитывая условие  ξ ' 1x   и условие 

(5.2), имеем 
 
 

0
x

x

  



 
  при  .x     

Таким образом, окончательно получаем 

1 1
( )

(1 )(1 ) 1
z

z z
  



   
            

,    (5.6) 
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где   1z   при 1 0.z    Следовательно, ввиду неравенства (5.5), 

   
1 1 2 1

ln ln ' 1
1 1

1

n
f z z

p z p

z

 

  
  

    
                      

 

 
2

2 1
ln , , ,

1

1

n
c f p n

p

z

 
 
   

 

то есть 

   
2

1
'

11 1 2
ln ln , , .

1 1

zn
f z c f p n

p z p z





  
                 
 
 

            (5.7) 

В дальнейшем нам понадобится представление функции  nf H B  

(см. [17]) в виде ряда по однородным многочленам: 

   
1

, ,k n

k

f z f z z B




     (5.8) 

где  1, ,k nf z z  – однородные многочлены степени k  от 1, , .nz z  

Подробнее со свойствами разложения (5.8) и радиальных производных 

 

           
1 1

,   1k k

k k

R f z kf z R f z k f z
 

 

   
 

 

можно познакомиться в [17]. 

Введем понятие среза функции: пусть 

    1
1, , , 0, , , .n

n n

zz
f H B z z z z

z z

 
      

 
 Тогда при фиксированном 

nz B  нетрудно заметить, что функция    ζ ζzf f z  голоморфна в 

единичном круге 1B , при этом  .z zf f z  Функция  zf   называется 

срезом функции .f  
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Введем также понятие дифференциального оператора D : если 

 1 ,H B   то     1' , .D z z z z B    Учитывая определения операторов 

,R R  нетрудно заметить равенства  

    
0

( ) | , ( ) ( )( ), ,
m

m m m k m
z m nz

k

R f z D f R f C R f z z B  



 
   

(5.9) 

где , 0 ,k
mC k m m Z    – биномиальные коэффициенты. Таким образом, 

для оценки функций    ,
mmR f R f  достаточно получить 

соответствующие оценки только для 

   1
1 1ζ , , , , , , , .m n

z n n

zz
D f B z z z z B

z z


 
     

 
  

Лемма 5.2. Пусть    , 0, ,p
nf A f z z B      удовлетворяет 

условиям (5.2)–(5.3),    0 , ln ,p z f z     где выбрана главная ветвь 

логарифма.Тогда справедлива оценка 

 

1

2

1
'

11
, , .

1 1

m

m
z

R z z B m Z
z z



 





  
      

       
 
 

 

Аналогичная оценка справедлива и для ( ), .mR f m Z  

Доказательство. 

 Зафиксируем точку nz B  и положим 

    1, , .z n
z

g B z S
z

         Учитывая вышеуказанные замечания, 

для доказательства леммы 5.2 достаточно получить соответствующую 

оценку функции   1ζ , ,mD g B   и, следовательно, оценку для 

    1ζ , , .
m

g B m Z    Используя формулу Шварца, имеем  
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1 ζ

  0 , 1.
2 ζ

w p

w dw
g Re g w iImg

w iw
  





   

  

Отсюда получаем 

   
 

 1

!
ζ   , 0 ζ 1.

2 ζ

m i

m

m
g Re g e d






  
 




   


       (5.10) 

Для оценки интеграла используем лемму 5.1, согласно которой 

       Re  Re  Reln  ln  ,z z zg f f          

 
   

2

1
'

11 1 2 1
ln ,   , ,

1 11

n
c f n c f n

p p




 
 

  
        

                
 
 

 (5.11) 

1.B   

Учитывая, что          ,Re g Re g Re g
 

   где 

   max ,0 ,   max ,0 ,   ,a a a a a R      

и теорему о среднем, имеем 

       
1 1

      0 .
2 2

i iRe g e d Re g e d Re g

 
 

 

   
 

 

 

    

Используя (5.11), получаем 

       
1 1

      0
2 2

i iRe g e d Re g e d Re g

 
 

 

   
 

 

 

     

   1
1 1

ln 0 ,
1 1

f c f 
 

   
      

    
 

0 1.    

Но          ,Re g Re g Re g
 

   следовательно, 

   1
1

  2
1

iRe g e d c f






  




  
   

  
 . 
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Снова учитывая оценку (5.10), приходим к неравенству 

   
 

 
1

, 1
| ζ | , 0 1.

1ζ

m

m

c m f
g   




 
   

 

 

Определим ρ из равенства 

 
1 1 1

.
1 1 ' 1   

 
  

 

Отсюда нетрудно заметить, что 

 
   

2
1

.
' 1 1


 

  


 

  
 

Поэтому 

   

1

1 2

1

111 1 1
1

1 1 11
1

m

m




 
    







   
                               

       (5.12) 

 

1

2

1

11
, .

1 1

m

m Z





 





  
  

         
 
 

 

Напомним, что 

 
2

1
'

11 1 1 2
ln .

1 1 1

n

p p




 
  

  
        

            
 
 

 

Докажем, что  
  
 

2ln '
0

x x

x




  при .x    

Действительно, так как 
 

– весовая функция, удовлетворяющая 

условию теоремы, то 

 

 

 

 2

ln ' ln ''
lim lim 0.

'x x

x x

x x
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Используя оценку (5.12), приходим к неравенству 

   
 

1

2

1
'

11
| | , .

1 1

m

m
g m Z




 
 





  
      

     
 
 

 

Повторяя рассуждения, приведенные в ходе доказательства леммы 

5.1, в обозначениях   1 1 ,, 1z z       из последней оценки 

получим 

   
 

1

12

1
'

11
| | , , .

1 1

m

m
g B m Z




  
 





  
      

      
 
 

 

Тем самым 

 
 

1

2

1
'

11
D ψ z , , .

1 1

m

m
z n

z
z B m Z

z z







 

  
      

       
 
 

 

Из леммы 5.2 непосредственно получаем 

Следствие 5.1. Если  pf A   для некоторого 

 0 , 0, ,np f z z B      то 

 
 

1

2

1
'

11
ln , ,

1 1

m

z
f z m Z

z z









  
      

      
 
 

       (5.13) 

где выбрана главная ветвь логарифма. 

Следующая лемма является аналогом оценки Коши коэффициентов 

разложения голоморфной функции одной переменной для функций  класса 

 .pA    
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Лемма 5.3. Пусть  , 0 ,pf A p      удовлетворяет 

условиям 

(5.2)–(5.3), при этом функция f  представима в виде (5.8). Тогда 

 
 

2

1

20 1

1
'

1 1 1
| | inf exp , , .

11

n

p

k
k

p
f w w B k Z

p




 





 

 
   
           

               
  
  
 

Доказательство.  

Зафиксируем ,nw B  положим ,
w

w
w

     w wf      

 ,f w  1.B  Очевидно, что    
0

,w k

k

f w  






   1,B   при этом 

ряд сходится равномерно по    внутри 1B . Используем оценку Коши 

коэффициентов разложения аналитической функции для функции  ψ ζw : 

 
 

0 1

, ψ
| | inf , ,

w
k kp

M
f w k Z








 

 
    

   

 

где    ,  max  w wM
 

    


 . Учитывая оценку (5.7), получаем 

 
 

2

1

20 1

1
'

1 1 1
| | inf exp .

11

n

p

k
k k

p
f w m

p




 




 

 
   
                      
  
  

         (5.14) 

По принципу максимума такая же оценка справедлива при всех 

,nw B  то есть   | , , .k k nf w m w B k Z    
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Лемма 5.4. Пусть    , 0, , 0 ,pf A f z z B p        

удовлетворяет условиям (5.2)–(5.3), .m Z  Тогда можно построить 

функции  ,m nm H B    такие, что 

               , , ,
mm

m nmR f z f z z R f z f z z z B           (5.15) 

при этом    ,m mz z   удовлетворяют условиям 

   
1 0 1 0

ln , ψ ln , ψ
lim lim 0.

1 1

1 1

m m

r r

M r M r

r r
 

   
 

   
   
    

                  (5.16) 

Доказательство. 

 Докажем соответствующее утверждение только для 

 mR f , для  mR f  утверждение непосредственно следует из равенства 

(5.9), определяющего  fRm~  через  .mR f  

Положим   ln fg  , где выбрана главная ветвь логарифма. Из 

следствия 5.1 леммы 5.2  вытекает, что 

 
 

2

1 1
  '

1 1
,

1

r r
M r g

r

 
   
   
    


. 

Поэтому, учитывая, что   удовлетворяет условиям (5.2)–(5.3), получаем 

 
.

1

1

1

1
'ln

lim

1

1

,ln
lim

0101





































r

r

r

grM

rr







 

Ввиду этих оценок и условий 

 

 

 

 2

ln ' ''
lim lim 0,

'x x

x x

x x

 

  
   

поэтому 

 
1 0

ln ,
lim 0.

1

1

r

M r g
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 Пусть 

      
 

 
  
 1

1 1

1
z z ,

z z

n n

j j
j jj j

R f zg f
z R g z z z

f z f z


 

 
   

 
   

 где .nz B  Тогда по лемме 5.2 

 
 

2

1 2

1
'

11
| |  .

1 1

z
z

z z



 

  
      

      
 
 

 

Таким образом, для функции 1  выполняется условие (5.14). Лемма 

доказана при 1m  . 

Общий случай докажем, используя метод математической индукции. 

Предположим, что представление (5.15) и оценка (5.16) справедливы для 

некоторого ,m N  докажем ее справедливость для 1.m  Пусть 

       ψ , ,m
m nR f z f z z z B   где ψm  удовлетворяет условию (5.15). 

Тогда 

          1

1

 
n

m m
j m

jj

R f z R R f z z f z z
z






  




               1       m m mz R f z f z R z z z f z      

                1 1          ( )( ),m m m mf z R z f z z z R z f z z          

.nz B  

Докажем, что 1ψm  удовлетворяет условию (5.16). Ясно, что 

       1 1, ψ , ψ , ψ , ( ψ )m m mM r M r M r M r R   . 

При этом 

   1

1 0 1 0

ln , ψ ln , ψ
lim lim 0.

1 1

1 1

m

r r

M r M r

r r
 

   
 

   
   
    

 

Покажем справедливость данного соотношения для  , (  )mM r R  . 
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Зафиксируем точку , 0,nz B z   и положим 

    1' , ζ   , .z m
z

z S g z B
z

        

Из равенства (5.9) имеем         
1

 ψ ζ  g , .m zz
R z z g D z z    

Из этого равенства нетрудно заметить, что  

   , (  ) max ,   .m z
z S

M R M D g   


  

Поэтому для оценки  , ( ψ )mM R  достаточно получить 

равномерную оценку по nz S  функции  ,   .zM D g   С этой целью 

воспользуемся формулой Коши, в силу которой 

  
   

 2

 g , g1
 g ζ , 1, .

2 ζζ

z z
z n

t

t M
D dt z S

t


 

 

 




    


    (5.17) 

Но поскольку    , g , ψz mM M    для любого ,nz S  из (5.17) 

получаем 

 
 

 
, ψ

 g ζ , 1, .
ζ

m
z n

M
D z S


 


    


  

Следовательно, 

   
 

   S

, ψ
, ( ψ ) max ,  g , 0 1.

m
m z

z

M
M r R M r D r

r








    


 

Подбирая снова   из равенства 
1 1 1

,
11 1

'
1

r

r




 
   

 
 

  имеем

 

   
1

ln , (  ) ln ,  ln .m mM r R M r
r

 


 


 
Поэтому 

   
1 0 1 0 1 0

1
ln

ln , ( ψ ) ln , ψ
lim lim lim ,

1 1 1

1 1 1

m m

r r r

M r R M r r

r r r



  
     


 

     
     
       

 

но, как установлено в лемме 5.2, 
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2

1 0

1
  ' 1

11
ln

1
lim 0.

1 1

1 1

r

r
r

rr

r r





 
 

 
  

 


 

   
   
    

 

Как при доказательстве равенства (5.6), нетрудно установить, что 

 

1 0

1

1
lim 1.

1

1

r

r





 

 
 

  
 
 
 

 

Следовательно, по индуктивному предположению, 

   
1 0 1 0

ln , ( ψ ) ln , ψ
lim lim 0,

1 1

1 1

m m

r

M r R M

r





 


   
 

   
       

 

то есть 

 
1 0

ln , ( ψ )
lim 0.

1

1

m

r

M r R

r


 


 
 
 

 

Из последнего равенства нетрудно получить, что 

 1

1 0

ln , ψ
lim 0.

1

1

mM










 


 
 
 

 

 

Лемма 5.5. Пусть   удовлетворяет условиям (5.2)–(5.3),

     , 0, , 1 ,p
nf A f z z B p p E f       – замыкание множества Pf  

в пространстве  .pA   Тогда        , , .
mmR f E f R f E f m Z    

Доказательство. 

Ясно, что для доказательства леммы достаточно показать, что 

    , .mR f E f m Z   Сначала докажем, что    m pR f A   при всех 

.p p   По лемме 5.4  
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        , ,m
m nR f z f z z z B   где

 
1 0

ln , 
lim 0.

1

1

m

r

M r

r




 


 
 
 

  

Теперь выберем 0   такое, что 

0 1.
pp

p p

 
 


    (5.18) 

Подберем также    0 0, 0 1,r r r     таким образом, что при 

0 1r r   

 ln , ψ
.

1

1

mM r

r






 
 
 

     (5.18) 

 По определению 

 
 

   
1

exp .
1p

n

p pm

A
B

R f f dv


  


    
       
  

 Применяя неравенство Гельдера с показателями 
p

q
p




 и ,
p

s
p p




 

получим 

 
 

   

1

1
exp

1p

n

q
p pm

A
B

R f f dv


  


               

  

   

1

1
  exp ,

1
n

spp

p pm

B

dv   






             

  

то есть 

 
   

   

1

1
  exp .

1
pp

n

sppp pm
p pmAA

B

R f f dv


   


 


            

  

Учитывая оценку (5.19), получаем  
1

,  exp ,
1

mM r
r

 
  

  
  

0 1.r   Из оценок (5.18) и (5.19) вытекает, что 
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1

R exp 1 ζ
1 ζ

pp

n

p pm

AA
B

pp
f f dv

p p






     
            

   

 
 

 

1
exp 1 ζ

1 ζ
p p

n

p p

A A
B

pp
f dv f

p p 




    
              

  

и тем самым    m pR f A   при всех , ,p p m Z    при этом 

 
   

pp AA

m ffR 


. 

Теперь докажем, что    .mR f E f  Пусть    1, ,k k nP z P z z  –

произвольная последовательность многочленов. Используя лемму 5.4, 

имеем 

 
     

  ( )   .p p
p

m
k k m k mA AA

P f R f P f f P
 

  


      

Применяя в последнем интеграле неравенство Гельдера с 

показателями  
p

q
p




 и ,
1

q
s

q



 приходим к оценке 

 
     1  ,p s

p

m
k k mA AA

P f R f f P
 




        (5.20) 

где 1 , .
pp

s s p
p p


 


 Учитывая лемму 5.4, нетрудно заметить, что 

 1 .
s

m A 
 

Подбирая последовательность   kP   такую, что 

 1 0sk m A
P


   при ,k    из неравенства (5.20) получаем 

 
 

R 0
p

m
k

A
P f f




   при .k   

Следующая лемма устанавливается стандартным образом, поэтому 

ее доказательство опускается. 

Лемма 5.6. Пусть      , ,pf f f A      0 ,  

0 ,p   тогда
 

 1 0
lim 0.pA

f f  
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Нам также понадобится следующее утверждение, установленное в 

работе [13] (см. также [43]). 

Лемма 5.7. Пусть   1
1

1, exp , , 1 .
1

z
n I z z B p

z

 
       

 
 Тогда 

если I  слабо обратима в пространстве  ,pA   то 

1

2
1

0

1

1
.

1
d







  
  

    
 
 
 

  

Лемма 5.8. Пусть   – монотонно растущая, положительная 

функция на  1, , 0 1, 1.R f H B p        Тогда справедлива оценка 

     
1

2
2

 

1 4
1 exp

1

a

p

B

f dv
p

   



   

       


 

 

     
1

1

 

1
1 exp .

1

p
p

B

f dv


   


   
          

  

Доказательство.  

Применим метод, разработанный в  главах I и II. 

Пусть  

 
, 1 1

11 1
Δ :1 1 ;  arg   ,  ,  2 , , 2 1

2 2 2 2

k k
k l k k k k

ll
z B z z k Z i




  
             
  

– диадическое разбиение единичного круга 1B , и пусть

1 1
*

, ,

1 1

Δk l k j l m

j m

 

 

  . Тогда очевидно, что если *
, ,z Δk l k lU  , то круг 

   
1

: 1
4

K z z z      полностью содержится в *
,Δk l , при этом 

система  *
,Δk l  покрывает круг 1B   конечнократно. Используя 

субгармоничность функции  z ,
p

f  имеем:
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2

1
,

1

p p

K z

f z f dv
z

 


  

то есть 

   
 

       
*

,

2
1 .

k l

p p p

K z

f z z f dv f dv   



    

Следовательно, 

   
2 4

z 1 exp
1

p
f z

z




   
       

     
*

,

4
1 exp .

1
k l

p
z f dv

z


  



  
       

  

Теперь заметим, что если ,k lz  и   – произвольная точка из *
, ,k l  

то 
1 4

,
1 1 z


 

 поэтому 

   
2 4

1 exp
1

p
f z z

z




   
       

 

     
*

,

1
1 exp .

1
k l

p
f dv


   




  
       

  

Отсюда 

   
,

2
1 4

max 1 exp
1k l

p
z

f z z
p z








    
          

 

 

     
*

,

1
1 exp .

1
k l

p
f dv


   




  
       

  

 

Значит, 

   
,

2 1 2

Δ
0 2

1 4
max z 1 exp

1

k

k k l

p
z

k i

f z
p z
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*

,

1

2 1

0 2

1
1 exp .

1

k

k
k l

p
p

k i

f dv


   


 

  

 
   

         
 

    

Тогда 

     
1

2
2

 

1 4
1 exp

1
p

B

f z z dv z
p z






   
       

  

     
*

,

2 1

0 2

1
1 exp .

1

k

k
k l

p

k i

f dv


   


 

  

  
       

    

Учитывая, что 0 1p  , и применяя очевидное неравенство 

 
p p pa b a b    при 0, 0,a b   получаем 

     
1

2
2

 

1 4
1 exp

1

p

p

B

f z z dv z
p z







   
          

  

     
*

,

2 1

0 2

1
1 exp .

1

k

k
k l

p

k i

f dv


   


 

  

  
       

    

Теперь, учитывая, что криволинейные прямоугольники покрывают 

круг конечнократно, имеем 

     
1

2
2

 

1 4
1 exp

1
p

B

f z z dv z
p z






   
       

  

     
*

,

1

1
1 exp .

1
k l

p
p

f dv


   




 
   

         
 

 □ 

Замечание 5.1.Разумеется, утверждение леммы 5.8 можно вывести 

из результатов первой главы, но при дополнительных условиях на 

функцию .  
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Лемма 5.9. Пусть   – линейный непрерывный функционал на 

 pA      
0

1 , , ,k n

k

p f w f w w B




     – однородное разложение 

функции f в nB . Тогда справедливо представление 

   
1 0

0

lim .k
k

k

f f





 


    

Доказательство.  

Пусть    0 1, , .nf w f w w B      Тогда 

   
0

, ,k
k n

k

f ρw f w w B




   при этом ряд равномерно сходится на 

множестве n nB S  и, значит, в пространстве  .pA   Следовательно, 

   
1 0

0

Φ lim Φ .k
k

k

f f





 


     (5.21) 

 

 

§5.2. Слабая обратимость функций из pA  в пространстве qA  

при 0 q p   

Теорема 5.1. Пусть   – весовая функция из 
   2

C ,R  

удовлетворяющая условиям  

 

 2

''
0, ,

'

x
x

x




    

существует предел 

 

 

'
lim , 0 ,

x

x x
a a

x
 




     

и 

                                          

 
1

2

3
1

.
x

dx
x




 
  

 


 

                                     (5.21) 
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Тогда если    , 0, , 1p
nf A f z z B p      , то f слабо обратима 

в пространстве  '  pA   при всех 0 .p p     

Обратно, если последний сходится, то можно построить 

ограниченную голоморфную в nB  функцию  , 0, ,nF F z z B   слабо 

необратимую в пространстве  pA   при всех : 0 .p p     

Доказательство. 

Пусть  , 0 .pf A p p     Ввиду того, что из слабой обратимости 

f  в  pA   следует ее слабая обратимость в любом пространстве 

 , ,pA p p
    можно предполагать, не ограничивая общности, что 

1 .p p   Предположим далее, что  
*

pA


  – линейный непрерывный 

функционал такой, что   0   для любой  E f  . Для доказательства 

теоремы достаточно установить равенство  1 0.   В силу леммы 5.5 

имеем       0, .m mR f R f m Z     Отсюда, используя лемму 5.9, 

легко заметить, что 

 
1 0

0

lim Φ 0,k
k k

k

P f





 


  

для произвольного многочлена P  от 
1.z C C   Докажем теперь, что если 

 , 1 ,pf A p p     и ϕ удовлетворяет условиям теоремы, то 

 
1

Φ , .s
k

k

k f s R






                   (5.22) 

Действительно, по определению    
Φ Φ ,pk k A

f f


  то есть 

     

1

1
exp .

1
n

p
p

k k

B

f f w dv w
w






   
            

                (5.23) 

Последний интеграл можно оценить следующим образом: 
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1
2 1

0

1
exp

1
p

pp kp n
k A

S

f r f w d w dr
r

 

  
         
     

    

1
exp

1

p kp
k k

k

m r
r


    

     
, 

где kr  – точка максимума функции 
1

exp
1

kpr r
r


   

   
  

 на интервале 

 0,1 , а km  определяется по (5.14). Таким образом, из (5.23) получаем 

 
1 1

Φ exp , .
1

k
k k k

k

f m r k Z
p r
 

  
       

 

Теперь воспользуемся оценкой 

 

2

2

1
'

11 1 1
exp , .

11

n

p

k
k k

kk k

r
m k Z

p rr r



 

  
  

               
  

 

Тогда 

 
 

2

2

1
'

1 1 1 1
Φ exp .

11

n

p

k
k

kk

r
f

p p rr





  
  

                    
  

 (5.24) 

Поскольку 

 

 

 

 

 2

ln ' ln ''ln
lim lim lim 0,

'x x x

x xx

x x x

 

    
    

из (5.24) следует, что для произвольного 
1 1

0
p p

  


 справедлива 

оценка 

 
1

Φ exp , .
1

k
k

f k Z
r

 

  
      

                 (5.25) 
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Перейдем к оценке 
1

.
1 kr


 
 
 

 Положим 
1

, 1,2,
1

k
k

x k
r

 


 

Напомним, что kr  – точка максимума функции 
1

exp  
1

kp

k

r
r


   

     
 на 

интервале  0,1 , то есть 

  
0 1 1

1 1
max exp sup 1 exp

1

kp
kp

r xk

r x
r x

 




  

     
                

 

  
1 1

1 exp ,   ,
1

kp

k k
k

x x
x r




 

    
 

 

поэтому kx
 
является решением уравнения   ' 1 0,k kkp x x    значит, 

  ' 1 .k k kkp x x x    Следовательно, 

 2 ' 2 ,  1.k kkp x x kp k          (5.26) 

Из условия теоремы следует, что функция  2 'x x x  строго 

монотонно возрастает на R . Пусть  v x  – функция, обратная к данной. 

Тогда, учитывая неравенство (5.26), получаем    2kv kp x v kp   . Но 

1,p   поэтому      2kv k v kp x v kp    . Далее, в силу (5.25) будем 

иметь 

     Φ exp .kf v k            (5.27) 

Ввиду того, что 

    

  2
lim lim

ln ln( ' )x y

v x y

x y y

 

 
   

 
 
 

 
   

' 1
lim lim ,

'' ''2 2

' ' '

y y

y

y y

y y y y y



 

  

 
   

 

                (5.28) 

из оценки (5.28) для произвольного m N  получим  
1

Φ k m
f

k
, 

поэтому ряд (5.22) сходится при всех s R  и 
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0

Φ 0,k k

k

P f




                       (5.29) 

 причем ряд абсолютно сходится, P  – произвольный многочлен от 

1.z C C   

Введем в рассмотрение голоморфную в полуплоскости 

 : Re 0C z z    функцию 

 
 

2
0

Φ
, .

1

k

k

f
F z z C

k z







 
 

  

Докажем, что в условиях теоремы   0F z   для любого .z C  Для этого 

воспользуемся стандартным методом из теории весовых приближений. 

Используем равенство 

   
 

   
   

1 1

2 2 1 2 1 2
0

1 1 1 11
, , .

1 1

p p m mm

p m
p

k k
z C m Z

k z z z k z

 

  


   
   

   
  

Умножая последнее тождество на  Φ kf  и суммируя по k , получаем 

 
   

 
 

 

   
 

1 1

22 1 2 1
0 0 0

1 1 1 11
Φ Φ .

1

p p m mm

k kp m
k p k

k k
F z f f

k zz z

  

 
  

    
  
    

    

Возвращаясь, наконец, к равенству (5.29), имеем 

 
 

 
 

1

22 1
0

11
Φ , .

1

m

km
k

k
F z f z C

k zz







 

 
  

Учитывая оценку (5.27), получим 

 
 

 

   
 

    1 11

2 1 2 12 2
0 0

1 Φ 1 exp(1 1

1 1

m mm
k

m m
k k

k f k v k
F z

k z k zz z


   

 
 

  


   
 

 
    

  
1

2 1 2
0 0

exp
1 2

sup 1 exp( ) , .
2 1

m

m
k k

v k

k v k z C
k zz











 

 
 

   
   

   
  

Рассмотрим функцию F  в полуплоскости  :Re 1 .C z C z     Из 

последней оценки и из (5.28) следует 
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1

1
12 11 1

2
F 2 sup 1 exp , .

24

m
m

mm k

z k v k z C
z







 

  
    

  
 

Положим     12 , ,z F z z C    

  
 

1 1

sup exp , ; sup , .
2

p
p

p
k p p

v k r
M k p Z T r r R

M


 

 

   
       

   

 

Тогда 

 
 

1
12 1

, , .m

m

M
z z C m Z

z
 


              (5.30) 

Из этой оценки непосредственно следует, что 

 
   

1 1

2 1 2 1
1 , .

1

m m

m m

M M
iy m Z

yiy
  

 
 


 

Подберем m Z  таким образом, что 
 

 
2 1

2

1

m

m

y
T y

M





 . Из оценки (5.28) 

получим 

 
 

 2

2 2
0

lnln 1
ln , .

1 1

T yiy
dy n f dy

y y




 






 
 

. 

В дальнейшем мы докажем, что из условий теоремы следует 

 2

2
0

ln
.

1

T y
dy

y



 


              (5.31) 

Тогда из теоремы единственности (см. [4]) получим, что   10,z z C   , 

следовательно,   0F z   при всех  \ ,z C z  где  
0

  1 .
r

z i k



    

Отсюда нетрудно установить, что   0, 0,1,2,kf k   . Но поскольку 

       0 0 1 , 0 0,f f f     то  1 0.    

Для доказательства первой части теоремы остается установить, что в 

условиях теоремы из (5.21) следует равенство (5.31). Как установлено в 

 
 

 
dy

y

yT
fndy

y

iy
2

2

0

2 1

ln
,ln

1

1ln
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работе [20], если  x  весовая функция на R , при этом 

 
 

1

sup , , , sup ,
Ψ

m m

m
x R m m

x r
M x R m Z T r

x M


 
 

     то интегралы 

   
3 3

1 12 2

ln lnΨ
,

T r x
dr dx

r x

 

   

являются равнорасходящимися при условии представимости функции   в 

виде  
 

1

exp

x
p t

x c dt
t

   , где  p t  монотонно растущая функция на 

 , , .R p t t    В условиях теоремы 

    exp , .
2

x v x x R

 

 
   

 
 Поскольку величина 0   не играет 

никакой роли, не ограничивая общности, можно предполагать, что 2.   

Итак, пусть      Ψ exp , .x v x x R    

Сначала докажем, что     
 

1

1 ,

x
p t

v x dt
t

     где 

  , .p t t    

Из последнего тождества имеем       ' , .p x v x v x x x R    Докажем, 

что 

функция p  удовлетворяет условию   , .p x x    Для этого в 

последнем равенстве положим  u v x , тогда 

      
  

     

   

2 2

2

2

' 1
' .

'' 2'' 2 '

''

u u
p x v x v x x

uu u u u

u uu




 



  




 

Поскольку функция  v x  монотонно растет, а по условию теоремы 

 

   2

'' 2
0, 0

''

u

u uu




   при u  , отсюда получаем, что 
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  , .p x x    Таким образом, чтобы завершить доказательство 

первой части теоремы, остается установить равенство 
  
3

1 2

.
v x

dx

x



   

Заметим, что если 
  
1

2

  lim ,
R

v R

R




   то   

1

2
0 ,v R c R   

0 00, .c R R   Поэтому расходимость указанного интеграла очевидна. 

Осталось рассмотреть случай, когда существует последовательность 

,nR   такая, что 

  
1

1
2

sup .
n

n

n

v R

R





     (5.32) 

Сначала предположим, что 0 .    Тогда если 
  
3

1 2

( )
nR

n

v x
I R dx

x


  , 

то, сделав замену  u v x , получаем 

 

        

  

2

3
1 2 2

'' 2 '
( ) .

'

nv R

n

v

u u u u u
I R du

u u

  




   

Кроме того, учтем, что 

      0' 1 , .u u u u u                                (5.33) 

Поэтому 
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Учитывая оценку (5.33), получаем 
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Отсюда ясно, что ( )nI R   при .n    

Остается рассмотреть случай .    Положив ,nR R  получим 

       
1 1

12 2

'
( ) .

nR
n

n

n

v R v x v x
I R dx

R x

  
    

Докажем, что при n   последний интеграл стремится к 

бесконечности. 

Снова делая замену  u v x , имеем 
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Так как    , для произвольного фиксированного 0N   будет 

 

 

' u u
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  при  0 .u u N  Поэтому 
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, то есть      1
0 0' , , .Nx c N u x x u N    Из этой оценки 

следует, что 
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Отсюда, учитывая оценку (5.32), получаем доказательство первой 

части теоремы. 
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Перейдем к доказательству второй части. Воспользуемся следующей 

оценкой из [17]: если  , 0 ,p
ng H B p     где  p

nH B  – класс Харди 

в  nB , то для произвольного  nz B  справедлива оценка 

       1 ζ ζ .

n

n p p

S

z g z g d   

Взяв в качестве g  функцию    , ,r nf z f rz z B   где f – 

произвольная функция из   , 0 1,nH B r   из этого неравенства имеем 
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n

n p p

S

z f rz f r d 
 

 

при всех nz B . В частности, подбирая   1,0, ,0 , ,z w w B   получим 
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Положив в последнем неравенстве 
iw re  , умножим на 

2 11
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где    1 ,0, ,0 .f z f z  В интеграле в левой части неравенства сделаем 

замену
2 .r   

Тогда 

     

1 2

1

0

1
1 exp 2 , 0 .

1
p

n
p

pn i n p

A
f e d d f p







      






  
       

    
 

Пусть теперь    1 1
1 ζ

, , , exp , ,
1 ζ

n nz z z B I B 
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j n
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   Очевидно, что  ,nF H B  при этом 

1.F   Предположим, что существует последовательность многочленов 

mP  от  1, , , 1,2,nz z m   такая, что

 

 
 

lim 1 , 0 .pm Am
P F p


     

Учитывая оценку (5.34), заключаем, что существует 

последовательность     1,0, ,0 ,m mP P B    , такая, что 
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Если 1 p   , то из леммы 5.7 получаем 
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Поскольку   – весовая функция, нетрудно заметить, что 

расходимость этого интеграла равносильна тому, что 
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1
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Теорема доказана полностью для случая 1 .p    Перейдем к 

случаю 0 1.p   Для этого воспользуемся леммой 5.8, из которой следует, 

что 
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1 4 1
lim 1 1 exp ln 0.
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Из данного равенства, снова используя лемму 5.7 при 1p  , имеем
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Опять учитывая, что   – весовая функция, из последнего равенства 

получаем условие (5.4). Теорема доказана полностью. 

Следующее утверждение при 1 p    в случае единичного круга 

установлено в работах (см.[43], [13]), в случае поликруга – см.главу III. 

Следствие 5.2. Пусть функция   удовлетворяет условиям 

теоремы, 0 .p    Тогда для того чтобы каждая функция 

   , 0, ,n nF H B F z z B   , была слабо обратимой в пространстве 

 pA  , необходимо и достаточно, чтобы 

 
1

2

3
1

.
x

dx
x




 
  

 
  

  



 253 

ЗАМЕЧАНИЯ К ЧАСТИ II 

Результаты  §4.1-§4.3 принадлежат автору и его бывшей аспирантке 

 О. Е. Антоненковой, изложены в работе [2]. В связи с этими результатами 

отметим также работу [53], где получено другое описание линейных 

непрерывных функционалов в пространствах 
, ( )p q

nA B
 при  

( ) , 1t t    , 1 p     max 1,1 ,q    однако при остальных 

, ,p q    метод, применяемый в этой работе, не проходит. В §4.4 и в главе V 

изложены результаты автора, опубликованные в работах [31], [29]. В связи 

с теоремой о теплицевых операторах отметим, что эти операторы играют 

существенную роль не только в комплексном и функциональном анализе, 

но и прикладной математике, математической экономике, физике 

(см.[45],[58],[14]). 

В начале 70-х годов прошлого столетия в работах автора и 

В.П.Хавина независимо друг от друга было установлено (см. [26], [31], 

[33],[34],[24]), что теплицевы операторы имеют важное приложение также 

в теории факторизации аналитических функций. Отметим также, что из 

теоремы об ограниченности оператора теплица сразу следует решение 

проблемы Глисона в гельдеровских классах аналитических функциях в 

шаре 
nB  (см. [17].)  

Одномерные аналоги некоторых результатов этой части изложены в 

монографиях [27], [38]. 

Описание слабо обратимых элементов в конкретных 

функциональных пространствах тесно связано с широким кругом (иногда 

определяющих) задач нескольких дисциплин: от теории 

дифференциальных операторов и их обобщений до абстрактного 

гармонического анализа (см. [9], [23], [14]). В одномерном случае изучение 

слабо обратимых элементов начато в работе М. В. Келдыша [9] и 

продолжено затем многими математиками (см. [49],[21],[43]). В 

многомерном случае в весовых анизотропных пространствах 

аналитических в поликруге функций слабая обратимость ограниченных 

аналитических функций впервые была исследована в работах автора 

[30],[61]. 
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