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В работе найдены условия разложения функции f(x) в ряд Фу-
рье по собственным и присоединенным функциям скалярного диф-
ференциального оператора L, где

L : Ly = y′ ; U(y) = y(0)− y(1) +

1∫
0

a(t)y(t) dt = 0,

где a(t) - непрерывная функция на [0, 1]. Как известно, для частич-
ной суммы ряда Фурье Sr(f, x) = − 1

2πi

∫
|λ|=r

Rλf dλ, где Rλf - резоль-

вента оператора L.
Рассмотрим краевую задачу:

y′(x) = λy(x) + f(x), (1)

U(y) = 0 (2)

Решение задачи (1),(2) y(x, λ) = Rλf , имеет вид [1]:

Rλf = −eλx 4−1 (λ)

∫ 1

0

Ux(g(x, t, λ))f(t)dt+ gλf(x),

где 4(λ) = U(eλ), Ux означает, что U применяется по x,

g(x, t, λ) =

{
−ε(t, x)eλ(x−t), при Reλ > 0,
ε(x, t)eλ(x−t), при Reλ < 0,

ε(x, t) =

{
1, при t 6 x,
0, при t > x,

gλf(x) =
1∫
0

g(x, t, λ)f(t)dt.

Рассмотрим f(x) ∈ C [0, 1] ∩ V [0, 1]. Известно, если
g(x) ∈ C1 [0, 1], то

b∫
a

g′(x)f(x) dx = g(x)f(x) |ba −
b∫
a

g(x) df(x) (3)
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Будем считать, что Reλ ≤ 0. (Случай Reλ ≥ 0 рассматривается ана-
логично.)
Лемма 1. Имеет место формула:

∫ 1

0

Ux(g(x, t, λ))f(t)dt =
1

λ

(
f(1)− eλf(0)

)
− 1

λ

1∫
0

eλ(1−t) df(t)−

− 1

λ

1∫
0

a(τ)f(τ) dτ +
1

λ

1∫
0

a(τ)eλτf(0) dτ +
1

λ

1∫
0

a(τ) dτ

τ∫
0

eλ(τ−t) df(t)

Доказательство. В самом деле,

Ux(g(x, t, λ) = g(0, t, λ) − g(1, t, λ) +
1∫
0

a(τ)g(τ, t, λ) dτ = −eλ(1−t) +

1∫
0

a(τ)g(τ, t, λ) dτ .

Тогда

1∫
0

Ux(g(x, t, λ)f(t) dt = −
1∫

0

eλ(1−t)f(t) dt+

1∫
0

a(τ) dτ

1∫
0

f(t)g(τ, t, λ) dt.

Разбив внутренний интергал второго слагаемого на два – первый от
0 до τ , а второй от τ до 1 и применив формулу (3) в каждом слага-
емом, получим требуемое.
Лемма доказана.

Аналогично лемме 1 можно доказать лемму:
Лемма 2. Выполнятся равенство:

gλf(x) = − 1
λf(x) + 1

λe
λxf(0) + 1

λ

x∫
0

eλ(x−t) df(t) Вернемся к решению

задачи (1).
Лемма 3. Если f(x) удовлетворяет (2), то Rλf = − 1

λf(x) + Ωλf ,
где Ωλ = 1

λ [I1 + I2 + I3], где

I1 = eλx

∆(λ)

x∫
0

e−λt df(t), I2 = eλ(x+1)

∆(λ)

1∫
0

e−λt df(t),

I3 = − eλx

∆(λ)

1∫
0

a(x) dx
x∫
0

eλ(x−t) df(t).

Доказательство. Очевидно из леммам (1), (2).
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Удалим из комплексной плоскости собственные значения опера-
тора L вместе с круговыми окрестностями одного и того же ради-
уса δ0. В полученной области Sδ0 при Reλ ≤ 0 справедлива оценка
|∆(λ)| ≥ c

∣∣e−λ∣∣. Теперь можно сформулировать основной результат.
Теорема 1. Если f(x) непрерывна на отрезке [0, 1], имеет на нем
ограниченную вариацию и удовлетворяет (2), то

max
0≤x≤1

|f(x)− Sr(f, x)| −→
r→0

0,

где r таково, что окружность |λ| = r находится в Sδ0 . Доказатель-
ство. На основании предыдущей леммы достаточно показать, что

max
0≤x≤1

∣∣∣∣∣∣∣
∫
|λ|=r

Ωλf dλ

∣∣∣∣∣∣∣ −→r→0
0.

Зададим сколь угодно малое ε. Тогда существует δ = δ(ε), такое

что
1∨

1−δ
(f) < ε. Значит, для первого слагаемого в Ωλ при |λ| = r:

∣∣ 1
λI1
∣∣ ≤ |eλ||eλx|c·r

{
x−δ∫
0

∣∣e−λt∣∣ |df(t)|+
x∫

x−δ

∣∣e−λt∣∣ |df(t)|

}
≤

≤ |e
λx|
c·r

x−δ∫
0

∣∣e−λ(x−δ)
∣∣ |df(t)|+ 1

c·r

x∫
x−δ

∣∣eλ(x−t)
∣∣ |df(t)| ≤

≤ 1
c·r

{
x−δ∫
0

∣∣eλδ∣∣ |df(t)|+
x∫

x−δ
|df(t)|

}
≤ 1

c·r

{∣∣eλδ∣∣ 1∨
0

(f) +
1∨

1−δ
(f)

}
≤

≤ c
r

{∣∣eλδ∣∣+ ε
}
,

где за c обозначены разные константы. Аналогично для остальных

слагаемых из Ωλ. Поэтому

∣∣∣∣∣ ∫|λ|=r ′ Ωλf dλ
∣∣∣∣∣ −→r→0

0, где ( ′) означает

часть |λ| = r, в которой Reλ ≤ 0.
Теорема доказана.
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