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Ââåäåíèå

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîîòâåòñòâóåò ìàòåðèàëó, èçó÷àåìîìó ñòóäåíòàìè â êóð-

ñå ¾Àëãåáðà¿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà è ôàêóëüòåòà êîì-

ïüþòåðíûõ íàóê è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Â íåì îòðàæåíû òåìû,

ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì êóðñå: ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíûå îïå-

ðàòîðû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, åâêëèäîâû (óíèòàðíûå) ïðîñòðàíñòâà,

ëèíåéíûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâàõ..

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò êóðñ ëåêöèé ïî ïðåäëàãàåìûì ðàçäåëàì è

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíó ïî ïðåäìåòó ¾Àë-

ãåáðà¿ âî âòîðîì ñåìåñòðå, à òàê æå ïðè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå ñòóäåí-

òîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî çàî÷íîé ôîðìå îáó÷åíèÿ.

Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî èçó÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ìîæåò

áûòü ðåêîìåíäîâàíà ñëåäóþùàÿ ëèòåðàòóðà:

1. Âîåâîäèí Â.Â. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà. Ì., 1974.

2. Êóðîø À.Ã. Êóðñ âûñøåé àëãåáðû. Ì., 1975.

3. Èëüèí Â.À., Ïîçíÿê Ý.Ã. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà. Ì., 1978.

4. Ïðîñêóðÿêîâ È.Â. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå. Ì., 1970.

5. Ôàäååâ Ä.Ê., Ñîìèíñêèé È.Ñ. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî âûñøåé àëãåáðå.

Ì., 1968.
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Ãëàâà 8

Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

8.1 Ïîíÿòèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 8.1.1. Ïóñòü k è V � äâà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà. Ãîâî-

ðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå V îïðåäåëåíà âíåøíÿÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ

ñî ìíîæåñòâîì ìóëüòèïëèêàòîðîâ k, åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå äåêàðòî-

âîãî ïðîèçâåäåíèÿ k × V → V . Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè, îáðàç óïîðÿäî-

÷åííûé ïàðû (α, a), ãäå α ∈ k, a ∈ V íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì α íà a

è îáîçíà÷àåòñÿ αa.

Çàìå÷àíèå 8.1.1. Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, èçó÷àåìûå ðàíåå íà ìíîæå-

ñòâå V , íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè. Â êà÷å-

ñòâå ìíîæåñòâà k ÷àùå âñåãî áóäåò âûñòóïàòü ïîëå, êîòîðîå áóäåì íàçû-

âàòü îñíîâíûì. Ýëåìåíòû ïîëÿ k áóäåì îáîçíà÷àòü α, β, γ, α1, α2, . . .

Îïðåäåëåíèå 8.1.2. Ëèíåéíûì (âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì

k íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî V , ðàññìîòðåííîå âìåñòå ñ îïðåäåëåííîé íà íåì

âíóòðåííåé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ è âíåøíåé àëãåáðàè÷å-

ñêîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû ïîëÿ k, óäîâëåòâîðÿåìûìè ñëå-

äóþùèì ñåìè àêñèîìàì.

1. a+ b = b+ a;

2. a+ (b+ c) = (a+ b) + c;

6
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3. (∀ a, b ∈ V ) (∃ x ∈ V ) b+ x = a;

4. α(a+ b) = αa+ αb;

5. (α+ β)a = αa+ βa;

6. (αβ)a = α(βa) = β(αa);

7. 1 · a = a,

ãäå a, b, c, x ∈ V ; α, β, 1 ∈ k.

Çàìå÷àíèå 8.1.2. Ìíîæåñòâî V ÷àñòî íàçûâàþò áàçèñíûì ìíîæåñòâîì

ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Åãî ýëåìåíòû áóäåì îáîçíà÷àòü a, b, c, a1, a2, . . .

è íàçûâàòü âåêòîðàìè.

Ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

1. (∀ a ∈ V ) (∃ 0 ∈ V ) a+ 0 = a;

2. (∀ a ∈ V ) (∃ (−a) ∈ V ) a+ (−a) = 0;

3. (∀ a, b ∈ V ) (∃ (a− b) ∈ V ) a− b = a+ (−b);

4. αa = 0 ⇔ α = 0 èëè a = 0;

5. α(−a) = (−α)a = −αa;

6. α(a− b) = αa− αb;

7. (α− β)a = αa− βa.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àêñèîìû 1�3 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà óêàçûâàþò íà

òî, ÷òî (V,+) îáðàçóåò àääèòèâíóþ ãðóïïó, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû ñâîé-

ñòâà 1)�3).

4) Íåîáõîäèìîñòü.

Èìååì αa = (α + 0)a = αa + 0a ⇒ 0a = αa − αa = 0. Ïîëó÷àåì, ÷òî

0a = 0.
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Èìååì αa = α(a + 0) = αa + α0 ⇒ α0 = αa − αa = 0. Ïîëó÷àåì, ÷òî

α0 = 0.

Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü αa = 0. Åñëè α = 0, òî âñå äîêàçàíî. Åñëè α ̸= 0 òî áóäåò ñóùå-

ñòâîâàòü α−1 ∈ k. Òîãäà a = 1 · a = (α−1α)a = α−1(αa) = α−1 · 0 = 0.

5) Ðàñìîòðèì αa+ α(−a) = α(a+ (−a)) = α · 0 = 0 ⇒ α(−a) = −αa.
Äàëåå, αa+ (−α)a = (α+ (−α))a = 0 · a = 0 ⇒ (−α)a = −αa.

6) Èìååì, α(a− b) = α(a+ (−b)) = αa+ α(−b) = αa− αb.

7) Ïîäñ÷èòàåì (α− β)a = (α+ (−β))a = αa+ (−β)a = αa− βa.

Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ:

1. V = {0} � íóëåâîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (òðèâèàëüíîå).

2. V = kn = {(α1, . . . , αn)|αi ∈ k} � êîîðäèíàòíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàí-

ñòâî íàä ïîëåì k.

3. V =M(m×n, k) � ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè m×n ñ ýëåìåíòàìè èç k.

4. V = L � ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé.

5. V = k[x] � ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîãî íåèçâåñòíîãî ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè èç k.

6. V = {f(x) ∈ k[x] |deg f 6 n}.

8.2 Êîíå÷íîìåðíûå è áåñêîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå

ïðîñòðàíñòâà. Áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû, îïðåäåëåííûå â êîîð-

äèíàòíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåíîñÿòñÿ íà àáñòðàêòíûå ëèíåéíûå

ïðîñòðàíñòâà. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî ýòè ïîíÿòèÿ è ôàêòû èñïîëüçîâàëè
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òîëüêî ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä âåêòîðàìè, íî íå èñïîëüçîâàëè ïðèðîäó

ñàìèõ âåêòîðîâ. À êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ 8.1.2, îïåðàöèè â àáñòðàêò-

íîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå îáëàäàþò òåìè æå ñàìûìè ñâîéñòâàìè, ÷òî è

îïåðàöèè â êîîðäèíàòíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó, â àáñòðàêò-

íûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî ãîâîðèòü î ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

âåêòîðîâ, î ëèíåéíî çàâèñèìûõ è ëèíåéíî íå çàâèñèìûõ ñèñòåìàõ âåêòî-

ðîâ, î êðèòåðèè è ñâîéñòâàõ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, îá îñíîâíîé òåîðåìå

î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, î ëèíåéíîì âûðàæåíèè îäíîé ñèñòåìû âåêòî-

ðîâ ÷åðåç äðóãóþ, îá ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåìàõ âåêòîðîâ, î áàçèñå è ðàíãå

ñèñòåìû âåêòîðîâ. Íî åñòü è îòëè÷èÿ.

Ïðèìåð: V = k[x]. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

1, x, x2, . . . , xn ∈ V . Ýòà ñèñòåìà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íå çàâèñè-

ìîé. Äåéñòâèòåëüíî,

α0 · 1 + α1x+ α2x
2 + . . .+ αnx

n = 0 ⇔ α0 = α1 = α2 = . . . = αn = 0,

à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî 1, x, x2, . . . , xn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íå çàâèñèìîé ñèñòå-

ìîé âåêòîðîâ. Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî n ìîæíî áðàòü ëþáûì è êàê óãîäíî

áîëüøèì. Ïîýòîìó â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóþò ëèíåéíî íå çàâèñèìûå

ñèñòåìû âåêòîðîâ ñ êàêèì óãîäíî áîëüøèì ÷èñëîì ýòèõ âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 8.2.1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåð-

íûì, åñëè ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî ÷èñëî ëèíåéíî íå

çàâèñèìûõ âåêòîðîâ â ëþáîé ñèñòåìå ïðîñòðàíñòâà V íå ïðåâîñõîäèò N .

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî-

ìåðíûì.

Ïðèìåð:

1. V = kn � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

2. V = k[x] � áåñêîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.



10 Ãëàâà 8. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

Â êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî ãîâîðèòü î áàçèñå

êàê êîíå÷íîé, òàê è áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû âåêòîðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî

ãîâîðèòü î áàçèñå âñåãî êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V .

Îïðåäåëåíèå 8.2.2. Áàçèñîì íåíóëåâîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

V íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ëèíåéíî íå çàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà âåêòîðîâ

B = {e1, e2, . . . , en}, óäîâëåòâîðÿÿ ëþáîìó èç ñëåäóþùèõ ðàâíîñèëüíûõ

óñëîâèé:

1. ëþáîé âåêòîð a ∈ V ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîäñèñòåìó B;

2. ∀ a ∈ V ïîäñèñòåìà (B, a) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé;

3. â ïðîñòðàíñòâå V íå ñóùåñòâóåò ëèíåéíî íå çàâèñèìûõ ïîäñèñòåì ñ

÷èñëîì âåêòîðîâ áîëüøèì, ÷åì â B.

Îïðåäåëåíèå 8.2.3. Ðàçìåðíîñòüþ íóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

ñ÷èòàåòñÿ ÷èñëî 0. Ðàçìåðíîñòüþ íåíóëåâîãî êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âåêòîðîâ â ëþáîì áàçèñå ýòîãî ïðî-

ñòðàíñòâà èëè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íå çàâèñèìûõ âåêòîðîâ ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà V .

Ðàçìåðíîñòü êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V áóäåì îáî-

çíà÷àòü dim V èëè rang V .

Ïðèìåð:

1. dim {0} = 0;

2. dim kn = n;

3. dim M(m× n, k) = mn;

4. dim L = n− r;

5. dim {f(x) ∈ k[x]|deg f(x) 6 n} = n+ 1.
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Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâà è e1, e2, . . . , en � åãî

áàçèñ. Òîãäà ëþáîé âåêòîð a ∈ V ìîæíî âûðàçèòü ÷ðåç ýòîò áàçèñ

a = α1e1 + α2e2 + . . .+ αnen. (8.1)

Òàê êàê áàçèñ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íå çàâèñèìîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ, òî

ýòî âûðàæåíèå (8.1) äëÿ âåêòîðà a åäèíñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, êàæ-

äîìó âåêòîðó a ∈ V ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå óïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà

(α1, α2, . . . , αn) îòíîñèòåëüíî áàçèñà e1, e2, . . . , en.

Îïðåäåëåíèå 8.2.4. Êîîðäèíàòàìè (êîìïîíåíòàìè) âåêòîðà a ∈ V îò-

íîñèòåëüíî çàäàííîãî áàçèñà e1, e2, . . . , en ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íà-

çûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîãî âûðà-

æåíèÿ âåêòîðà a ÷åðåç ýòîò áàçèñ.

Ïèøóò, âåêòîð a = (α1, α2, . . . , αn).

Îïðåäåëåíèå 8.2.5. Êîîðäèíàòíûì ñòîëáöîì âåêòîðà a îòíîñèòåëüíî

çàäàííîãî áàçèñà e1, e2, . . . , en íàçûâàåòñÿ ñòîëáåö, ñîñòàâëåííûé èç êî-

îðäèíàò âåêòîðà a îòíîñèòåëüíî ýòîãî áàçèñà.

Îáîçíà÷èì ǎ =


α1

α2

. . .

αn

.

Îïðåäåëåíèå 8.2.6. Ñîïîñòàâëåíèå âåêòîðó a ∈ V åãî êîîðäèíàòíî-

ãî ñòîëáöà îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ

ñòàíäàðòíûì îòîáðàæåíèåì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V ðàçìåðíîñòè n â

êîîðäèíàòíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî kn.

ßñíî, ÷òî êàæäûé áàçèñ e1, e2, . . . , en îïðåäåëÿåò ñâîå ñòàíäàðòíîå

îòîáðàæåíèå V → kn.
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Ïðåäëîæåíèå 8.2.1. Êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö ñóììû äâóõ âåêòîðîâ ðà-

âåí ñóììå êîîðäèíàòíûõ ñòîëáöîâ ñëàãàåìûõ âåêòîðîâ. Êîîðäèíàòíûé

ñòîëáåö ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ñêàëÿð, ðàâåí êîîðäèíàòíîìó ñòîëá-

öó ýòîãî âåêòîðà, óìíîæåííîìó íà ýòîò ñêàëÿð.

Ýòî ïðåäëîæåíèå 8.2.1 îçíà÷àåò, ÷òî ˇa+ b = ǎ+ b̌ è α̌a = αǎ.

Äàäèì äðóãóþ ôîðìó çàïèñè (8.1). ßñíî, ÷òî ǎT = (α1, α2, . . . , αn) �

ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 1× n. Âîçüìåì áàçèñíûé ñòîëáåö ïðîñòðàíñòâà V

ẽ =


e1

e2

. . .

en

 � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n× 1. Òîãäà

ǎT ẽ = α1e1 + α2e2 + . . .+ αnen = a.

Òàêèì îáðàçîì, a = ǎT ẽ � ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ðàâåíñòâà (8.1).

8.3 Èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü V è V ′ � äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå îñíîâ-

íûì ïîëåì k.

Îïðåäåëåíèå 8.3.1. Èçîìîðôèçìîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íà ëè-

íåéíîå ïðîñòðàíñòâî V ′ íàä îäíèì è òåì æå îñíîâíûì ïîëåì k íàçûâàåò-

ñÿ âñÿêàÿ áèåêöèÿ f : V → V ′, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ëèíåéíîñòè:

1. (∀ a, b ∈ V ) f(a+ b) = f(a) + f(b);

2. (∀ α ∈ k, a ∈ V ) f(αa) = αf(a).

Óñëîâèå 1 îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àä-

äèòèâíîé ãðóïïû (V,+) â àääèòèâíóþ ãðóïïó (V ′,+).

Îïðåäåëåíèå 8.3.2. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ èçîìîðô-

íûì ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó V ′ (V ∼= V ′), åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû

îäèí èçîìîðôèçì f : V → V ′.
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Ïðåäëîæåíèå 8.3.1. Îòíîøåíèå èçîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì

ýêâèâàëåíòíîñòè íà êëàññå ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä îäíèì è òåì

æå îñíîâíûì ïîëåì k.

Ýòî ïðåäëîæåíèå 8.3.1 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îòíîøåíèÿ èçîìîðôíîñòè

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

1. V ∼= V , òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ðåôëåêñèâíîñòè;

2. åñëè V ∼= V ′, òî V ′ ∼= V (ñèììåòðè÷íîñòü);

3. åñëè V ′′ ∼= V ′ è V ′ ∼= V , òî V ′′ ∼= V (òðàíçèòèâíîñòü).

ÒÅÎÐÅÌÀ 8.3.1 (î ñâîéñòâàõ èçîìîðôíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ).

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. ïðè èçîìîðôèçìå ëèíåéíî çàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ ïåðåõîäÿò

â ëèíåéíî çàâèñèìûå, à ëèíåéíî íå çàâèñèìûå ñèñòåìû âåêòîðîâ

ïåðåõîäÿò â ëèíåéíî íå çàâèñèìûå;

2. èçîìîðôíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà îäíîâðåìåííî ëèáî êîíå÷íî-

ìåðíûå, ëèáî áåñêîíå÷íîìåðíûå;

3. ïðè èçîìîðôèçìå áàçèñ ñèñòåìû âåêòîðîâ ïåðåõîäèò â áàçèñ, ðàíã

ñèñòåìû âåêòîðîâ ïðè èçîìîðôèçìå íå èçìåíÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü f : V → V ′ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Âîçü-

ìåì ëèíåéíî çàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ a1, a2, . . . , as èç V . Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ñêàëÿðû α1, α2, . . . , αs íå âñå ðàâíûå íóëþ òàêèå,

÷òî α1a1 + α2a2 + . . . + αsas = 0. Ïåðåéäåì ê îáðàçàì ýòèõ âåêòî-

ðîâ f(α1a1 + α2a2 + . . . + αsas) = f(0). Òàê êàê f � èçîìîðôèçì, òî

α1f(a1) + α2f(a2) + . . .+ αsf(as) = 0, çäåñü íå âñå αi = 0. Ïîñëåäíåå ñî-

îòíîøåíèå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî âåêòîðû f(a1), f(a2), . . . , f(as) ÿâëÿþòñÿ

ëèíåéíî çàâèñèìûìè â V ′.
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Ïóñòü a1, a2, . . . , as ëèíåéíî íå çàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ èç V . Íàäî

äîêàçàòü, ÷òî f(a1), f(a2), . . . , f(as) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íå çàâèñè-

ìîé. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ñèñòåìà f(a1), f(a2), . . . , f(as) ÿâëÿ-

åòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé. Òîãäà ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f−1 : V ′ → V ,

êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ëèíåé-

íî çàâèñèìûå âåêòîðû f(a1), f(a2), . . . , f(as) ïåðåéäóò â ëèíåéíî çàâèñè-

ìûå âåêòîðû a1, a2, . . . , as, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè

a1, a2, . . . , as.

2) Ïóñòü f : V → V ′ è V ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ëèíåéíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N òàêîå,

÷òî ÷èñëî âåêòîðîâ â ëþáîé ëèíåéíî íå çàâèñèìîé ñèñòåìû èç ïðîñòðàí-

ñòâà V íå ïðåâîñõîäèò ýòîãî ÷èñëà N . Òàê êàê ïðè èçîìîðôèçìå òîëüêî

ëèíåéíî íå çàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ïåðåõîäèò â ëèíåéíî íå çàâè-

ñèìóþ, òî â ïðîñòðàíñòâå V ′ ÷èñëî âåêòîðîâ â ëþáîé ëèíåéíî íå çàâè-

ñèìîé ñèñòåìå òàêæå áóäåò îãðàíè÷åíî ýòèì ÷èñëîì N , ñëåäîâàòåëüíî

ïðîñòðàíñòâî V ′ áóäåò êîíå÷íîìåðíûì.

Ïóñòü V ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Íàäî

äîêàçàòü, ÷òî è V ′ â ýòîì ñëó÷àå òàêæå áóäåò áåñêîíå÷íîìåðíûì. Äî-

ïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü V ′ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ëèíåéíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì. Òîãäà ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì f−1 : V ′ → V . Ïðè ýòîì

èçîìîðôèçìå èç êîíå÷íîìåðíîñòè V ′ áóäåò ñëåäîâàòü êîíå÷íîìåðíîñòü

V , à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

3) Ïóñòü A � ñèñòåìà âåêòîðîâ èç V , B � áàçèñ ñèñòåìû âåêòîðîâ A è

f : V → V ′ �èçîìîðôèçì. Òîãäà, òàê êàê B ⊂ A, òî f(B) ⊂ f(A). Äàëåå,

A ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç B, òîãäà f(A) áóäåò ëèíåéíî âûðàæàòüñÿ

÷åðåç f(B). Íàêîíåö, òàê êàê B � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòî-

ðîâ, f(B) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé. Òàêèì îáðàçîì, f(B)

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì f(A), òî åñòü áàçèñ B ñèñòåìû âåêòîðîâ A ïåðåõîäèò â

áàçèñ f(B) ñèñòåìû âåêòîðîâ f(A). Òàê êàê f ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî ÷èñ-
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ëî âåêòîðîâ â B ðàâíî ÷èñëó âåêòîðîâ f(B), òî åñòü r(A) = r(f(A)).

Ñëåäñòâèå 8.3.1.1. Èçîìîðôíûå êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, f : V → V ′ � èçîìîðôèçì è V è

V ′ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Òîãäà áàçèñ

e1, e2, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V ïåðåõîäèò â áàçèñ f(e1), f(e2), . . . , f(en) ïðî-

ñòðàíñòâà V ′, òî åñòü dim V = n = dim V ′.

ÒÅÎÐÅÌÀ 8.3.2. Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V

ðàçìåðíîñòè n èçîìîðôíî êîîðäèíàòíîìó ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó kn

è ïðè ýòîì èçîìîðôèçì äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî îòîá-

ðàæåíèÿ f : V → kn îòíîñèòåëüíî ëþáîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dim V = n è ẽ =


e1

e2

. . .

en

 � áàçèñ V . Ðàññìîò-

ðèì ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå f : V → kn. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè a = ǎT ẽ,

òî f(a) = ǎ. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Âî-ïåðâûõ, f ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f(a) = f(b),

òî ǎ = b̌⇒ a = b.

Âî-âòîðûõ, f ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé. Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì ëþáîé

ñòîëáåö ǎ ∈ kn è ïîñòðîèì âåêòîð a = ǎT ẽ. Òîãäà f(a) = ǎ.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f ñîõðàíÿåò îïåðàöèè. Ðàññìîò-

ðèì f(a + b) = ˇa+ b = ǎ + b̌ = f(a) + f(b). f(αa) = α̌a = αǎ = αf(a).

Òàêèì îáðàçîì f : V → kn ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ñëåäîâàòåëüíî

V ∼= kn.

Ñëåäñòâèå 8.3.2.1. Êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâîé

ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ðàçìåðíîñòü dim V = n è

dim V ′ = n . Òîãäà ïî òåîðåìå 8.3.2 V ∼= kn è V ′ ∼= kn, ñëåäîâàòåëü-

íî V ∼= V ′.

Ñëåäñòâèå 8.3.2.2. Ðàíã ñèñòåìû âåêòîðîâ êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà V ðàâåí ðàíãó ñèñòåìû êîîðäèíàòíûõ ñòîëáöîâ âåêòîðîâ

ýòîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ëþáîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, a2, . . . , as � ñèñòåìà âåêòîðîâ èç V . Ðàññìîò-

ðèì f : V → kn � ñòàíäàðòíûé èçîìîðôèçì, òîãäà ñèñòåìà âåêòî-

ðîâ a1, a2, . . . , as ïåðåõîäèò â ǎ1, ǎ2, . . . , ǎs. Íî ïî óòâåðæäåíèþ 3 òåî-

ðåìû 8.3.1 r(a1, a2, . . . , as) = r(ǎ1, ǎ2, . . . , ǎs).

8.4 Ïåðåõîä îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó. Ìàòðèöà

ïåðåõîäà

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k, dim V = n è

ïóñòü

ẽ =


e1

e2

. . .

en

 è ũ =


u1

u2

. . .

un


� äâà áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V . Âûðàçèì âåêòîðû áàçèñà ũ ÷åðåç âåêòîðû

áàçèñà ẽ:

u1 = α11e1 + α21e2 + . . .+ αn1en;

u2 = α12e1 + α22e2 + . . .+ αn2en;

. . .

un = α1ne1 + α2ne2 + . . .+ αnnen.

(8.2)

Îïðåäåëåíèå 8.4.1. Ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà ẽ ê áàçèñó ũ íàçûâà-

åòñÿ ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàòðèöå, ñîñòàâëåííîé èç êîýôôè-
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öèåíòîâ ëèíåéíîãî âûðàæåíèÿ âåêòîðîâ áàçèñà ũ ÷åðåç âåêòîðû áàçèñà

ẽ.

Îïðåäåëåíèå 8.4.1 îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà

Q =


α11 α21 . . . αn1

α12 α22 . . . αn2

. . . . . . . . . . . .

α1n α2n . . . αnn


T

=


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 .

Ïåðâûì ñòîëáöîì ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö âåêòîðà u1.

Âòîðûì � êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö âåêòîðà u2, è ò.ä.

Îïðåäåëåíèå 8.4.2. Ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà ẽ ê áàçèñó ũ íàçû-

âàåòñÿ ìàòðèöà Q, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû

âåêòîðîâ áàçèñà ũ îòíîñèòåëüíî áàçèñà ẽ, òî åñòü

Q = (ǔ1|ẽ, ǔ2|ẽ, . . . , ǔn|ẽ) .

Îïðåäåëåíèå 8.4.3. Ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà ẽ ê áàçèñó ũ íàçûâà-

åòñÿ ìàòðèöà Q, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì ũ = QT ẽ � ìàòðè÷íàÿ çàïèñü

ñèñòåìû (8.2).

ÒÅÎÐÅÌÀ 8.4.1 (î ìàòðèöå ïåðåõîäà). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ

1. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó ÿâëÿåòñÿ íå îñî-

áåííîé. Îáðàòíî, ëþáóþ íå îñîáåííóþ ìàòðèöó ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ìàòðèöó ïåðåõîäà îò çàäàííîãî áàçèñà ê íåêîòîðîìó

äðóãîìó áàçèñó.

2. Ìàòðèöû ïåðåõîäà îò áàçèñà ẽ ê áàçèñó ũ è îò áàçèñà ũ ê áàçèñó ẽ

ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü Q � ëþáàÿ íå îñîáåííàÿ ìàòðèöà è ẽ � çà-

äàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Ïîñòðîèì âåêòîðû u1, u2, . . . , un òàêèì
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îáðàçîì, ÷òîáû èõ êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû îòíîñèòåëüíî áàçèñà ẽ ñîâïà-

äàëè ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû Q.

Òàê êàê |Q| ̸= 0, òî ñòîëáöû ìàòðèöû Q ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûìè, ïîýòîìó è âåêòîðû u1, u2, . . . , un áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Â ñèëó ýòîãî, âåêòîðû u1, u2, . . . , un ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå áàçèñà ũ

ïðîñòðàíñòâà V .

Ïî ïîñòðîåíèþ áóäåì èìåòü ũ = QT ẽ, òî åñòü ìàòðèöà Q ÿâëÿåòñÿ

ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò çàäàííîãî áàçèñà ẽ ê âíîâü ïîñòðîåííîìó áàçèñó

ũ.

2) Ïóñòü ẽ è ũ� äâà áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V . ÏóñòüQ� ìàòðèöà ïåðåõîäà

îò ẽ ê ũ,R� ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ũ ê ẽ. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 8.4.3 áóäåì

èìåòü ũ = QT ẽ, ẽ = RT ũ. Îòñþäà, ẽ = RT (QT ẽ) = (RTQT )ẽ = (QR)T ẽ.

Ýòî ðàâåíñòâî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ìàòðèöà QR ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé

ïåðåõîäà îò ẽ ê ẽ. Íî ýòîé ìàòðèöåé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà E, ñëåäîâàòåëüíî

QR = E. Ýòî ñîîòíîøåíèå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî Q è R � íå îñîáåííûå

âçàèìíî îáðàòíûå ìàòðèöû, òî åñòü Q = R−1.

ÒÅÎÐÅÌÀ 8.4.2. Êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö âåêòîðà îòíîñèòåëüíî íî-

âîãî áàçèñà ðàâåí êîîðäèíàòíîìó ñòîëáöó ýòîãî âåêòîðà îòíîñèòåëüíî

ñòàðîãî áàçèñà, óìíîæåííîìó ñëåâà íà ìàòðèöó ïåðåõîäà îò íîâîãî áà-

çèñà ê ñòàðîìó, òî åñòü

ǎ|ũ = R · ǎ|ẽ,

ãäå R � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà ũ ê áàçèñó ẽ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ẽ � ñòàðûé áàçèñ, ũ � íîâûé áàçèñ, R � ìàò-

ðèöà ïåðåõîäà îò ũ ê ẽ, òî åñòü ẽ = RT ũ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, âåêòîð

a = ǎT |ũ · ũ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåêòîð

a = ǎT |ẽ · ẽ = ǎT |ẽ · (RT ũ) = (ǎT |ẽ ·RT )ũ = (R · ǎ|ẽ)T ũ.

Òàê êàê âûðàæåíèå âåêòîðà a ÷åðåç áàçèñ ũ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì,

òî ǎT |ũ = (R·ǎ|ẽ)T . Òðàíñïîíèðóÿ ýòè ìàòðèöû, ïîëó÷èì ǎ|ũ = R·ǎ|ẽ.
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8.5 Ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k.

Îïðåäåëåíèå 8.5.1. Ïîäìíîæåñòâî L áàçèñíîãî ìíîæåñòâà V íàçûâà-

åòñÿ óñòîé÷èâûì ïîäìíîæåñòâîì, åñëè îíî óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî âíóò-

ðåííåãî ñëîæåíèÿ è âíåøíåãî óìíîæåíèÿ, òî åñòü

1. (∀ a, b ∈ L) a+ b ∈ L;

2. (∀ α ∈ k, a ∈ L) αa ∈ L.

Ñëåäñòâèå. Óñòîé÷èâîå ïîäìíîæåñòâî L, ðàññìîòðåííîå âìåñòå ñ èíäó-

öèðîâàííûìè íà íåì îïåðàöèÿìè, îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. L ⊂ V è L � óñòîé÷èâîå ïîäìíîæåñòâî, òîãäà íà L

ìîæíî ðàññìîòðåòü èíäóöèðîâàííûå îïåðàöèè âíóòðåííåãî ñëîæåíèÿ è

âíåøíåãî óìíîæåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî (∀ a, b ∈ L) a − b ∈ L. Äåéñòâè-

òåëüíî, −b = −(1 · b) = (−1)b ∈ L, òîãäà a − b = a + (−b) ∈ L. Òàêèì

îáðàçîì, (L,+) îáðàçóåò àääèòèâíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû (V,+). Ïîýòîìó

ïåðâûå òðè àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà âûïîëíÿþòñÿ â L, îñòàëü-

íûå ÷åòûðå àêñèîìû, îòíîñÿùèåñÿ ê âíåøíåìó óìíîæåíèþ, âûïîëíÿÿñü

â ïðîñòðàíñòâå V , áóäóò âûïîëíÿòüñÿ è íà óñòîé÷èâîì ïîäìíîæåñòâå L.

Ýòèì óñòàíîâëåíî, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 8.5.2. Ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà V íà-

çûâàåòñÿ âñÿêîå åãî óñòîé÷èâîå ïîäìíîæåñòâî L, ðàññìîòðåííîå âìåñòå

ñ èíäóöèðîâàííûìè íà íåì îïåðàöèÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 8.5.1. Ïåðåñå÷åíèå ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì ïðîñòðàíñòâà V .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü {Li} � ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà V . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

L =
∩
(i)

Li.

Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî L � óñòîé÷èâîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå V .

Ïóñòü a, b ∈ L ⇒ (∀ i) a, b ∈ Li. Òàê êàê Li � ëèíåéíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî, òî (∀ i) a + b ∈ Li ⇒ a + b ∈
∩
(i)

Li = L. Ñëåäîâàòåëüíî, L

óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî âíóòðåííåãî ñëîæåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (∀ α ∈ k, a ∈ L) αa ∈ L.

Ñëåäîâàòåëüíî, L � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V .

Ïóñòü òåïåðü A � ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Ðàññìîò-

ðèì âñå ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà L ïðîñòðàíñòâà V , ñîäåðæàùèå ìíî-

æåñòâî A. Òàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð, âñå ìíîæåñòâî

V . Óñòðîèì ïåðåñå÷åíèå âñåõ ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ L, òî åñòü∩
L⊃A

L = L(A).

Ïðåäëîæåíèå 8.5.2. Ìíîæåñòâî L(A) � íàèìåíüøåå ëèíåéíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V , ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, òîò ôàêò, ÷òî L(A) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà V ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 8.5.1. Äàëåå, ìíî-

æåñòâî A ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ L êîòîðûå ìû ïåðåñåêàåì, ñëåäîâàòåëüíî

A ⊂ L(A).

Íàêîíåö, âîçüìåì ëþáîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L′, òàêîå, ÷òî

A ⊂ L′. Òîãäà îíî íàõîäèòñÿ ñðåäè ïåðåñåêàåìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L,

ñëåäîâàòåëüíî L(A) ⊂ L′.

Îïðåäåëåíèå 8.5.3. Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà A ïðîñòðàíñòâà

V íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L(A) ïðîñòðàíñòâà

V , ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî A.
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×àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî L(A) ïîðîæäåíî ìíîæåñòâîì A

èëè íàòÿíóòî íà ìíîæåñòâî A.

Ïðåäëîæåíèå 8.5.3 (ñòðîåíèå L(A)). Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L(A) ñîñòî-

èò èç ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-

æåñòâà A ñ êîýôôèöèåíòàìè èç îñíîâíîãî ïîëÿ k, òî åñòü

L(A) =

{∑
a∈A

αaa

∣∣∣∣∣αa ∈ k è ïî÷òè âñå αa = 0

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ââåäåì îáîçíà÷åíèå: L′ =

{∑
a∈A

αaa

}
.

Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî L(A) = L′.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, òàê êàê A ⊂ L(A), òî L(A) ñîäåðæèò ëþáóþ ëè-

íåéíóþ êîìáèíàöèþ êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âåêòîðîâ A, òî

åñòü L′ ⊂ L(A).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿñíî, ÷òî L′ � óñòîé÷èâîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàí-

ñòâà V , ñëåäîâàòåëüíî, L′ � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V .

Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî A ⊂ L′ (òàê êàê a = 1 · a + 0 · a1 + 0 · a2 + . . .).

Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 8.5.2 L(A) ⊂ L′.

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî L(A) = L′.

Ñëåäñòâèå. Åñëè A = {a1, a2, . . . , as}, ãäå âåêòîðû a1, a2, . . . , as ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, òî L(A) � êîíå÷íîìåðíî, dim L(A) = s è

L(A) =

{
s∑

i=1

αiai| αi ∈ k

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, òîò ôàêò, ÷òî L(A) èìååò óêàçàííûé

âèä ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 8.5.3. Òîãäà âåêòîðû a1, a2, . . . , as ìîæíî

âçÿòü â êà÷åñòâå áàçèñà L(A), ñëåäîâàòåëüíî, dim L(A) = s.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåðíîå, òî ëþáîå åãî

ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì è dim L 6
6 dim V . Åñëè dim L = dim V , òî L = V .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü dim V = n è e1, e2, . . . , en � áà-

çèñ V . Òàê êàê L � ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V , òî îíî

äîëæíî áûòü êîíå÷íîìåðíûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èç áåñêîíå÷íîìåðíî-

ñòè ïðîñòðàíñòâà L âûòåêàëî áû áåñêîíå÷íîìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V .

Ïóñòü a1, a2, . . . , as � áàçèñ L, òî åñòü dim L = s. Òàê êàê a1, a2, . . . , as

ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áàçèñ e1, e2, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V , òî ïî îñ-

íîâíîé òåîðåìå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè s 6 n, òî åñòü dim L 6 dim V .

Åñëè dim L = dim V , òî åñòü s = n, òî âåêòîðû a1, a2, . . . , an ìîæíî

âçÿòü â êà÷åñòâå áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 8.5.3 áóäåì

èìåòü

L =

{
n∑

i=1

αiai

}
= V.

Îïðåäåëåíèå 8.5.4. Ñóììîé ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ {Li}
ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà, ðàâíàÿ

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîìó îáúåäèíåíèþ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ ýòèõ ëè-

íåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, òî åñòü

∑
(i)

Li = L

∪
(i)

Li

 .

Îïðåäåëåíèå 8.5.5. Ñóììîé ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ {Li}
ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-

ñòðàíñòâà V , ñîäåðæàùåå âñå ïîäïðîñòðàíñòâà äàííîãî ñåìåéñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 8.5.4 (ñòðîåíèå ñóììû). Ñóììà L1 + L2 äâóõ ëè-

íåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ âèäà

{a1 + a2| a1 ∈ L1, a2 ∈ L2}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ 8.5.4 èìååì L1+L2 =

= L(L1 ∪ L2). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå L′ = {a1 + a2| ai ∈ Li, i = 1, 2}. Íàäî
ïîêàçàòü, ÷òî L1 + L2 = L′.
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Ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿñíî, ÷òî L′ � óñòîé÷èâîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàí-

ñòâà V , ïîýòîìó L′ � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V .

Äàëåå, L1 ⊂ L′. Äåéñòâèòåëüíî, (∀ a1 ∈ L1) a1 = a1 + 0, ãäå 0 ∈ L2.

Àíàëîãè÷íî, L2 ⊂ L′, èìååì (∀ a2 ∈ L2) a2 = 0+a2, ãäå 0 ∈ L1. Îòñþäà,

L1 ∪ L2 ⊂ L′, ñëåäîâàòåëüíî L(L1 ∪ L2) ⊂ L′, òî åñòü L1 + L2 ⊂ L′.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ∈ L′. Åãî ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå a = a1 + a2, ãäå a1 ∈ L1, a2 ∈ L2. Âåêòîðû a1, a2 ∈
∈ L1 ∪ L2, ñëåäîâàòåëüíî a = a1 + a2 ∈ L(L1 ∪ L2) = L1 + L2, òî åñòü

a ∈ L1 + L2. Èìååì L′ ⊂ L1 + L2.

Òàêèì îáðàçîì, èç äâóõ âêëþ÷åíèé ïîëó÷àåì, ÷òî L1 + L2 = L′.

Çàìå÷àíèå 8.5.1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå∑
(i)

Li =

∑
(i)

ai| ai ∈ Li è ïî÷òè âñå ai = 0

 .

Îïðåäåëåíèå 8.5.6. Ñóììà ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1 +L2 íàçûâà-

åòñÿ ïðÿìîé, åñëè L1 ∩ L2 = {0}.

Ïðÿìàÿ ñóììà îáîçíà÷àåòñÿ L1 ⊕ L2.

Ëåììà 8.5.1. Ëþáóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ êîíå÷-

íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà ïðî-

ñòðàíñòâà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, a2, . . . , as � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà

âåêòîðîâ èç V è e1, e2, . . . , en � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , dim V = n. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ

a1, a2, . . . , as, e1, e2, . . . , en. (8.3)

Èç ýòîé ñèñòåìû âåêòîðîâ (8.3) íà÷íåì óäàëÿòü âåêòîðû, êîòîðûå ëè-

íåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå. Ïåðâûå s âåêòîðîâ îñòàþòñÿ íà

ìåñòå, òàê êàê îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå. Ïîëó÷èì

a1, a2, . . . , as, ei1, ei2, . . . , eik. (8.4)
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Ñèñòåìà âåêòîðîâ (8.4) áóäåò ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, òàê êàê íè îäèí âåê-

òîð íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå âåêòîðû.

Äàëåå, ëþáîé âåêòîð a ∈ V , ëèíåéíî âûðàæàÿñü ÷åðåç ñèñòåìó (8.3),

áóäåò ëèíåéíî âûðàæàòüñÿ è ÷åðåç ñèñòåìó (8.4), òàê êàê óäàëåííûå âåê-

òîðû èç ñèñòåìû (8.3), ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó (8.4). Òàêèì

îáðàçîì, ñèñòåìà âåêòîðîâ (8.4) áóäåò ñîñòàâëÿòü áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V .

Ýòîò áàçèñ ïîëó÷åí èç ñèñòåìû a1, a2, . . . , as äîáàâëåíèåì íåêîòîðûõ âåê-

òîðîâ. k = n− s.

ÒÅÎÐÅÌÀ 8.5.1 (î ðàçìåðíîñòè ñóììû äâóõ ëèíåéíûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ). Ðàçìåðíîñòü ñóììû äâóõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ êîíå÷-

íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V ðàâíà ñóììå ðàçìåðíîñòåé ýòèõ

ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ áåç ðàçìåðíîñòè èõ ïåðåñå÷åíèÿ, òî åñòü

dim (L1 + L2) = dim L1 + dim L2 − dim (L1 ∩ L2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L1 è L2 � äâà ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà ïðî-

ñòðàíñòâà V . Îáîçíà÷åíèå ÷åðåç L = L1 ∩ L2. Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ

e1, e2, . . . , er (8.5)

� áàçèñ L. Åñëè L = {0}, òî r = 0 è áàçèñîì áóäåò ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ïî ëåììå áàçèñ L ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà L1

e1, e2, . . . , er, ur+1, . . . , us, (8.6)

ãäå (8.6) � áàçèñ L1, dim L1 = s. Àíàëîãè÷íî, ïî ëåììå áàçèñ L ìîæíî

äîïîëíèòü äî áàçèñà L2

e1, e2, . . . , er, vr+1, . . . , vt, (8.7)

ãäå (8.7) � áàçèñ L2, dim L2 = t.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ

e1, e2, . . . , er, ur+1, . . . , us, vr+1, . . . , vt. (8.8)
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Ïîêàæåì ÷òî ñèñòåìà (8.8) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì L1 + L2. Äåéñòâèòåëüíî,

âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ∈ L1 + L2. Òîãäà x = a + b, ãäå a ∈
∈ L1, b ∈ L2. Ðàçëàãàÿ âåêòîð a ïî áàçèñó (8.6), âåêòîð b ïî áàçèñó (8.7)

è ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî âåêòîð x ëèíåéíî

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó (8.8).

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ (8.8) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçà-

âèñèìîé. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

α1e1 + . . .+αrer + βr+1ur+1 + . . .+ βsus + γr+1vr+1 + . . .+ γtvt = 0. (8.9)

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ñêàëÿðû αi, βi, γi = 0. Ðàññìîòðèì âåêòîð

x = α1e1 + . . .+ αrer + βr+1ur+1 + . . .+ βsus. (8.10)

Èç ðàâåíñòâà (8.9) âèäíî, ÷òî âåêòîð

x = −γr+1vr+1 − . . .− γtvt. (8.11)

Ðàâåíñòâî (8.10) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî âåêòîð x ∈ L1, à ðàâåíñòâî (8.11)

óêàçûâàåò íà òî, ÷òî âåêòîð x ∈ L2, ñëåäîâàòåëüíî x ∈ L1 ∩ L2 = L.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð x ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç áàçèñ L.

x = α′
1e1 + . . .+ α′

rer. (8.12)

Ñðàâíèì (8.10) è (8.12). Âûðàæåíèå âåêòîðà x ÷åðåç áàçèñ (8.6) äîëæíî

áûòü åäèíñòâåííûì, òîãäà

α1 = α′
1, . . . , αr = α′

r, βr+1 = 0, . . . , βs = 0.

Òîãäà ðàâåíñòâî (8.9) ïðèíèìàåò âèä

α1e1 + . . .+ αrer + γr+1vr+1 + . . .+ γtvt = 0. (8.13)

Òàê êàê áàçèñ (8.7) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ,

òî èç ðàâåíñòâà (8.13) ñëåäóåò, ÷òî âñå ñêàëÿðû α1 = . . . = αr = γr+1 =

= . . . = γt = 0.
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Âèäíî, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ (8.8) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé,

ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà âåêòîðîâ (8.8) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì L1 + L2. Òîãäà

dim (L1+L2) = ÷èñëó âåêòîðîâ â áàçèñå (8.8) = r+(s−r)+(t−r) = s+

+ t−r = dim L1+dim L2−dim L = dim L1+dim L2−dim (L1∩L2).

Ñëåäñòâèå 8.5.1.1. Ðàçìåðíîñòü ïðÿìîé ñóììû ðàâíà ñóììå ðàçìåðíî-

ñòåé ñëàãàåìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè L1 + L2 � ïðÿìàÿ ñóììà, òî ïî

îïðåäåëåíèþ L1∩L2 = {0}, dim {0} = 0. Ïîëó÷àåì, ÷òî dim (L1⊕L2) =

= dim L1 + dim L2.



Ãëàâà 9

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ëèíåéíîì

ïðîñòðàíñòâå

9.1 Ïðîñòðàíñòâî è àëãåáðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

Ïóñòü V è V ′ � äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå îñíîâ-

íûì ïîëåì k.

Îïðåäåëåíèå 9.1.1. Ëèíåéíûì îïåðàòîðîì èç ïðîñòðàíñòâà V â ïðî-

ñòðàíñòâî V ′ íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì k íàçûâàåòñÿ âñÿêîå îòîáðàæåíèå

f : V → V ′, óäîâëåòâîðÿþùåå äâóì óñëîâèÿì:

1. (∀ a, b ∈ V ) f(a+ b) = f(a) + f(b);

2. (∀ α ∈ k, a ∈ V ) f(αa) = αf(a).

Âèäíî, ÷òî ïîíÿòèå ¾ëèíåéíûé îïåðàòîð¿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿ-

òèÿ ¾èçîìîðôèçì¿. Â ñëó÷àå èçîìîðôèçìà, òðåáîâàëîñü ÷òîáû f áûëî

áèåêöèåé. Óñëîâèå 1) îçíà÷àåò, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì (V,+)

íà (V ′,+). Óñëîâèå 1) íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì àääèòèâíîñòè, à óñëîâèå 2)

íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 9.1.2. Ëèíåéíûì îïåðàòîðîì èç ïðîñòðàíñòâà V â ïðî-

ñòðàíñòâî V ′ íàä îäíèì è òåì æå îñíîâíûì ïîëåì k íàçûâàåòñÿ âñÿêîå

27
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îòîáðàæåíèå f : V → V ′, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ëèíåéíîñòè:

(∀ α, β ∈ k, a, b ∈ V ) f(αa+ βb) = αf(a) + βf(b).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(V, V ′) ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç

ïðîñòðàíñòâà V â ïðîñòðàíñòâî V ′. Íà ýòîì ìíîæåñòâå ðàññìîòðèì äâå

àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè: âíóòðåííåå ñëîæåíèå è âíåøíåå óìíîæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 9.1.3. Ïóñòü f, g ∈ L(V, V ′) è α ∈ k. Ïîëàãàþò, ÷òî (f +

g)(a) = f(a) + g(a) è (αf)(a) = αf(a).

Îïðåäåëåíèå 9.1.3 êîððåêòíî â òîì ñìûñëå, ÷òî f + g è αf ÿâëÿþòñÿ

ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè.

Äåéñòâèòåëüíî, (∀ α, β ∈ k, a, b ∈ V ) (f+g)(αa+βb) = f(αa+βb)+

+ g(αa+βb) = αf(a)+βf(b)+αg(a)+βg(b) = α(f(a)+ g(a))+β(f(b)+

+ g(b)) = α(f + g)(a) + β(f + g)(b). Ñëåäîâàòåëüíî f + g ∈ L(V, V ′).

Åùå ïðîùå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî αf ∈ L(V, V ′).

ÒÅÎÐÅÌÀ 9.1.1. Ìíîæåñòâî L(V, V ′), ðàññìîòðåííîå âìåñòå ñ îïðå-

äåëåííûìè íà íåì âíóòðåííåé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ è

âíåøíåé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðî-

ñòðàíñòâî íàä ïîëåì k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f, g, h ∈ L(V, V ′), α, β, 1 ∈ k. Äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ 7 àêñèîì ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà, à èìåííî

1. f + g = g + f ;

2. f + (g + h) = (f + g) + h;

3. (∀ f, g) (∃ h) g + h = f ;

4. α(f + g) = αf + αg;

5. (α+ β)f = αf + βf ;
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6. (αβ)f = α(βf) = β(αf);

7. 1 · f = f .

Ïðîâåðèì íåêîòîðûå èç íèõ.

1) Èìååì (∀ a ∈ V ) (f+g)(a) = f(a)+g(a) = g(a)+f(a) = (g+f)(a).

Ñëåäîâàòåëüíî, f + g = g + f .

3) Èìååì f, g ∈ L(V, V ′). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå h : V → V ′, îïðå-

äåëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì (∀ a ∈ V ) h(a) = f(a) − g(a). Ëåãêî ïî-

êàçàòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëèíåéíîñòè, ñëåäî-

âàòåëüíî, h ∈ L(V, V ′). Ïîäñ÷èòàåì (∀ a ∈ V ) (g+h)(a) = g(a)+h(a) =

= g(a) + (f(a)− g(a)) = f(a). Ñëåäîâàòåëüíî, g + h = f .

Ïóñòü V, V ′, V ′′ � òðè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k, ïóñòü

f ∈ L(V, V ′), φ ∈ L(V ′, V ′′). Òîãäà ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êîìïîçèöèþ

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ φ ◦ f : V → V ′′, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì (φ ◦ f)(a) = φ(f(a)). Ýòó êîìïîçèöèþ φ ◦ f áóäåì îáîçíà÷àòü

φf .

Ïîêàæåì, ÷òî φf åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð èç ïðîñòðàíñòâà V â V ′′.

Äåéñòâèòåëüíî, φf(αa + βb) = φ(f(αa + βb)) = φ(αf(a) + βf(b)) =

= αφ(f(a)) + βφ(f(b)) = α(φf)(a) + β(φf)(b). Ñëåäîâàòåëüíî, φf ∈
∈ L(V, V ′′).

ÒÅÎÐÅÌÀ 9.1.2. Ïóñòü f, g ∈ L(V, V ′), φ, ψ ∈ L(V ′, V ′′), h ∈
L(V ′′, V ′′′), α ∈ k. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1. φ(f + g) = φf + φg;

2. (φ+ ψ)f = φf + ψf ;

3. h(φf) = (hφ)f ;

4. α(φf) = (αφ)f = φ(αf).
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Ïóñòü f, g, φ, ψ, h ∈ L(V, V ), òî åñòü ýòî ëèíåéíûå îïåðàòîðû èç ëè-

íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V â ñåáÿ.

Îïðåäåëåíèå 9.1.4. Ëèíåéíûé îïåðàòîð èç V â V íàçûâàåòñÿ ýíäîìîð-

ôèçìîì.

Íà ìíîæåñòâå L(V, V ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òðåòüþ àëãåáðàè÷åñêóþ

îïåðàöèþ � âíóòðåííåå óìíîæåíèå. Åñëè f, φ ∈ L(V, V ), òî ïîëàãàþò

φf = φ ◦ f : V → V , φf ∈ L(V, V ). Äëÿ ýòîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ

îïåðàòîðîâ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ 1)� 4) òåîðåìû 9.1.2.

ÒÅÎÐÅÌÀ 9.1.3. Ìíîæåñòâî L(V, V ), ðàññìîòðåííîå âìåñòå ñ îïðå-

äåëåííûìè íà íåì òðåìÿ àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè: âíóòðåííèìè

ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì è âíåøíèì óìíîæåíèåì, îáðàçóåò àëãåáðó

íàä ïîëåì k.

Òåîðåìà 9.1.3 îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàöèè â ìíîæåñòâå L(V, V ) óäîâëåòâî-

ðÿþò ñëåäóþùèì 10 àêñèîìàì:

1)�7) � àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà;

8) f(g + h) = fg + fh, (f + g)h = fh+ gh;

9) f(gh) = (fg)h;

10) α(fg) = (αf)g = f(αg).

Êàê è âñÿêàÿ àëãåáðà, àëãåáðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ åñòü ñîåäèíåíèå

äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð: ñòðóêòóðû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà (àê-

ñèîìû 1)�7)) è ñòðóêòóðû êîëüöà (àêñèîìû 1)�3) è 8)�9)). Ýòè ñòðóêòóðû

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñâîéñòâîì 10).

Â äàëüøåéøåì, ìíîæåñòâî L(V, V ) áóäåì îáîçíà÷àòü L(V ).

Ïðèìåðû:

1) Íóëåâîé ëèíåéíûé îïåðàòîð èç L(V ). Îí îáîçíà÷àåòñÿ 0V . Îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (∀ a ∈ V ) 0V (a) = 0. ßñíî, ÷òî

(∀ f ∈ L(V )) f + 0V = f.
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2) Òîæäåñòâåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð èç L(V ). Îáîçíà÷àåòñÿ 1V .

Îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (∀ a ∈ V ) 1V (a) = a. ßñíî, ÷òî

(∀ f ∈ L(V )) 1V · f = f · 1V = f.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â àëãåáðå L(V ) åñòü åäèíèöà.

9.2 Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì

ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

Çäåñü ìû ïîëó÷èì îáîçðåíèå âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ àëãåáðû L(V ),

ãäå dim V = n.

ÒÅÎÐÅÌÀ 9.2.1. Ïóñòü e1, e2, . . . , en � áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà V . Ïóñòü V ′ � äðóãîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k è

a′1, a
′
2, . . . , a

′
n � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ èç V ′. Òîãäà ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð f ∈ L(V, V ′), ïåðåâîäÿùèé áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà V â çàäàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V ′, òî

åñòü

(∀ 1 6 i 6 n) f(ei) = a′i.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åäèíñòâåííîñòü.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð f ∈ L(V, V ′) òàêîé, ÷òî (∀ 1 6
6 i 6 n) f(ei) = a′i. Ëþáîé âåêòîð a ∈ V ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

a =
n∑

i=1

αiei. Òîãäà

f(a) = f

(
n∑

i=1

αiei

)
=

n∑
i=1

αif(ei) =
n∑

i=1

αia
′
i.

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãîé ëèíåéíûé îïåðàòîð f1 ∈ L(V, V ′), óäî-

âëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (∀ 1 6 i 6 n) f1(ei) = a′i. Òîãäà

f1(a) = f1

(
n∑

i=1

αiei

)
=

n∑
i=1

αif1(ei) =
n∑

i=1

αia
′
i = f(a).
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Ñëåäîâàòåëüíî f1 = f .

2) Ñóùåñòâîâàíèå.

Ïóñòü a ∈ V . Òîãäà a =
n∑

i=1

αiei. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : V → V ′

ñëåäóþùèì îáðàçîì

f(a) =
n∑

i=1

αia
′
i.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëèíåéíîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü b ∈ V , b =
n∑

i=1

βiei. Òîãäà

f(b) =
n∑

i=1

βia
′
i.

f(a+ b) = f

(
n∑

i=1

(αi + βi)ei

)
=

n∑
i=1

(αi + βi)a
′
i =

=
n∑

i=1

αia
′
i +

n∑
i=1

βia
′
i = f(a) + f(b).

Åùå ïðîùå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f(αa) = αf(a), ãäå α ∈ k. Òàêèì îáðàçîì,

îòîáðàæåíèå f ∈ L(V, V ′). Íàêîíåö, (∀ 1 6 i 6 1) f(ei) = f(0·e1+. . .+
+ 1 · ei + . . .+ 0 · en) = 0 · a′i + . . .+ 1 · a′i + . . .+ 0 · a′n = a′i.

Ñëåäñòâèå 9.2.1.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð èç V â V ′ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-

åòñÿ îáðàçàìè áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V .

Ýòî âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 9.2.1.

Ñëåäñòâèå 9.2.1.2. Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç V â V ′ íàõîäèò-

ñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì óïîðÿäî÷åííûõ

ñèñòåì èç n-âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V .

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k, dim V = n,

e1, e2, . . . , en � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Ïóñòü, äàëåå, f ∈ L(V ), ïî ñëåä-

ñòâèþ èç òåîðåìû 9.2.1, ýòîò îïåðàòîð åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿ-

åòñÿ îáðàçàìè áàçèñíûõ âåêòîðîâ f(e1), f(e2), . . . , f(en) ∈ V . Ðàçëîæèì
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ýòè îáðàçû ïî áàçèñó ïðîñòðàíñòâà V , ïîëó÷èì

f(e1) = α11e1 + α12e2 + . . .+ α1nen;

f(e2) = α21e1 + α22e2 + . . .+ α2nen;

. . .

f(en) = αn1e1 + αn2e2 + . . .+ αnnen.

(9.1)

Îïðåäåëåíèå 9.2.1. Ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f ∈ L(V ) îòíî-

ñèòåëüíî áàçèñà e1, e2, . . . , en íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê

ìàòðèöå, ñîñòàâëåííîé èç êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîãî âûðàæåíèÿ îáðàçîâ

áàçèñíûõ âåêòîðîâ ÷åðåç ýòîò áàçèñ.

Af |ẽ =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn


T

=


α11 α21 . . . αn1

α12 α22 . . . αn2

. . . . . . . . . . . .

α1n α2n . . . αnn

 .

Îïðåäåëåíèå 9.2.2. Ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f ∈ L(V ) îòíîñè-

òåëüíî áàçèñà e1, e2, . . . , en íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿ-

þòñÿ êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû âåêòîðîâ f(e1), f(e2), . . . , f(en) îòíîñèòåëü-

íî áàçèñà ẽ, òî åñòü

Af |ẽ = (f̌(e1)|ẽ, f̌(e2)|ẽ, . . . , f̌(en)|ẽ).

Îïðåäåëåíèå 9.2.3. Åñëè îáîçíà÷èòü

ẽ =


e1

e2

. . .

en

 è f(ẽ) =


f(e1)

f(e2)

. . .

f(en)

 ,

òî ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f îòíîñèòåëüíî áàçèñà ẽ íàçûâàåòñÿ

ìàòðèöà Af , îïðåäåëÿåìàÿ èç ðàâåíñòâà

f(ẽ) = AT
f ẽ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 9.2.2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì áàçèñå ẽ ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà V , dim V = n, îòîáðàæåíèå σ : L(V ) →M(n, k), ñîïîñòàâëÿþùåå

ëèíåéíîìó îïåðàòîðó f åãî ìàòðèöó îòíîñèòåëüíî áàçèñà ẽ (f → Af |ẽ),

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àëãåáðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ L(V ) íà àëãåáðó

êâàäðàòíûõ ìàòðèö n-ãî ïîðÿäêà M(n, k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóòü ẽ íåêîòîðûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Ðàññìîòðèì

îòîáðàæåíèå σ : L(V ) → M(n, k), σ(f) = Af , ãäå Af � ìàòðèöà ëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà f îòíîñèòåëüíî áàçèñà ẽ. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

1) Èíúåêòèâíîñòü σ.

Ïóñòü σ(f) = σ(g), ãäå f, g ∈ L(V ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Af = Ag ⇒
⇒ AT

f = AT
g ⇒ AT

f ẽ = AT
g ẽ ⇒ f(ẽ) = g(ẽ). Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî îáðàçû

áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà V ñîâïàäàþò. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ èç

òåîðåìû 9.2.1 ñëåäóåò, ÷òî f = g.

2) Ñþðúåêòèâíîñòü σ.

Ïóñòü A ∈M(n, k). Ïîñòðîèì n âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V òàê, ÷òîáû

êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû ýòèõ âåêòîðîâ îòíîñèòåëüíî áàçèñà ẽ ñîâïàäàëè

ñî ñòîëáöàìè ìàòðèöû A. Òîãäà ïî òåîðåìå 9.2.1 ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé

îïåðàòîð f ∈ L(V ), ïåðåâîäÿùèé áàçèñ ẽ â ïîñòðîåííûå íàìè âåêòîðû.

Ïî ïîñòðîåíèþ áóäåì èìåòü f(ẽ) = AT ẽ. Îòñþäà âèäíî, åñëè ñðàâíèâàòü

ñ îïðåäåëåíèåì 9.2.3, ÷òî AT = AT
f . Òàêèì îáðàçîì, σ(f) = Af = A.

3) Ñîõðàíåíèå îïåðàöèé.

Ïóñòü f, g ∈ L(V ) è Af , Ag � ìàòðèöû ýòèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

îòíîñèòåëüíî áàçèñà ẽ. Òîãäà f(ẽ) = AT
f ẽ, g(ẽ) = AT

g ẽ.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ñóììû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ f + g íà áàçèñíûå

âåêòîðû. Ñ îäíîé ñòîðîíû, (f + g)(ẽ) = AT
f+gẽ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (f+g)(ẽ) = f(ẽ)+g(ẽ) = AT
f ẽ+A

T
g ẽ = (AT

f +A
T
g )ẽ =

= (Af + Ag)
T ẽ.

Îòñþäà, AT
f+g = (Af + Ag)

T ⇒ Af+g = Af + Ag. Òàêèì îáðàçîì, ìàò-
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ðèöà ñóììû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ðàâíà ñóììå ìàòðèö ýòèõ îïåðàòîðîâ.

Ñëåäîâàòåëüíî

σ(f + g) = Af+g = Af + Ag = σ(f) + σ(g),

òî åñòü îòîáðàæåíèå σ ñîõðàíÿåò âíóòðåííåå ñëîæåíèå.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ fg íà áà-

çèñíûå âåêòîðû. Ñ îäíîé ñòîðîíû, (fg)(ẽ) = AT
fgẽ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (fg)(ẽ) = f(g(ẽ)) = f(AT
g ẽ) = AT

g f(ẽ) =

= AT
g (A

T
f ẽ) = (AT

gA
T
f )ẽ = (AfAg)

T ẽ.

Îòñþäà, AT
fg = (AfAg)

T ⇒ Afg = AfAg, òî åñòü ìàòðèöà ïðîèçâåäå-

íèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö ýòèõ îïåðàòîðîâ.

Ñëåäîâàòåëüíî

σ(fg) = Afg = AfAg = σ(f)σ(g),

òî åñòü îòîáðàæåíèå σ ñîõðàíÿåò âíóòðåííåå óìíîæåíèå.

Íàêîíåö, ñîâñåì ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Aαf = αAf ⇒ σ(αf) =

= ασ(f), ãäå α ∈ k.

Ïðåäëîæåíèå 9.2.1. Êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö îáðàçà âåêòîðà ïðè äåé-

ñòâèè ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ðàâåí êîîðäèíàòíîìó ñòîëáöó ýòîãî âåê-

òîðà, óìíîæåííîìó ñëåâà íà ìàòðèöó ýòîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, òî

åñòü

ˇf(a) = Af ǎ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîð a = ǎT ẽ. Ñ îäíîé ñòîðîíû,

f(a) = ˇf(a)
T
ẽ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f(a) = f(ǎT ẽ) = ǎTf(ẽ) = ǎT (AT

f ẽ) =

= (ǎTAT
f )ẽ = (Af ǎ)

T ẽ. Èìååì, ˇf(a)
T
= (Af ǎ)

T ⇒ ˇf(a) = Af ǎ.

Îïðåäåëåíèå 9.2.4. Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ ïîäîáíîé ìàòðèöå A (B ∼
A) íàä ïîëåì k, åñëè ñóùåñòâóåò íå îñîáåííàÿ ìàòðèöà Q ñ ýëåìåíòàìè

èç ïîëÿ k òàêàÿ, ÷òî

B = Q−1AQ.
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Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà B ïîëó÷åíà òðàíñôîðìèðîâàíèåì ìàò-

ðèöû A ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Q, èëè ìàòðèöà B ïðåîáðàçîâàíà èç ìàò-

ðèöû A ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Q.

Çàìå÷àíèå 9.2.1. Åñëè ìàòðèöû B è A ïîäîáíû, òî îíè äîëæíû áûòü

êâàäðàòíûìè îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 9.2.2. Îòíîøåíèå ïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-

âèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M(n, k).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðåôëåêñèâíîñòü.

Èìååì A = E−1AE, òîãäà A ∼ A, ðîëü ìàòðèöû Q èãðàåò åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà.

2) Ñèììåòðè÷íîñòü.

Ïóñòü B ∼ A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (∃ Q, |Q| ̸= 0) B = Q−1AQ ⇒
⇒ QBQ−1 = Q(Q−1AQ)Q−1 ⇒ QBQ−1 = A ⇒ A = (Q−1)−1BQ−1 ⇒
⇒ A ∼ B, ðîëü ìàòðèöû Q èãðàåò Q−1.

3) Òðàíçèòèâíîñòü.

Ïóñòü C ∼ B, B ∼ A, òîãäà (∃ R, |R| ̸= 0) C = R−1BR, è

(∃ Q, |Q| ̸= 0) B = Q−1AQ. Ñëåäîâàòåëüíî C = R−1(Q−1AQ)R =

= (QR)−1A(QR) ⇒ C ∼ A, ðîëü ìàòðèöû Q èãðàåò QR.

ÒÅÎÐÅÌÀ 9.2.3. Ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f

â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ ïîäîáíû. Ïðè ýòîì ìàòðèöà Af |ũ ïîëó÷àåòñÿ èç

ìàòðèöû Af |ẽ òðàíñôîðìèðîâàíèåì ïðè ïîìîùè ìàòðèöû ïåðåõîäà îò

áàçèñà ẽ ê áàçèñó ũ, òî åñòü

Af |ũ = Q−1Af |ẽQ,

ãäå Q � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ẽ ê ũ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dim V = n, ẽ è ũ � äâà áàçèñà ïðîñòðàíñòâà

V , f ∈ L(V ), Af |ẽ è Af |ũ � ìàòðèöû îïåðàòîðà f îòíîñèòåëüíî ẽ è ũ
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ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

f(ẽ) = AT
f |ẽ ẽ, f(ũ) = AT

f |ũũ.

Ïóñòü, íàêîíåö, Q � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ẽ ê ũ, òî åñòü ũ = QT ẽ. Ñ

îäíîé ñòîðîíû, f(ũ) = f(QT ẽ) = QTf(ẽ) = QT (AT
f |ẽ ẽ) = (QTAT

f |ẽ)ẽ =

= (Af |ẽQ)
T ẽ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f(ũ) = AT

f |ũũ = AT
f |ũ(Q

T ẽ) =

= (AT
f |ũQ

T )ẽ = (QAf |ũ)
T ẽ. Òàêèì îáðàçîì, (Af |ẽQ)

T = (QAf |ũ)
T ⇒

⇒ QAf |ũ = Af |ẽQ⇒ Af |ũ = Q−1Af |ẽQ.

Ñëåäñòâèå 9.2.3.1. Åñëè Af � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f îòíîñè-

òåëüíî áàçèñà ẽ è B ∼ Af , òî ìàòðèöó B ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî äðóãîãî áàçè-

ñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê B ∼ Af , òî (∃ Q, |Q| ̸=
̸= 0) B = Q−1AfQ. Ðàññìîòðèì íîâûé áàçèñ ũ = QT ẽ. Òàê êàê Q �

íå îñîáåííàÿ ìàòðèöà, òî ũ áóäåò íîâûì áàçèñîì. Ïî òåîðåìå 9.2.3 èìå-

åì Af |ũ = Q−1AfQ = B.

9.3 Ðàíã è äåôåêò ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Ïóñòü V è V ′ � äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k, ïóñòü f ∈
∈ L(V, V ′).

Îïðåäåëåíèå 9.3.1. Îáðàçîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f (Im f) íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî îáðàçîâ âñåõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà V . ßäðîì ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà f (Ker f) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òåõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà

V , êîòîðûå ïðè îòîáðàæåíèè f ïåðåâîäÿòñÿ â íîëü ïðîñòðàíñòâà V ′.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî

Im f = {f(a)| a ∈ V } , Ker f = {a ∈ V | f(a) = 0} .
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Ïðåäëîæåíèå 9.3.1. ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f ∈ L(V, V ′)

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâ V è V ′ ñîîò-

âåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, (∀ α, β ∈ k, a, b ∈ Ker f) èìååì

f(αa+ βb) = αf(a) + βf(b) = α · 0 + β · 0 = 0 ⇒ αa+ βb ∈ Ker f.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîKer f ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàí-

ñòâà V , ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ åãî ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü a′, b′ ∈ Imf . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (∃ a, b ∈ V ) f(a) = a′, f(b) = b′.

Òîãäà (∀ α, β ∈ k, a′, b′ ∈ Im f) èìååì

αa′ + βb′ = αf(a) + βf(b) = f(αa+ βb) ∈ Im f.

Îòñþäà Im f ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà V ′,

ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ åãî ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 9.3.2. Åñëè V � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

è f ∈ L(V, V ′), òî ÿäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f ÿâëÿþòñÿ êî-

íå÷íîìåðíûìè ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê V êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðî-

ñòðàíñòâî, òî è ëþáîå åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, â ÷àñòíîñòè Ker f , òàê æå

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì.

Ïåðåéäåì ê îáðàçó Im f . Ïóñòü e1, e2, . . . , en � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V .

Òîãäà V =

{
n∑

i=1

αiei

∣∣∣∣αi ∈ k

}
. Òîãäà

Im f = f(V ) =

{
n∑

i=1

αif(ei)

}
= L({f(e1), . . . , f(en)}).

Íî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà, ïîðîæäåííàÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì âåêòîðîâ, ÿâëÿ-

åòñÿ êîíå÷íîìåðíîé è ïðè ýòîì

dim L({f(e1), . . . , f(en)}) = rang {f(e1), . . . , f(en)} .
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Ñëåäîâàòåëüíî, Im f ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàí-

ñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 9.3.2. Åñëè V � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

è f ∈ L(V, V ′), òî ðàíãîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f r(f) íàçûâàåòñÿ ðàç-

ìåðíîñòü åãî îáðàçà, à äåôåêòîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f d(f) íàçûâàåòñÿ

ðàçìåðíîñòü åãî ÿäðà.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî r(f) = dim Im f , à d(f) =

= dim Ker f .

Ñëåäñòâèå. r(f) = r {f(e1), . . . , f(en)} .

Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ L(V ), òî ðàíã ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f ðàâåí ðàíãó

ìàòðèöû ýòîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà îòíîñèòåëüíî ëþáîãî áàçèñà, òî åñòü

r(f) = r(Af).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ èìååì

r(f) = r {f(e1), . . . , f(en)}. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé èçîìîðôèçì σ :

V → kn îòíîñèòåëüíî áàçèñà ẽ. Òîãäà (∀ a ∈ V ) σ(a) = ǎ|ẽ. Ïðè èçî-

ìîðôèçìå ðàíã ñèñòåìû âåêòîðîâ íå èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó

r {f(e1), . . . , f(en)} = r
{
f̌(e1)|ẽ, . . . , f̌(en)|ẽ

}
= r

{
Af |ẽ

}
.

ÒÅÎÐÅÌÀ 9.3.1 (î ðàíãå è äåôåêòå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà). Åñëè V �

êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, dim V = n, f ∈ L(V, V ′), òî

ñóììà ðàíãà è äåôåêòà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâà V , òî åñòü r(f) + d(f) = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå d = d(f) = dim Ker f . Ïóñòü

e1, e2, . . . , ed � áàçèñ Ker f . Äîïîëíèì ýòîò áàçèñ äî áàçèñà ïðîñòðàí-

ñòâà V , ïîëó÷èì e1, e2, . . . , ed, ed+1, . . . , en � áàçèñ V . Ïî ñëåäñòâèþ ê

ïðåäëîæåíèþ 9.3.2 èìååì

r(f) = r {f(e1), f(e2), . . . , f(ed), f(ed+1), . . . , f(en)} = r {f(ed+1), . . . , f(en)} .
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Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû f(ed+1), . . . , f(en) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû-

ìè. Ïóñòü

αd+1f(ed+1) + . . .+ αnf(en) = 0;

f(αd+1ed+1 + . . .+ αnen) = 0 ⇒ αd+1ed+1 + . . .+ αnen ∈ Ker f.

Ðàçëîæèì ýòîò ýëåìåíò ïî áàçèñó Ker f . Èìååì

αd+1ed+1 + . . .+ αnen = β1e1 + . . .+ βded;

−β1e1 − . . .− βded + αd+1ed+1 + . . .+ αnen = 0.

Òàê êàê e1, e2, . . . , en � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , òî β1 = . . . = βd = αd+1 =

= . . . = αn = 0. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû f(ed+1), . . . , f(en) ÿâëÿþòñÿ

ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Òîãäà r(f) = r {f(ed+1), . . . , f(en)} = n − d ⇒
⇒ r(f) + d(f) = n− d+ d = n.

9.4 Îáðàòèìîñòü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k. Ðàññìîòðèì àëãåáðó

L(V ). Â ýòîé àëãåáðå åñòü åäèíèöà, ðîëü åäèíèöû âûïîëíÿåò òîæäå-

ñòâåííûé îïåðàòîð 1V . Íàïîìíèì, ÷òî (∀ a ∈ V ) 1V (a) = a.

Îïðåäåëåíèå 9.4.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð f ∈ L(V ) íàçûâàåòñÿ îáðà-

òèìûì, åñëè îí îáðàòèì êàê ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû

êîëüöà L(V ), òî åñòü (∃ f−1 ∈ L(V )) ff−1 = f−1f = 1V .

ÒÅÎÐÅÌÀ 9.4.1 (êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà). Äëÿ

òîãî, ÷òîáû ëèíåéíûé îïåðàòîð f ∈ L(V ) áûë îáðàòèìûì íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí êàê îòîáðàæåíèå áûë áèåêòèâíûì. Äðóãèìè

ñëîâàìè, f � îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f � èçîìîðôèçì

èç V â V .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåîáõîäèìîñòü.
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Ïóñòü f ∈ L(V ) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì. Ïî îïðåäåëåíèþ 9.4.1 (∃ f−1 ∈
L(V )) ff−1 = f−1f = 1V . Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ïóñòü f(a) = f(b). Ïðèìåíèì ê ýòîìó ðàâåíñòâó îòîáðàæåíèå f−1, ïîëó-

÷èì f−1(f(a)) = f−1(f(b)) ⇒ (f−1f)(a) = (f−1f)(b) ⇒ 1V (a) = 1V (b) ⇒
⇒ a = b.

Ïóñòü b ∈ V . Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî (∃ a ∈ V ) f(a) = b. Ïîñòðîèì

ïî äàííîìó âåêòîðó b âåêòîð a = f−1(b). Òîãäà f(a) = f(f−1(b)) =

= (ff−1)(b) = 1V (b) = b, òî åñòü f ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

2) Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü a ∈ L(V ) è f ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Òîãäà (∃ f−1 : V → V )

ff−1 = ff−1 = 1V . Ýòî îòîáðàæåíèå f
−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Íàäî

ïîêàçàòü, ÷òî f−1 ∈ L(V ), òî åñòü f−1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëèíåéíî-

ñòè. Ïóñòü a′, b′ ∈ V ′, òîãäà (∃ a, b ∈ V ) f(a) = a′, f(b) = b′. Îòñþäà

f−1(a′) = a, f−1(b′) = b. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå α, β ∈ k, ñîñ÷èòàåì

f(αa+ βb) = αf(a) + βf(b) = αa′ + βb′ ⇒

⇒ f−1(αa′ + βb′) = αa+ βb = αf−1(a′) + βf−1(b′).

Îòîáðàæåíèå f−1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëèíåéíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî

f−1 ∈ L(V ).

9.5 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû è ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà

Ïóñòü k �îñíîâíîå ïîëå è k[λ] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò íåèçâåñòíîãî λ.

Îïðåäåëåíèå 9.5.1. λ-ìàòðèöåé (ìíîãî÷ëåííîé ìàòðèöåé) íàä ïîëåì

k íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû êîëüöà

k[λ], òî åñòü ìíîãî÷ëåíû îò λ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ k.

λ-ìàòðèöû ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü, óìíîæàòü íà ñêàëÿðû
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ïî òåì æå ïðàâèëàì, ÷òî è ñêàëÿðíûå ìàòðèöû. Ïóñòü òåïåðü A =

= (αij), αij ∈ k, i, j = 1, n. Òàêèå ìàòðèöû áóäåì íàçûâàòü ñêàëÿðíûìè.

Îïðåäåëåíèå 9.5.2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöåé äëÿ êâàäðàòíîé

ñêàëÿðíîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ λ-ìàòðèöà âèäà λE − A, òî åñòü

λE − A =


λ− α11 −α12 . . . −α1n

−α21 λ− α22 . . . −α2n

. . . . . . . . . . . .

−αn1 −αn2 . . . λ− αnn

 .

Îïðåäåëåíèå 9.5.3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ñêàëÿðíîé

ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü, ïîðîæäåííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

ìàòðèöåé äëÿ ìàòðèöû A.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

χA(λ) = |λE − A|.

Îïðåäåëåíèå 9.5.4. Ñëåäîì êâàäðàòíîé ñêàëÿðíîé ìàòðèöû A (Tr(A))

íàçûâàåòñÿ ñóììà ýëåìåíòîâ åå ãëàâíîé äèàãîíàëè. Íîðìîé ìàòðèöû A

(N(A)) íàçûâàåòñÿ åå îïðåäåëèòåëü.

Ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî

Tr(A) = α11 + α22 + . . .+ αnn, N(A) = |A|.

ßñíî, ÷òî Tr(αA+ βB) = αTr(A) + βTr(B); N(AB) = N(A) ·N(B).

ÒÅÎÐÅÌÀ 9.5.1 (î ñòðîåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà). Õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ ñêàëÿðíîé ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ íîð-

ìèðîâàííûì ìíîãî÷ëåíîì îò λ ñòåïåíè n, èìåþùèì ñëåäóþùèé âèä:

χA(λ) = λn − Tr(A)λn−1 + . . .+ (−1)nN(A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì,

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− α11 −α12 . . . −α1n

α21 λ− α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−αn1 −αn2 . . . λ− αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(λ− α11)(λ− α22) . . . (λ− αnn)︸ ︷︷ ︸
(∗)

+ åùå (n!− 1) ñëàãàåìûõ.

Â îñòàâøèõñÿ (n! − 1) ñëàãàåìûõ îòñóòñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå äâà

ýëåìåíòà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ïîýòîìó îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå ìîãóò äàòü

ñòåïåíü ó λ íå âûøå, ÷åì n− 2. Ñëàãàåìûå ñ λn è ñ λn−1 ïîëó÷àþòñÿ çà

ñ÷åò ïðîèçâåäåíèÿ (∗). Â ïðîèçâåäåíèå (∗) λn âõîäèò ñ êîýôôèöèåíòîì 1.

Êîýôôèöèåíò ïðè λn−1 ðàâåí −α11−α22− . . .−αnn = −Tr(A). Ïîëó÷àåì
χA(λ) = λn − Tr(A)λn−1 + αn−2λ

n−2 + . . . + α1λ + α0, ãäå α0 = χA(0) =

= |0 · E − A| = | − A| = (−1)n|A| = (−1)nN(A).

Îïðåäåëåíèå 9.5.5. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîðíÿìè (÷èñëàìè) ìàòðè-

öû A íàçûâàþòñÿ âñå n êîðíåé åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ëå-

æàùèå, âîîáùå ãîâîðÿ, â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè îñíîâíîãî ïîëÿ k.

Çàìå÷àíèå 9.5.1. Â ñàìîì îñíîâíîì ïîëå k ìîæåò âîîáùå íå áûòü õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèõ êîðíåé, èëè èõ ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì n.

Ïðèìåð: k = R,

A =

(
1 −2

1 −1

)
;

χA(λ) =

∣∣∣∣∣ λ− 1 2

−1 λ+ 1

∣∣∣∣∣ = λ2 − 1 + 2 = λ2 + 1.

χA(λ) = 0 ⇒ λ2 + 1 = 0 ⇒ λ1 = i, λ2 = −i. Âèäíî, ÷òî λ1, λ2 /∈
/∈ R, λ1, λ2 ∈ R = C. Â äàëüíåéøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ìàòðèöû

A áóäåì îáîçíà÷àòü λ1, λ2, . . . , λn.
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Ñëåäñòâèå 9.5.1.1. Ñóììà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíåé ìàòðèöû A ðàâíî

åå ñëåäó, à ïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíåé ðàâíî åå íîðìå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî âûòåêàåò èç òåîðåìû 9.5.1 è òåîðåìû Âèåòà. Äåé-

ñòâèòåëüíî,

λ1 + λ2 + . . .+ λn = −(−Tr(A)) = Tr(A),

λ1 · λ2 · . . . · λn = (−1)n · (−1)n ·N(A) = N(A).

Ñëåäñòâèå 9.5.1.2. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íå îñîáåííàÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âñå åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îòëè÷íû îò íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, |A| ̸= 0 ⇔ N(A) ̸= 0 ⇔ λ1 ·λ2 · . . . ·λn ̸=
̸= 0 ⇔ (∀ 1 6 i 6 n) λi ̸= 0.

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k è f ∈ L(V ).

Ïóñòü ẽ � áàçèñ V è Af |ẽ � ìàòðèöà f îòíîñèòåëüíî áàçèñà ẽ. Òàê êàê

ýòà ìàòðèöà çàâèñèò îò áàçèñà, òî ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû

äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íå ââîäèòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 9.5.1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ïîäîáíûõ ìàò-

ðèö ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B ∼ A, òî åñòü (∃ Q, |Q| ̸= 0) B = Q−1AQ.

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû B. χB(λ) = |λE −
− B| = |λE − Q−1AQ| = |Q−1(λE)Q − Q−1AQ| = |Q−1(λE − A)Q| =
= |Q−1||λE − A||Q| = |λE − A| = χA(λ).

Ñëåäñòâèå. Ñëåäû è íîðìû ïîäîáíûõ ìàòðèö ðàâíû.

Ñëåäñòâèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðà-

òîðà íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ñòðîèëàñü ìàò-

ðèöà îïåðàòîðà, à çàâèñèò òîëüêî îò ñàìîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.
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Îïðåäåëåíèå 9.5.6. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ëèíåéíîãî îïå-

ðàòîðà íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû ýòîãî ëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà îòíîñèòåëüíî ëþáîãî áàçèñà.

Îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f ÷å-

ðåç χf(λ). Òîãäà χf(λ) = χAf
(λ).

Îïðåäåëåíèå 9.5.7. Ñëåäîì Tr(f) è íîðìîé N(f) ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

f íàçûâàåòñÿ ñëåä è íîðìà ìàòðèöû ýòîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà îòíîñè-

òåëüíî ëþáîãî áàçèñà.

Îïðåäåëåíèå 9.5.8. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîðíÿìè ëèíåéíîãî îïåðà-

òîðà íàçûâàþòñÿ âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ýòîãî ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà, ëåæàùèå, â îáùåì ñëó÷àå, â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêà-

íèè îñíîâíîãî ïîëÿ.

9.6 Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è ìàòðèöû

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k, f ∈ L(V ). Ïóñòü V ′ �

ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V . Â îáùåì ñëó÷àå f(V ′) ⊂ V ,

íî ìîæåò áûòü òàê, ÷òî f(V ′) ⊂ V ′.

Îïðåäåëåíèå 9.6.1. Ïîäïðîñòðàíñòâî V ′ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íà-

çûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f ∈ L(V ),

åñëè f(V ′) ⊂ V ′, òî åñòü ëþáîé âåêòîð èç ïîäïðîñòðàíñòâà V ′ ïåðåõîäèò

â âåêòîð òîãî æå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Çàéìåìñÿ èçó÷åíèåì îäíîìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü V ′ � îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Âîçüìåì ëþáîé

âåêòîð a ∈ V ′, a ̸= 0. Òàê êàê dim V ′ = 1, òî âåêòîð a ìîæíî âçÿòü â

êà÷åñòâå áàçèñà V ′ è òîãäà V ′ = {αa|α ∈ k}. f(a) áóäåò ïðèíàäëåæàòü

V ′, òàê êàê V ′ èíâàðèàíòíî. Òîãäà f(a) = αa, a ̸= 0, α ∈ k.



46 Ãëàâà 9. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

Îáðàòíî, ïóñòü V ′ � îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è a ̸= 0,

a ∈ V ′, f(a) = αa, ãäå α ∈ k. Òàê êàê V ′ � îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî,

òî a ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå áàçèñà V ′. Ïîýòîìó V ′ = {βa|β ∈ k}. Ñîñ÷è-
òàåì f(βa) = βf(a) = β(αa) = (βα)a ∈ V ′. Òàêèì îáðàçîì f(V ′) ⊂ V ′,

òî åñòü V ′ � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òàêèì îáðàçîì èçó÷åíèå îä-

íîìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðèâîäèò íàñ ê èçó÷åíèþ íåíó-

ëåâûõ âåêòîðîâ a ∈ V ′, äëÿ êîòîðûõ f(a) = αa, ãäå α ∈ k.

Îïðåäåëåíèå 9.6.2. Ñêàëÿð α íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà f ∈ L(V ), åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð a ∈ V

òàêîé, ÷òî f(a) = αa. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð a íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì

âåêòîðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f , ïðèíàäëåæàùèì ñêàëÿðó α.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî α è a åñòü ïðèíàäëåæàùèå äðóã äðóãó

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ñîáñòâåííûé âåêòîð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f .

Îïðåäåëåíèå 9.6.3. Ãîâîðÿò, ÷òî ñêàëÿð α è íåíóëåâîé ñòîëáåö X ̸= 0

èç kn åñòü ïðèíàäëåæàùèå äðóã äðóãó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ñîáñòâåí-

íûé âåêòîð ìàòðèöû A ∈M(n, k), åñëè AX = αX .

Ïðåäëîæåíèå 9.6.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñêàëÿð α è âåêòîð a ∈ V áûëè

ïðèíàäëåæàùèìè äðóã äðóãó ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì è ñîáñòâåííûì

âåêòîðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà V íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû α è êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö

ǎ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî áàçèñà áûëè ïðèíàäëåæàùèìè äðóã äðóãó

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì è ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû Af ýòîãî

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà îòíîñèòåëüíî òîãî æå áàçèñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f(a) = αa, ãäå a ̸= 0 è α ∈ k,

òîãäà f(a) = αa⇔ ˇf(a) = α̌a⇔ Af ǎ = αǎ. Ïðè÷åì ǎ ̸= 0 ⇔ a ̸= 0.

ÒÅÎÐÅÌÀ 9.6.1 (êðèòåðèé ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû

ñêàëÿð α áûë ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A (ëèíåéíîãî îïåðàòî-

ðà êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû α
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áûë õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîðíåì ìàòðèöû A (ëèíåéíîãî îïåðàòîðà),

ëåæàùèì â îñíîâíîì ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü α ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A, ýòî îçíà÷àåò,

÷òî

AX = αX, (9.2)

ãäå X ̸= 0 è X ∈ kn. Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (9.2):

αEX − AX = 0,

(αE − A)X = 0. (9.3)

Íà ðàâåíñòâî (9.3) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà îäíîðîäíóþ ñèñòåìó n-

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Ýòà ñèñòåìà çàïèñàíà â ìàò-

ðè÷íîì âèäå. Âèäíî, ÷òî íåíóëåâûì ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

ñòîëáåö X ∈ kn, X ̸= 0. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ èç êðèòåðèÿ íàëè÷èÿ íåíó-

ëåâîãî ðåøåíèÿ ÎÑËÓ ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (9.3) äîëæåí

áûòü ðàâåí íóëþ, òî åñòü |αE − A| = 0. Òàêèì îáðàçîì χA(α) = 0, ñëå-

äîâàòåëüíî α ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîðíåì ìàòðèöû A è α ∈ k.

2) Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü α ∈ k è α ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîðíåì ìàòðèöû A.

Òîãäà χA(α) = 0, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |αE−A| = 0. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ

ñèñòåìó n-ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè (9.3)

(αE − α)X = 0,

ãäå X � ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ. Ïî ñëåäñòâèþ èç êðèòåðèÿ íàëè÷èÿ íåíó-

ëåâîãî ðåøåíèÿ ÎÑËÓ ñëåäóåò, ÷òî ýòà ñèñòåìà (9.3) èìååò íåíóëåâîå

ðåøåíèå X ̸= 0. Ýòî íåíóëåâîå ðåøåíèå X ∈ kn, òàê êàê ýëåìåíòû ìàò-

ðèöû (αE − A) ïðèíàäëåæàò ïîëþ k. Ïîäñòàâèâ ýòî íåíóëåâîå ðåøåíèå

â ñèñòåìó (9.3) ïîëó÷èì òîæäåñòâî. Áóäåì èìåòü αEX − AX = 0, òî

åñòü AX = αX, ãäå X ̸= 0 è X ∈ kn. Ïî îïðåäåëåíèþ 9.6.2 âèäíî, ÷òî α

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A.
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Ñëåäñòâèå 9.6.1.1. Åñëè îñíîâíîå ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî âñå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ñîâïàäàþò ñ åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè

êîðíÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 9.6.2. Âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

(ìàòðèöû), ïðèíàäëåæàùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ α âìåñòå ñ íóëå-

âûì âåêòîðîì îáðàçóþò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V

(êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà kn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëè-

íåéíîãî îïåðàòîðà f ∈ L(V ). Ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïå-

ðàòîðà f , ïðèíàäëåæàùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ α âìåñòå ñ íåíóëåâûì

âåêòîðîì, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(a) = αa.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç

Vα = {a ∈ V | f(a) = αa} .

Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî Vα � óñòîé÷èâîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà V . Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî

(∀ β, γ ∈ k, a, b ∈ Vα) βa+ γb ∈ Vα.

Ïîäñ÷èòàåì f(βa + γb) = βf(a) + γf(b) = β(αa) + γ(αb) = α(βa + γb).

Ñëåäîâàòåëüíî βa+ γb ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ f(a) = αa, òî åñòü

βa + γb ∈ Vα. Òàêèì îáðàçîì Vα ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïîäìíîæåñòâîì

ïðîñòðàíñòâà V , à ñëåäîâàòåëüíî, åãî ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 9.6.4. Åñëè α � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëèíåéíîãî îïåðàòî-

ðà f ∈ L(V ), òî Vα íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îïåðàòîðà

f , ïðèíàäëåæàùèì ñêàëÿðó α.

ÒÅÎÐÅÌÀ 9.6.2 (î ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷-

íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì). Ïóñòü α1, α2, . . . , αs ïîïàðíî ðàçëè÷íûå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f ∈ L(V ) è â êàæäîì ñîá-

ñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå Vαi
âûáðàíà ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà
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âåêòîðîâ a
(i)
1 , a

(i)
2 , . . . , a

(i)
ni . Òîãäà îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûõ ñèñòåì âåêòîðîâ
{
a
(i)
j

}
, ãäå j = 1, ni, i = 1, s, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî

íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè ïî s.

Åñëè s = 1, òî èç ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Vα1
âûáðàíà ñèñòåìà

âåêòîðîâ: a
(1)
1 , a

(1)
2 , . . . , a

(1)
n1 , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íå çàâèñèìîé ïî

óñëîâèþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ s − 1 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû äëÿ s ïîïàðíî

ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Èìååì ñèñòåìó âåêòîðîâ
{
a
(i)
j

}
, ãäå j = 1, ni, i = 1, s. Íàäî ïîêàçàòü

åå ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü. Ïóñòü

s∑
i=1

ni∑
j=1

γija
(i)
j = 0. (9.4)

Ïîäåéñòâóåì íà ðàâåíñòâî (9.4) îïåðàòîðîì f . Ïîëó÷èì

f

(
s∑

i=1

ni∑
j=1

γija
(i)
j

)
= f(0);

s∑
i=1

ni∑
j=1

γijf(a
(i)
j ) = 0,

íî f(a
(i)
j ) = αia

(i)
j , òî åñòü

s∑
i=1

ni∑
j=1

γijαia
(i)
j = 0. (9.5)

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (9.4) íà αs è âû÷òåì èç íåãî ðàâåíñòâî (9.5). Ïîëó-

÷èì
s∑

i=1

ni∑
j=1

γij(αs − αi)a
(i)
j = 0.
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Åñëè i = s, òî αs − αi = 0 è ïîýòîìó

s−1∑
i=1

ni∑
j=1

γij(αs − αi)a
(i)
j = 0.

Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñèñòåìà
{
a
(i)
j

}
, ãäå j = 1, ni, i = 1, s− 1

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé. Ïîýòîìó èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäó-

åò, ÷òî γij(αs − αi) = 0, j = 1, ni, i = 1, s− 1. Íî αs − αi ̸= 0, ñëåäîâà-

òåëüíî

γij = 0, j = 1, ni, i = 1, s− 1. (9.6)

Ïîäñòàâèì ðàâåíñòâî (9.6) â ðàâåíñòâî (9.4). Ïîëó÷èì

ns∑
j=1

γsja
(s)
j = 0.

Íî ñèñòåìà âåêòîðîâ a
(s)
1 , a

(s)
2 , . . . , a

(s)
ns , êîòîðûå ïðèíàäëåæàò Vαs

, âçÿòà

ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ïî óñëîâèþ, òîãäà èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò,

÷òî

γsj = 0, j = 1, ns. (9.7)

Îáúåäèíåíèå ðàâåíñòâ (9.6) è (9.5) îçíà÷àåò, ÷òî γij = 0 ïðè j = 1, ni,

i = 1, s. Ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìà âåêòîðîâ
{
aij
}
, j = 1, ni, i = 1, s ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü α1, α2, . . . , αs ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f ∈ L(V ) è a1, a2, . . . , as � ñîáñòâåííûå âåê-

òîðû îïåðàòîðà f , ïðèíàäëåæàùèå ñîîòâåòñòâåííî, ýòèì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì. Òîãäà ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , as ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçà-

âèñèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 9.6.2, êîãäà èç êàæ-

äîãî ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà âûáèðàåòñÿ ïî îäíîìó íåíóëåâîìó

âåêòîðó (n1 = n2 = . . . = ns = 1 è a
(i)
1 = ai).
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Îïðåäåëåíèå 9.6.5. Ëèíåéíûé îïåðàòîð f ∈ L(V ) íàçûâàåòñÿ äèàãî-

íàëèçèðóåìûì, åñëè â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà f , òî åñòü ñóùåñòâóåò a1, a2, . . . , an �

áàçèñ V òàêîé, ÷òî (∀ 1 6 i 6 n) f(ai) = αiai.

ßñíî, ÷òî

Af |ã =


α1 0 . . . 0

0 α2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . αn

 .

Îïðåäåëåíèå 9.6.6. Ëèíåéíûé îïåðàòîð f ∈ L(V ) íàçûâàåòñÿ äèàãî-

íàëèçèðóåìûì, åñëè â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò áàçèñ, îòíîñèòåëüíî

êîòîðîãî ìàòðèöà ýòîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f èìååò äèàãîíàëüíûé âèä.

Ýòîò áàçèñ íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëèçèðóþùèì.

Ïðåäëîæåíèå 9.6.3 (ïåðâûé êðèòåðèé äèàãîíàëèçèðóåìîñòè). Åñëè

α1, α2, . . . , αs � âñå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíî-

ãî îïåðàòîðà f ∈ L(V ), òî îïåðàòîð f ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåìûì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

dim Vα1
+ dim Vα2

+ . . .+ dim Vαs
= dim V.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñóììà ðàçìåðíîñòåé

s∑
i=1

dim Vαi
= dim V.

Îáîçíà÷èì dim Vαi
= ni, òîãäà ïî òåîðåìå 9.6.2 ìîæíî ïîñòðîèòü ëèíåé-

íî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà f
{
a
(i)
j

}
, ãäå

j = 1, ni, i = 1, s. Êîëè÷åñòâî ýòèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà f

ðàâíî n1 + n2 + . . .+ ns. Ïî óñëîâèþ

n1 + n2 + . . .+ ns =
s∑

i=1

dim Vαi
= dim V.
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Òîãäà âåêòîðû
{
a
(i)
j

}
ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V , à

òîãäà (ïî îïðåäåëåíèþ 9.6.5) îïåðàòîð f ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåìûì.

2) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð f ∈ L(V ) ÿâëÿåòñÿ äèàãî-

íàëèçèðóåìûì, ïî îïðåäåëåíèþ 9.6.5 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò áàçèñ

a1, a2, . . . , an ïðîñòðàíñòâà V , ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïå-

ðàòîðà f , òî åñòü (∀ 1 6 i 6 n) f(ai) = αiai. Ïóñòü ñðåäè α1, α2, . . . , αn

ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè áóäóò α1, α2, . . . , αs, s 6 n. Ïóñòü ñîáñòâåííîìó çíà-

÷åíèþ αi, (1 6 i 6 s) ïðèíàäëåæàò ñîáñòâåííûå âåêòîðû a
(i)
1 , a

(i)
2 , . . . , a

(i)
ni

èç áàçèñà a1, a2, . . . , an. Â ýòîì ñëó÷àå dim Vαi
= ni. Çàìåòèì, ÷òî

n1+n2+. . .+ns = n, òî åñòü dim Vα1
+dim Vα2

+. . .+dim Vαs
= dim V .

Ïðåäëîæåíèå 9.6.4 (âòîðîé êðèòåðèé äèàãîíàëèçèðóåìîñòè). Ëèíåé-

íûé îïåðàòîð f ∈ L(V ) ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåìûì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà Af îòíîñèòåëüíî êàêîãî-ëèáî

áàçèñà, ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëü-

íîìó âèäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f � äèàãîíàëèçèðóåìûé ëè-

íåéíûé îïåðàòîð è Af |ẽ � åãî ìàòðèöà â áàçèñå ẽ. Ïî îïðåäåëåíèþ 9.6.6

ñóùåñòâóåò áàçèñ ã ïðîñòðàíñòâà V , îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ìàòðèöà Af |ã

èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. Èçâåñòíî, ÷òî Af |ã = Q−1Af |ẽQ, ãäåQ � ìàòðè-

öà ïåðåõîäà îò áàçèñà ẽ ê ã. Ýòî ðàâåíñòâî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ìàòðèöà

Af |ẽ ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå Af |ẽ.

2) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f ∈ L(V ) è Af |ẽ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ

ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ

íå îñîáåííàÿ ìàòðèöà Q òàêàÿ, ÷òî

Q−1Af |̃eQ = A =


α1 0 . . . 0

0 α2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . αn

 .
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Ïî ñëåäñòâèþ ê òåîðåìå 9.2.3 ìàòðèöó A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàò-

ðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f îòíîñèòåëüíî áàçèñà ã = QT · ẽ. Òàêèì îá-

ðàçîì âèäíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò áàçèñ ã, îòíîñèòåëüíî

êîòîðîãî ìàòðèöà Af |ã = A èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. Òîãäà ïî îïðåäå-

ëåíèþ 9.6.6 îïåðàòîð f ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåìûì.



Ãëàâà 10

Åâêëèäîâû (óíèòàðíûå) ïðîñòðàíñòâà

Â ýòîé ãëàâå â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïîëÿ k áóäåò âûñòóïàòü ïîëå R èëè C.
Â ýòîì ñëó÷àå ñêàëÿð α ∈ k ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì èëè êîìïëåêñíûì

÷èñëîì. Êàê âñåãäà ÷åðåç α áóäåì îáîçíà÷àòü êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå

÷èñëî äëÿ α. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè α ∈ R, òî α = α.

10.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Îïðåäåëåíèå 10.1.1. Äåéñòâèòåëüíûì (êîìïëåêñíûì) ïðîñòðàíñòâîì

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ (êîì-

ïëåêñíûõ) ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 10.1.2. Ãîâîðÿò, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîì (êîìïëåêñíîì)

ïðîñòðàíñòâå çàäàíî ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå, åñëè êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé

ïàðå âåêòîðîâ a, b ∈ V ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî îñíîâíîãî ïîëÿ

k, îáîçíà÷àåìîå (a, b) è íàçûâàåìîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ

a è b, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ÷åòûðå àêñèîìû:

1. (b, a) = (a, b);

2. (a+ a′, b) = (a, b) + (a′, b);

3. (αa, b) = α(a, b);

4. åñëè a ̸= 0, òî (a, a) > 0.
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Çàìå÷àíèå 10.1.1. Åñëè k = R, òî (b, a) = (a, b), òî åñòü ñêàëÿðíîå óìíî-

æåíèå êîììóòàòèâíî.

Çàìå÷àíèå 10.1.2. Àêñèîìû 2 è 3 îçíà÷àþò àääèòèâíîñòü è îäíîðîäíîñòü,

òî åñòü ëèíåéíîñòü ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî ñîìíî-

æèòåëÿ.

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ

1. (αa+ α′a′, b) = α(a, b) + α′(a′, b′).

2. (a, b + b′) = (a, b) + (a, b′) (aääèòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî âòîðîãî ñî-

ìíîæèòåëÿ).

3. (a, βb) = β(a, b).

4.

(
s∑

i=1

αiai,
t∑

j=1

βjbj

)
=

s∑
i=1

t∑
j=1

αiβj(ai, bj).

5. (a, 0) = (0, a) = 0.

6. (a, a) = 0 ⇔ a = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò ñðàçó æå èç àêñèîì 2 è 3 ñêà-

ëÿðíîãî óìíîæåíèÿ.

2) (a, b+b′) = (b+ b′, a) = (b, a) + (b′, a) = (b, a)+(b′, a) = (a, b)+(a, b′).

3) Èìååì (a, βb) = (βb, a) = β(b, a) = β · (b, a) = β(a, b).

4) Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì àêñèîì 2 è 3 è ñâîéñòâ 2 è 3

ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ.

5) Äåéñòâèòåëüíî, (a, 0) = (a, 0b) = 0(a, b) = 0(a, b) = 0. (0, a) =

= (a, 0) = 0 = 0.

6) a) Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè áû a ̸= 0, òî ïî àêñèîìå (a, a) > 0, à ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî äàíî.

b) Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè a = 0, òî (a, a) = (0, 0) = 0.
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Çàìå÷àíèå 10.1.3. Åñëè k = R, òî ñâîéñòâà 2 è 3 îçíà÷àþò ëèíåéíîñòü

ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (a, a) íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì êâàäðàòîì âåêòî-

ðà a.

Îïðåäåëåíèå 10.1.3. Äåéñòâèòåëüíîå (êîìïëåêñíîå) ïðîñòðàíñòâî,

ðàññìîòðåííîå âìåñòå ñ îïðåäåëåííûì íà íåì ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì,

íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì (óíèòàðíûì) ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå V = kn (Rn èëè Cn). Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà

V áóäåì çàïèñûâàòü ñòîëáöàìè.

X =


x1

x2

. . .

xn

 , Y =


y1

y2

. . .

yn

 .

Óïîðÿäî÷åííîé ïàðå X, Y ∈ V ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

(X,Y ) = XTY = (x1, x2, . . . , xn)×


y1

y2

. . .

yn

 =
n∑

i=1

xiyj.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ÷èñëî (X,Y ) óäîâëåòâîðÿåò âñåì ÷åòûðåì

àêñèîìàì ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ. Ýòî ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå íàçûâàåòñÿ

ñòàíäàðòíûì. Â äàëüíåéøåì îíî áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ⟨X, Y ⟩. ßñíî, ÷òî

⟨X,X⟩ =
n∑

i=1

|xi|2 .

Îïðåäåëåíèå 10.1.4. Äåéñòâèòåëüíûì (êîìïëåêñíûì) àðèôìåòè÷å-

ñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå (êîìïëåêñíîå) êîîðäè-

íàòíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ðàññìàòðèâàåìîå âìåñòå ñ îïðåäåëåííûì

íà íåì ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì.
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10.2 Äëèíà âåêòîðà

Îïðåäåëåíèå 10.2.1. Äëèíîé âåêòîðà a åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðî-

ñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ||a|| =
√
(a, a), òî åñòü àðèôìåòè÷åñêîå çíà-

÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà ýòîãî âåêòîðà a.

Îïðåäåëåíèå 10.2.2. Âåêòîð e åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâî

íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì èëè îðòîì, åñëè åãî äëèíà ðàâíà 1. Äåëåíèå íåíó-

ëåâîãî âåêòîðà íà åãî äëèíó íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàíèåì âåêòîðà.

Ñâîéñòâà äëèíû âåêòîðà

1. ||a|| > 0, ïðè÷åì ||a|| = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = 0.

2. ||αa|| = |α| ||a||.

3. Åñëè a ̸= 0, òî âåêòîð
a

||a||
ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè a ̸= 0, òî ||a|| =
√

(a, a) > 0. Ïóñòü ||a|| =
= 0 ⇔

√
(a, a) = 0 ⇔ (a, a) = 0 ⇔ a = 0.

2) ||αa|| =
√

(αa, αa) =
√
αα(a, a) = |α|

√
(a, a) = |α| ||a||. Â ÷àñòíî-

ñòè, ïðè α = −1, èìååì || − a|| = ||a||.
3) Ïî ñâîéñòâó 2 äëèíû âåêòîðà∥∥∥∥ a

||a||

∥∥∥∥ =

∣∣∣∣ 1

||a||

∣∣∣∣ · ||a|| = 1

||a||
· ||a|| = 1.

ÒÅÎÐÅÌÀ 10.2.1 (Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî). Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ a

è b åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|(a, b)| 6 ||a|| · ||b||,

ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåê-

òîðû a è b ïðîïîðöèîíàëüíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà âåêòîðû a è b íå ÿâ-

ëÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð a ̸= 0 è b ̸= 0. Åñëè

áû, íàïðèìåð, a = 0, òî ìû èìåëè áû a = 0 · b, à ýòî îçíà÷àëî, áû

ïðîïîðöèîíàëüíîñòü âåêòîðîâ a è b.

Ðàññìîòðèì âåêòîð
(a, b)

||b||2
· b.

Òàê êàê âåêòîðû a è b íå ïðîïîðöèîíàëüíû, òî

a ̸= (a, b)

||b||2
· b,

òî åñòü

a− (a, b)

||b||2
· b ̸= 0.

Ïðèìåíèì àêñèîìó 4 ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ(
a− (a, b)

||b||2
· b, a− (a, b)

||b||2
· b
)
> 0 ⇔

⇔ (a, a)− (a, b)

||b||2
· (b, a)−

(
a, b
)

||b||2
· (a, b) + (a, b)

||b||2
·
(
a, b
)

||b||2
· (b, b) > 0 ⇔

⇔ ||a||2 −
(a, b) ·

(
a, b
)

||b||2
−
(
a, b
)
· (a, b)

||b||2
+

(a, b) ·
(
a, b
)

||b||4
· ||b||2 > 0 ⇔

⇔ ||a||2 − |(a, b)|2

||b||2
> 0 ⇔

⇔ ||a||2 · ||b||2 > |(a, b)|2 ⇔

⇔ ||a|| · ||b|| > |(a, b)| .

2) Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà âåêòîðû a è b ÿâëÿþòñÿ ïðîïîðöèî-

íàëüíûìè. Èìååì b = α · a, òîãäà

(a, b) = (a, α · a) = α · (a, a) = α · ||a||2,

òî åñòü

|(a, b)| =
∣∣α · ||a||2

∣∣ = |α| · ||a||2 = |α| · ||a||2.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû

||a|| · ||b|| = ||a|| · ||α · a|| = ||a|| · |α| · ||a|| = |α| · ||a||2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ||a|| · ||b|| = |(a, b)|.
Îáðàòíî, ïóñòü |(a, b)| = ||a|| · ||b||, òîãäà âåêòîðû a è b äîëæíû áûòü

ïðîïîðöèîíàëüíûìè. Åñëè áû âåêòîðû a è b íå áûëè ïðîïîðöèîíàëüíû,

òî ïî ÷àñòè ïåðâîé äîêàçàòåëüñòâà èìåëè áû, ÷òî |(a, b)| < ||a|| · ||b||, à
ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî äàíî.

ÒÅÎÐÅÌÀ 10.2.2 (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà). Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåê-

òîðîâ a è b åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà ñïðàâåäëèâû íåðà-

âåíñòâà:

1. ||a+ b|| 6 ||a||+ ||b||;

2. ||a− b|| >
∣∣||a|| − ||b||

∣∣.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè z = a+ bi, òî Re z =

= a 6
√
a2 + b2 = |z|.

1) ||a + b||2 = (a+ b, a+ b) = (a, a) + (b, a) + (a, b) + (b, b) = ||a||2 +
+
(
a, b
)
+(a, b)+||b||2 = ||a||2+2Re (a, b)+||b||2 6 ||a||2+2||a||·||b||+||b||2 =

= (||a||+ ||b||)2. Èçâëå÷åì êîðåíü, ïîëó÷èì ||a+ b|| 6 ||a||+ ||b||.
2) Èìååì ||a|| = || (a− b) + b|| 6 ||a − b|| + ||b||. Òî åñòü ||a − b|| >

||a|| − ||b||. Íî ||a− b|| = ||b− a|| > ||b|| − ||a||. Ñëåäîâàòåëüíî, ||a− b|| >
>
∣∣||a|| − ||b||

∣∣.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì V = Cn � êîìïëåêñíîå àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî. ⟨X,Y ⟩ = XTY . Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ 6
√√√√ n∑

i=1

|xi|2
 ·

√√√√ n∑
i=1

|yi|2
 .

Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà√√√√ n∑
i=1

(xi + yi)
2 6

√√√√ n∑
i=1

|xi|2 +

√√√√ n∑
i=1

|yi|2.
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10.3 Îðòîãîíàëèçàöèÿ

Îïðåäåëåíèå 10.3.1. Äâà âåêòîðà a è b åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðî-

ñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ðàâíî íóëþ, òî åñòü (a, b) = 0.

Îïðåäåëåíèå 10.3.2. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , as åâêëèäîâà (óíè-

òàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè âåêòîðû ýòîé ñè-

ñòåìû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî åñòü (∀ 1 6 i, j 6 s, i ̸= j) (ai, aj) = 0.

Îïðåäåëåíèå 10.3.3. Ñèñòåìà âåêòîðîâ e1, e2, . . . , es åâêëèäîâà (óíè-

òàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè ýòà ñèñòåìà

îðòîãîíàëüíà è âñå âåêòîðû ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè.

Ïðåäëîæåíèå 10.3.1. Âñÿêàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà íåíóëåâûõ âåê-

òîðîâ åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçà-

âèñèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, a2, . . . , as � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà íåíóëå-

âûõ âåêòîðîâ. Ïóñòü
s∑

j=1

αjaj = 0.

Âîçüìåì ëþáîå 1 6 i 6 s è óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà ai,

ïîëó÷èì(
s∑

j=1

αjaj, ai

)
= (0, ai) ⇔

s∑
j=1

αj · (aj, ai) = 0 ⇔ αi · ||ai||2 = 0.

Òàê êàê ||ai|| ̸= 0, òî ïîëó÷àåì, ÷òî (∀ 1 6 i 6 s) αi = 0, ñëåäîâàòåëüíî

ñèñòåìà a1, a2, . . . , as ëèíåéíî íåçàâèñèìà.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 10.3.1 (îá îðòîãîíàëèçàöèè). Ïóñòü a1, a2, . . . , as � ëèíåé-

íî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàí-

ñòâà. Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà e1, e2, . . . , es òà-

êàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî 1 6 k 6 s ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòî-

ðû e1, e2, . . . , ek, ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì, íàòÿíóòûì íà âåêòî-

ðû a1, a2, . . . , ak.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî k. Åñ-

ëè k = 1, òî â êà÷åñòâå âåêòîðà e1 áóäåò âåêòîð
a1

||a1||
, a1 ̸= 0, òî åñòü

||e1|| = 1. Òàê êàê âåêòîðû e1 è a1 ïðîïîðöèîíàëüíû, òî L (e1) = L (a1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óäàëîñü ïîñòðîèòü ñèñòåìó âåêòîðîâ e1, e2, . . . , ek, êî-

òîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1. e1, e2, . . . , ek îðòîíîðìèðîâàíà,

2. (∀ 1 6 i 6 k) L ({e1, e2, . . . , ei}) = L ({a1, a2, . . . , ai}).

Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ñèñòåìó èç k+1 âåêòîðîâ e1, e2, . . . , ek+1,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì 1 è 2. Ðàññìîòðèì âåêòîð

e′k+1 =
k∑

j=1

αjej + ak+1, (10.1)

ãäå α1, α2, . . . , αk ïîêà íåîïðåäåëåííûå ÷èñëà. Âûáåðåì ýòè ÷èñëà òàê,

÷òîáû

(∀ 1 6 i 6 k) (e′k+1, ei) = 0.

Èòàê, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå(
k∑

j=1

αjej + ak+1, ei

)
= 0 ⇔

k∑
j=1

αj (ej, ei) + (ak+1, ei) = 0 ⇔

⇔ αi + (ak+1, ei) = 0 ⇔ αi = − (ak+1, ei) .

Ïîëó÷èëè îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ e1, e2, . . . , ek, e
′
k+1.
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Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð e′k+1 ̸= 0. Èç ðàâåíñòâà (10.1) âèäíî, ÷òî

âåêòîð e′k+1 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç e1, e2, . . . , ek, ak+1. Ïî ïðåäïî-

ëîæåíèþ èíäóêöèè âåêòîðû e1, e2, . . . , ek ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

a1, a2, . . . , ak. Ïî òðàíçèòèâíîñòè âåêòîð e′k+1 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷å-

ðåç a1, a2, . . . , ak, ak+1, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò ïðè ak+1 ðàâåí åäèíèöå. Òî-

ãäà, òàê êàê ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak, ak+1 ëèíåéíî íåçàâèñèìà (êàê

÷àñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ a1, a2, . . . , as), òî e
′
k+1 ̸= 0.

Íîðìèðóåì âåêòîð e′k+1, ïîëó÷èì

ek+1 =
e′k+1

||e′k+1||
(10.2)

Ïîñëå ýòîãî, ñèñòåìà âåêòîðîâ e1, e2, . . . , ek, ek+1 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðî-

âàííîé, òî åñòü îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1.

Ïîêàæåì, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò è óñëîâèþ 2. Óñëîâèå 2 âûïîëíÿ-

åòñÿ äëÿ âñåõ 1 6 i 6 k ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Îñòàåòñÿ ïî-

êàçàòü, ÷òî L ({e1, e2, . . . , ek, ek+1}) = L ({a1, a2, . . . , ak, ak+1}). ×òîáû â

ýòîì óáåäèòüñÿ, íàäî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîð ek+1 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷å-

ðåç a1, a2, . . . , ak, ak+1 è îáðàòíî, âåêòîð ak+1 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

e1, e2, . . . , ek, ek+1. Èç ðàâåíñòâà (10.2) âèäíî, ÷òî âåêòîð ek+1 ëèíåéíî

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîð e′k+1, à âåêòîð e′k+1 (êàê áûëî óæå äîêàçàíî)

ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a1, a2, . . . , ak, ak+1. Ïî òðàíçèòèâíîñòè, ek+1

ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a1, a2, . . . , ak, ak+1.

Èç ðàâåíñòâà (10.1) âèäíî, ÷òî âåêòîð ak+1 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

e1, e2, . . . , ek, e
′
k+1, à âåêòîð e

′
k+1, êàê âèäíî èç ðàâåíñòâà (10.2), ëèíåéíî

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ek+1. Ïî òðàíçèòèâíîñòè, ak+1 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç e1, e2, . . . , ek, ek+1.

Çàìå÷àíèå 10.3.1. Ìîæíî èç ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû a1, a2, . . . , as

ïîñòðîèòü îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó e′1, e
′
2, . . . , e

′
s ñ òåì æå ñàìûì óñëîâèåì

(∀ 1 6 k 6 s) L ({e′1, e′2, . . . , e′k}) = L ({a1, a2, . . . , ak}) .

Â ýòîì ñëó÷àå îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü íîðìèðîâàíèÿ âåêòîðîâ e′i.
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Çàìå÷àíèå 10.3.2. Åñëè â ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìå a1, a2, . . . , as ïåð-

âûå k âåêòîðîâ îðòîíîðìèðîâàííû, òî ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè íóæíî

íà÷èíàòü ñ âåêòîðà ak+1 .

Ñëåäñòâèå 10.3.1.1. Â åâêëèäîâîì (óíèòàðíîì) ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâó-

þò îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ëþáîé áàçèñ åâêëèäîâà (óíèòàð-

íîãî) ïðîñòðàíñòâà V . Ïðèìåíèì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ê ýòîìó áàçè-

ñó. Ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó e1, e2, . . . , en, êîòîðóþ ìîæíî

âçÿòü â êà÷åñòâå áàçèñà åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà V .

Ñëåäñòâèå 10.3.1.2. Ëþáóþ îðòîãîíàëüíóþ (îðòîíîðìèðîâàííóþ) ñèñòå-

ìó âåêòîðîâ e1, e2, . . . , ek åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà V ìîæ-

íî äîïîëíèòü äî îðòîãîíàëüíîãî (îðòîíîðìèðîâàííîãî) áàçèñà ïðîñòðàí-

ñòâà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ñèñòåìó âåêòîðîâ e1, e2, . . . , ek

ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V , à èìåííî

e1, e2, . . . , ek, ak+1, . . . , an � áàçèñ V (òàê êàê e1, e2, . . . , ek ëèíåéíî

íåçàâèñèìû). Äîñòàòî÷íî òåïåðü ïðèìåíèòü ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè,

íà÷èíàÿ ñ âåêòîðà ak+1, ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî

áàçèñà íåîáõîäèìî íîðìèðîâàòü ïîëó÷èâøèåñÿ âåêòîðû.

ÒÅÎÐÅÌÀ 10.3.2 (êðèòåðèé îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñà). Äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû áàçèñ e1, e2, . . . , en åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà áûë

îðòîíîðìèðîâàííûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñêàëÿðíîå ïðî-

èçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíÿëîñü ñòàí-

äàðòíîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ êîîðäèíàòíûõ ñòîëáöîâ ýòèõ âåê-

òîðîâ îòíîñèòåëüíî áàçèñà ẽ â ñîîòâåòñòâóþùåì àðèôìåòè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü (a, b) =
⟨
ǎ|ẽ, b̌|ẽ

⟩
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V � åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàíñòâî,

e1, e2, . . . , en åãî áàçèñ. a, b ∈ V , òîãäà

a =
n∑

i=1

αiei, b =
n∑

j=1

βiei,

(a, b) =

(
n∑

i=1

αiei,
n∑

j=1

βjej

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

αiβj (ei, ej) .

1) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü áàçèñ e1, e2, . . . , en ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàí-

íûì, òîãäà (ei, ej) = δij è

(a, b) =
n∑

i=1

n∑
j=1

αiβjδij =
n∑

i=1

αiβi =

= (α1, α2, . . . , αn)×


β1

β2

. . .

βn

 = ǎT |ẽ · b̌|ẽ =
⟨
ǎ|ẽ, b̌|ẽ

⟩
.

2) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (a, b) =
⟨
ǎ|ẽ, b̌|ẽ

⟩
. Ïîäñ÷èòàåì

(ei, ej) = ⟨ěi|ẽ, ěj|ẽ⟩ =

=

⟨


0

. . .

0

1

0

. . .

0


(i),



0

. . .

0

1

0

. . .

0


(j)

⟩
= (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)×



0

. . .

0

1

0

. . .

0


=

=

{
1, i = j,

0, i ̸= j.
= δij.

Ñëåäîâàòåëüíî, áàçèñ e1, e2, . . . , en ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì.
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Ïðåäëîæåíèå 10.3.2. Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå äåéñòâèòåëüíîå (êîì-

ïëåêñíîå) ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ñíàáäèòü ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì,

ïðåâðàòèâ åãî â êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàíñòâî,

ïðè÷åì òàê, ÷òî çàäàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñòàíîâèòñÿ îðòîíîð-

ìèðîâàííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V � n-ìåðíîå äåéñòâèòåëüíîå (êîìïëåêñíîå)

ïðîñòðàíñòâî è a1, a2, . . . , an � åãî áàçèñ. Îïðåäåëèì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå

ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå, ïîëîæèâ (∀ a, b ∈ V ) (a, b) =
⟨
ǎ|ẽ, b̌|ẽ

⟩
. Ïîñëå

ýòîãî ïðîñòðàíñòâî V ñòàíîâèòñÿ Åâêëèäîâûì (óíèòàðíûì). Ïîêàæåì,

÷òî áàçèñ a1, a2, . . . , an ñòàíîâèòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì.

(ai, aj) = ⟨ǎi|ẽ, ǎj|ẽ⟩ =

⟨


0

. . .

0

1

0

. . .

0


(i),



0

. . .

0

1

0

. . .

0


(j)

⟩
= δij.

10.4 Èçîìîðôèçì åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðî-

ñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 10.4.1. Îòîáðàæåíèå f : V → V ′ äâóõ åâêëèäîâûõ (óíè-

òàðíûõ) ïðîñòðàíñòâ, íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿ-

åò ñëåäóþùèì äâóì òðåáîâàíèÿì

1. f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ V → V ′,

2. f ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå, òî åñòü

(∀ a, b ∈ V ) (f(a), f(b)) = (a, b) .
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Îïðåäåëåíèå 10.4.2. Äâà åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâà V, V ′

íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè (V ∼= V ′), åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èçî-

ìîðôèçì f : V → V ′.

Ñëåäñòâèå 10.4.0.1. Ïðè èçîìîðôèçìå åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðî-

ñòðàíñòâ îðòîãîíàëüíàÿ (îðòîíîðìèðîâàííàÿ) ñèñòåìà âåêòîðîâ ïåðåõî-

äèò â îðòîãîíàëüíóþ (îðòîíîðìèðîâàííóþ) ñèñòåìó âåêòîðîâ. Ïðè èçî-

ìîðôèçìå ñîõðàíÿåòñÿ äëèíà âåêòîðà, òî åñòü ||f(a)|| = ||a||.

Ñëåäñòâèå 10.4.0.2. Îòíîøåíèå èçîìîðôèçìà åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ)

ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå åâêëè-

äîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâ.

ÒÅÎÐÅÌÀ 10.4.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ:

1. Âñÿêîå n-ìåðíîå åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàíñòâî èçîìîðô-

íî n-ìåðíîìó äåéñòâèòåëüíîìó (êîìïëåêñíîìó) àðèôìåòè÷åñêî-

ìó ïðîñòðàíñòâó, ïðè ýòîì èçîìîðôèçì çàäàåòñÿ ñîïîñòàâëåíè-

åì âåêòîðó åãî êîîðäèíàòíîãî ñòîëáöà îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìè-

ðîâàííîãî áàçèñà;

2. Äâà êîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâà èçî-

ìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü V � åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàíñòâî,

e1, e2, . . . , en � åãî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå

îòîáðàæåíèå f : V → kn, (k = R èëè C), (∀ a ∈ V ) f(a) = ǎ|ẽ. Ìû óæå

âèäåëè â òåîðåìå 8.3.2, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì

ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ V è kn.

Äàëåå, òàê êàê ẽ � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå (a, b) =
⟨
ǎ|ẽ, b̌|ẽ

⟩
= ⟨f(a), f(b)⟩, òî åñòü îòîáðàæåíèå f ñîõðàíÿåò

ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå. Èòàê, f : V → kn ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì åâêëè-

äîâûõ (óíèòàðíûõ) ïðîñòðàíñòâ.
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2) Åñëè åâêëèäîâû (óíèòàðíûå) ïðîñòðàíñòâà V è V ′ èìåþò îäèíàêîâóþ

ðàçìåðíîñòü n, òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 îáà îíè èçîìîðôíû àðèôìå-

òè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó kn, ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.

Îáðàòíî, åñëè V ∼= V ′, òî îíè èçîìîðôíû êàê ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà,

ïîýòîìó îíè áóäóò èìåòü îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü (ñëåäñòâèå 8.3.1.1 ê

òåîðåìå 8.3.1).



Ãëàâà 11

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì

(óíèòàðíîì) ïðîñòðàíñòâå

11.1 Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü V �ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä îñíîâíûì ïîëåì k. Ñàìî ïîëå k

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k, òàê êàê âñå àêñè-

îìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå

dim k = 1. Òîãäà èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî L (V, k) �

ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç V â k.

Îïðåäåëåíèå 11.1.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð èç V â k íàçûâàþò ëèíåéíîé

ôîðìîé (ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì) íà ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì k.

Îïðåäåëåíèå 11.1.2. Ëèíåéíîé ôîðìîé íà ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì

k íàçûâàåòñÿ âñÿêîå îòîáðàæåíèå φ : V → k, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

ëèíåéíîñòè: (∀ a, b ∈ V, α ∈ k)

1. φ(a+ b) = φ(a) + φ(b),

2. φ(αa) = αφ(a).

Çàìå÷àíèå 11.1.1. Òàê êàê ïîíÿòèå ëèíåéíîé ôîðìû åñòü ÷àñòíûé ñëó-

÷àé ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, òî åñòü V ′ = k, òî âñå ïîíÿòèÿ è

ôàêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ëèíåéíûì îïåðàòîðàì, áóäóò ñïðàâåäëèâû è äëÿ

ëèíåéíûõ ôîðì.
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Îïðåäåëåíèå 11.1.3. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L (V, k) âñåõ ëèíåéíûõ

ôîðì íà ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì (äâîé-

ñòâåííûì, äóàëüíûì) ê ïðîñòðàíñòâó V è îáîçíà÷àåòñÿ V ∗.

Ïóñòü V � n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k è

a1, a2, . . . , an åãî áàçèñ. Òîãäà ëþáîé âåêòîð a ∈ V ìîæíî ïðåäñòàâèòü

a =
n∑

i=1

αiai.

Ðàññìîòðèì n îòîáðàæåíèé φ1, . . . , φn ïðîñòðàíñòâà V â k, îïðåäåëåí-

íûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(∀ a ∈ V ) φ (a) = αi, 1 6 i 6 n.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè n îòîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôîðìàìè,

òî åñòü φ1, . . . , φn ∈ V ∗. Ýòè ëèíåéíûå ôîðìû íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàò-

íûìè ôîðìàìè îòíîñèòåëüíî áàçèñà a1, a2, . . . , an.

ÒÅÎÐÅÌÀ 11.1.1. Åñëè a1, a2, . . . , an � áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà V , òî êîîðäèíàòíûå ôîðìû φ1, . . . , φn îòíîñèòåëüíî ýòîãî áàçèñà

ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà V ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ � ýòî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà èç V ∗. Ïîäñ÷è-

òàåì φ (ai) = βi (1 6 i 6 n). Ñîñòàâèì ëèíåéíóþ ôîðìó

ψ =
n∑

i=1

βiφi

� ëèíåéíàÿ ôîðìà ïðîñòðàíñòâà V ∗. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ôîðìà

ψ = φ. Äåéñòâèòåëüíî,

(∀ 1 6 j 6 n) ψ(aj) =

(
n∑

i=1

βiφi

)
(aj) =

n∑
i=1

βiδij = βj = φ(aj).

Ïîëó÷èëè, ÷òî äâå ëèíåéíûå ôîðìû íà áàçèñàõ ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëü-

íî (ïî ñëåäñòâèþ 9.2.1.1 ê òåîðåìå 9.2.1) φ = ψ, òî åñòü ëþáàÿ ëèíåéíàÿ

ôîðìà èç V ∗ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç φ1, . . . , φn.
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Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìû φ1, . . . , φn ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü

n∑
i=1

αiφi = 0.

Ïîäåéñòâóåì ôîðìîé â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íà áàçèñíûå âåêòîðà, ïî-

ëó÷èì

(∀ 1 6 j 6 n)

(
n∑

i=1

αiφi

)
(aj) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, (∀ 1 6 j 6 n) αj = 0. Òàêèì îáðàçîì φ1, . . . , φn �

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Îïðåäåëåíèå 11.1.4. Åñëè a1, a2, . . . , an áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

V , òî áàçèñ φ1, . . . , φn ïðîñòðàíñòâà V ∗ íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ñîïðÿæåí-

íûì äëÿ áàçèñà a1, a2, . . . , an è èíîãäà îáîçíà÷àåòñÿ a
∗
1, . . . , a

∗
n.

ßñíî, ÷òî a∗i (aj) = δij.

Ñëåäñòâèå. Åñëè V � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òî è V ∗

òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì è ïðè ýòîì dim V ∗ = dim V .

11.2 Ëèíåéíûå ôîðìû â åâêëèäîâîì (óíèòàðíîì)

ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü V � åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàíñòâî è a � ôèêñèðîâàííûé

âåêòîð èç V . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φa íà V , îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì

îáðàçîì

(∀ x ∈ V ) φa(x) = (x, a).

ÒÅÎÐÅÌÀ 11.2.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. (∀ a ∈ V ) φa ∈ V ∗,

2. Îòîáðàæåíèå V → V ∗, ñîïîñòàâëÿþùåå âåêòîðó a ôóíêöèþ φa

ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé.
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3. Åñëè V � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàíñòâî, òî

îòîáðàæåíèå V → V ∗, óêàçàííîå â óòâåðæäåíèè 2, ÿâëÿåòñÿ áè-

åêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Óñòàíîâèì ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèÿ φa.

(∀ α, β ∈ k) φa(αx+ βy) = (αx+ βy, a) =

= α(x, a) + β(y, a) = αφa(x) + βφa(y) ⇒ φa ∈ V ∗.

2) Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè φa = φb, òî a = b. Ïóñòü φa = φb, ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî (∀ x ∈ V ) φa(x) = φb(x). Òî åñòü (∀ x ∈ V ) (x, a) =

(x, b). Ñëåäîâàòåëüíî (∀ x ∈ V ) (x, a − b) = 0. Âîçüìåì x = a − b,

ïîëó÷èì (a− b, a− b) = 0 ⇔ a− b = 0 ⇔ a = b.

3) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3 äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî îòîá-

ðàæåíèå V → V ∗ ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé, òî åñòü

(∀ φ ∈ V ∗) (∃ a ∈ V ) φa = φ.

Ïóñòü φ � ëþáàÿ ôîðìà èç V ∗, e1, e2, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ â V . Ïóñòü βi = φ(ei), a =
n∑

i=1

βiei. Ïîêàæåì, ÷òî φa = φ.

(∀ 1 6 j 6 n) φa(ej) = (ej, a) =

(
ej,

n∑
i=1

βiei

)
=

=
n∑

i=1

(ej, βiei) = βj = φ(ej) ⇒ φa = φ.

Çàìå÷àíèå 11.2.1. Â äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîò ôàêò,

÷òî èç òîãî, ÷òî (∀ x ∈ V ) (x, a) = (x, b) ñëåäóåò, ÷òî a = b.

Ñëåäñòâèå. Åñëè V � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàí-

ñòâî, òî äëÿ âñÿêîé ëèíåéíîé ôîðìû φ íà V íàä ïîëåì k ñóùåñòâóåò

îäèí è òîëüêî îäèí âåêòîð a òàêîé, ÷òî φa = φ.
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Ñëåäñòâèå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì (óíèòàð-

íîì) ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûå ôîðìû èñ÷åðïûâàþòñÿ ñêàëÿðíûì óìíîæå-

íèåì, íèêàêèõ äðóãèõ ëèíåéíûõ ôîðì, êðîìå ñêàëÿðíûõ óìíîæåíèé, íå

ñóùåñòâóåò.

11.3 Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàíñòâî.

ÒÅÎÐÅÌÀ 11.3.1 (î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà). Åñëè V � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàí-

ñòâî, òî

(∀ f ∈ L(V )) (∃! f ∗ ∈ L(V )) (∀ x, y ∈ V ) (f(x), y) = (x, f ∗(y)).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ f ∗. Ïóñòü y � ôèêñè-

ðîâàííûé âåêòîð èç V , ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ(x) íà ïðîñòðàíñòâå V ,

îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùåì îáðàçîì

(∀ x ∈ V ) φ(x) = (f(x), y).

Ïîêàæåì, ÷òî φ(x) ∈ V ∗, òî åñòü φ(x) � ëèíåéíàÿ ôîðìà. Äëÿ âñåõ

α, α′ ∈ k è x, x′ ∈ V èìååò ìåñòî öåïî÷êà ðàâåíñòâ

φ(αx+ α′x′) = (f(αx+ α′x′), y) = (αf(x) + α′f(x′), y) =

= α(f(x), y) + α′(f(x′), y) = αφ(x) + α′φ(x′).

Ìû âèäèì, ÷òî φ(x) ∈ V ∗, ïî ñëåäñòâèþ è òåîðåìå 11.2.1 äëÿ ýòîé ëè-

íåéíîé ôîðìû φ(x) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð a òàêîé, ÷òî

φ(x) = (x, a) = φa.

Ýòîò âåêòîð a çàâèñèò îò ïåðâîíà÷àëüíî ôèêñèðîâàííîãî âåêòîðà y. Òà-

êèì îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñ îòîáðàæåíèåì f ∗ : V → V îïðåäåëåííûì

ñëåäóþùèì îáðàçîì f ∗(y) = a. Èìååì (f(x), y) = φa, ñëåäîâàòåëüíî

(∀ x, y ∈ V ) (f(x), y) = φ(f ∗(y)) ⇒
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⇒ (∀ x, y ∈ V ) (f(x), y) = (x, f ∗(y)). (11.1)

Ðàâåíñòâî (11.1) îïðåäåëÿåò íàøå îòîáðàæåíèå f ∗ : V → V .

2) Ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèÿ f ∗. Ïîäñ÷èòàåì ∀(x, y, y′ ∈ V, α′α′ ∈ k)

(f(x), αy + α′y′). Ñ îäíîé ñòîðîíû:

(f(x), αy + α′y′) = (x, f ∗(αy + α′y′)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

(f(x), αy + α′y′) = (f(x), αy) + (f(x), α′y′) = α(f(x), y) + α′(f(x), y′) =

= α(x, f ∗(y)) + α′(x, f ∗(y′)) = (x, α(f ∗(y))) + (x, α′(f ∗(y′))) =

= (x, (αf ∗)(y)) + (x, (α′f ∗)(y′)) = (x, αf ∗(y) + α′f ∗(y′)).

Ìû ïîëó÷èëè

(x, f ∗(αy + α′y′)) = (x, αf ∗(y) + α′f ∗(y′)) ∀(x, y, y′ ∈ V, α′α′ ∈ k),

ñëåäîâàòåëüíî

f ∗(αy + α′y′) = αf ∗(y) + α′f ∗(y′).

Ëèíåéíîñòü f ∗ óñòàíîâëåíà, çíà÷èò f ∗ ∈ L(V ).

3) Åäèíñòâåííîñòü îòîáðàæåíèÿ f ∗. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà f , îïåðàòîð f ∗, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (11.1), ÿâëÿ-

åòñÿ åäèíñòâåííûì. Äîïóñòèì, ÷òî íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì f ∗ ñóùåñòâóåò

åùå îïåðàòîð g ∈ L(V ), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ, ÷òî

(∀ x, y ∈ V ) (f(x), y) = (x, g(y)).

Òîãäà ñðàâíèâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, âèäèì, ÷òî

(∀ x, y ∈ V ) (x, f ∗(y)) = (x, g(y)).

Ñëåäîâàòåëüíî

(∀ y ∈ V ) f ∗(y) = g(y) ⇒ f ∗ = g.
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Îïðåäåëåíèå 11.3.1. Ñîïðÿæåííûì äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f êîíå÷-

íîìåðíîãî åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð

f ∗, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(∀ x, y ∈ V ) (f(x), y) = (x, f ∗(y)).

ÒÅÎÐÅÌÀ 11.3.2. Â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì (óíèòàðíîì) ïðî-

ñòðàíñòâå V ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðàâèëà äåéñòâèé ñ ñîïðÿæåí-

íûìè îïåðàòîðàìè:

1. (f + g)∗ = f ∗ + g∗;

2. (αf)∗ = αf ∗;

3. (fg)∗ = g∗f ∗;

4. (1V )
∗ = 1V ; (0V )

∗ = 0V ;

5. Åñëè f � îáðàòèìûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî (f−1)∗ = (f ∗)−1;

6. (f ∗)∗ = f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ñâîéñòâ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ

ðàâåíñòâîì (11.1).

1) Ðàññìîòðèì ((f + g)(x), y). Ñ îäíîé ñòîðîíû,

((f + g)(x), y) = (x, (f + g)∗(y)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

((f + g)(x), y) = (f(x) + g(x), y) = (f(x), y) + (g(x), y) =

= (x, f ∗(y)) + (x, g∗(y)) = (x, f ∗(y) + g∗(y)) = (x, (f ∗ + g∗)(y)).

Ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

(∀ y ∈ V ) (f + g)∗(y) = (f ∗ + g∗)(y) ⇒ (f + g)∗ = f ∗ + g∗.
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2) Ðàññìîòðèì ((αf)(x), y). Ñ îäíîé ñòîðîíû,

((αf)(x), y) = (x, (αf)∗(y)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

((αf)(x), y) = (αf(x), y) = α(f(x), y) =

= α(x, f ∗(y)) = (x, αf ∗(y)) = (x, (αf ∗)(y)).

Ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

(∀ y ∈ V ) (αf)∗(y) = α(f ∗)(y) ⇒ (αf)∗ = αf ∗.

3) Ðàññìîòðèì ((fg)(x), y). Ñ îäíîé ñòîðîíû,

((fg)(x), y) = (x, (fg)∗(y)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

((fg)(x), y) = (f(g(x)), y) = (g(x), f ∗(y)) =

= (x, g∗(f ∗(y))) = (x, (g∗f ∗)(y)).

Ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

(∀ y ∈ V ) (fg)∗(y) = (g∗f ∗)(y) ⇒ (fg)∗ = g∗f ∗.

4) Ñ îäíîé ñòîðîíû,

(1V (x), y) = (x, 1∗V (y)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(1V (x), y) = (x, y) = (x, 1V (y)).

Ñëåäîâàòåëüíî

1∗V = 1V .

Ñ îäíîé ñòîðîíû,

(0V (x), y) = (x, 0∗V (y)).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(0V (x), y) = (0, y) = 0 = (x, 0) = (x, 0V (y)).

Ñëåäîâàòåëüíî

0∗V = 0V .

5) Òàê êàê f � îáðàòèìûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò

îïåðàòîð f−1 ∈ L(V ) òàêîé, ÷òî

f · f−1 = f−1 · f = 1V .

Ïåðåéäåì â ýòèõ ðàâåíñòâàõ ê ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðàì

(f · f−1)∗ = (f−1 · f)∗ = 1∗V ,

(f−1)∗ · f ∗ = f ∗(f−1)∗ = 1V .

Ýòè ðàâåíñòâà óêàçûâàþò íà òî, ÷òî îïåðàòîð f ∗ ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì è

îáðàòíûì äëÿ íåãî îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ

(f ∗)−1 = (f−1)∗.

6) Ñ îäíîé ñòîðîíû,

(f ∗(x), y) = (x, (f ∗)∗(y)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(f ∗(x), y) = (y, f ∗(x)) = (f(y), x) = (x, f(y)).

Ñëåäîâàòåëüíî

(f ∗)∗ = f.

Îïðåäåëåíèå 11.3.2. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà, ñîïðÿ-

æåííî òðàíñïîíèðîâàííîé äëÿ ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà A∗ = AT ,

ãäå AT îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, à A çàìåíó ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A

êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè.
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Îïðåäåëåíèå 11.3.2 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè A ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ (αij),

à A∗ = {(αij)
∗}, òî (αij)

∗ = (αji). Åñëè ìàòðèöà A äåéñòâèòåëüíàÿ, òî

A∗ = AT è α∗
ij = αji.

ÒÅÎÐÅÌÀ 11.3.3. Åñëè ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f îòíîñè-

òåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà A, òî ìàòðè-

öåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f ∗ îòíîñèòåëüíî òîãî æå áàçèñà ÿâëÿåòñÿ

ìàòðèöà A∗, òî åñòü

Af∗|ẽ = (Af |ẽ)
∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, e2, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâ-

êëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà V, îáîçíà÷èì A = Af |ẽ = (αij),

B = Af∗|ẽ = (βij). Ñ îäíîé ñòîðîíû,

(f(ei), ej) = ⟨ ˇf(ei), ěj⟩ = (α1i, α2i, . . . , αni)(0, . . . , 1
(j), . . . , 0)T = αji.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(f(ei), ej) = (ei, f
∗(ej)) = ⟨ěi, ˇf ∗(ej)⟩ =

= (0, . . . , 1(i), . . . , 0)(β1j, β2j, . . . , βnj)
T = βij.

Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì, ÷òî

αji = βij ⇒ βij = αji = (αij)
∗ ⇒ B = A∗ ⇒ Af∗|ẽ = (Af |ẽ)

∗.

Çàìå÷àíèå 11.3.1. Òåîðåìà 11.3.3 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ïðè èçîìîðôèçìå

σ : L(V ) → M(n, k) îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ẽ, σ(f) =

Af , òî σ(f
∗) = A∗

f .

Ïðåäëîæåíèå 11.3.1. Åñëè A � êâàäðàòíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà, à X è

Y � ñòîëáöû ñîîòâåòñòâóþùåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òî

⟨AX, Y ⟩ = ⟨X,A∗Y ⟩.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ⟨X,Y ⟩ = XTY , òîãäà

⟨AX, Y ⟩ = (AX)TY = (XTAT )Y = XT (ATY ) =

= XT (ATY ) = XT (ATY ) = XT (A∗Y ) = ⟨X,A∗Y ⟩.

11.4 Íîðìàëüíûå îïåðàòîðû è ìàòðèöû

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 11.4.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð f êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäî-

âà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè îí êîì-

ìóòèðóåò (ïåðåñòàíîâî÷åí) ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì, òî åñòü

ff ∗ = f ∗f .

Îïðåäåëåíèå 11.4.2. Êâàäðàòíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íîð-

ìàëüíîé, åñëè îíà êîììóòèðóåò (ïåðåñòàíîâî÷íà) ñî ñâîåé ñîïðÿæåííî

òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé, òî åñòü AA∗ = A∗A.

Ñëåäñòâèå (êðèòåðèé). Äëÿ òîãî ÷òîáû ëèíåéíûé îïåðàòîð f êîíå÷íî-

ìåðíîãî åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà áûë íîðìàëüíûì, íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà

èìåë íîðìàëüíóþ ìàòðèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì σ : L(V ) → M(n, k) îòíîñè-

òåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ẽ. Åñëè σ(f) = Af , òî σ(f
∗) = A∗

f .

Ïóñòü f � íîðìàëüíûé îïåðàòîð, òîãäà

ff ∗ = f ∗f ⇔ σ(ff ∗) = σ(f ∗f) ⇔ σ(f)σ(f ∗) = σ(f ∗)σ(f) ⇔

⇔ AfA
∗
f = A∗

fAf ,

òî åñòü ìàòðèöà Af ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.
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Âñå äàëüíåéøèå ñâîéñòâà áóäóò ôîðìóëèðîâàòüñÿ äëÿ íîðìàëüíûõ

îïåðàòîðîâ, èìåÿ â âèäó, ÷òî îíè áóäóò ñïðàâåäëèâû è äëÿ íîðìàëüíûõ

ìàòðèö.

Ïðåäëîæåíèå 11.4.1. Åñëè a ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì íîð-

ìàëüíîãî îïåðàòîðà f , ïðèíàäëåæàùèì ñêàëÿðó α, òî ýòîò âåêòîð

a ÿâëÿåòñÿ è ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà f ∗, ïðèíàäëåæàùèì

ñêàëÿðó α, òî åñòü f ∗(a) = αa.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(a) = αa, ãäå a ̸= 0 è f � íîðìàëüíûé îïåðà-

òîð. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð g = f −α1V . Òîò ôàêò, ÷òî âåêòîð a ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà f ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå g(a) = 0,

òàê êàê

g(a) = (f − α1V )(a) = f(a)− α(1V )(a) = f(a)− αa = 0 ⇔ f(a) = αa.

Ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

g∗ = (f − α1V )
∗ = f ∗ − (α1V )

∗ = f ∗ − α1V .

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð g ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Ïîäñ÷èòàåì

gg∗ = (f − α1V )(f
∗ − α1V ) = ff ∗ − f(α1V )− (α1V )f

∗ + (α1V )(α1V ) =

= f ∗f−(α1V )f−f ∗(α1V )+(α1V )(α1V ) = (f ∗−α1V )f−(f ∗−α1V )α1V =

= (f ∗ − α1V )(f − α1V ) = g∗g.

Ñëåäîâàòåëüíî, g � íîðìàëüíûé îïåðàòîð. Ïîêàæåì, ÷òî g∗(a) = 0.

0 = (g(a), g(a)) = (a, g∗(g(a))) = (a, (g∗g)(a)) =

= (a, (gg∗)(a)) = (a, g(g∗(a))) = (g∗(a), g∗(a)) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî

g∗(a) = 0 ⇒ (f ∗ − α1V )(a) = 0 ⇒ f ∗(a)− α1V = 0 ⇒ f ∗(a) = αa.
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Ïðåäëîæåíèå 11.4.2. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà,

ïðèíàäëåæàùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � íîðìàëüíûé îïåðàòîð. f(a) = αa, f(b) =

= βb, ãäå α ̸= β. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 11.4.1 f ∗(b) = βb. Ðàññìîòðèì

α(a, b) = (αa, b) = (f(a), b) = (a, f ∗(b)) = (a, βb) = β(a, b).

Ñðàâíèâàÿ íà÷àëî è êîíåö çàïèñè, ïîëó÷àåì

α(a, b)− β(a, b) = 0 ⇒ (α− β)(a, b) = 0 ⇒ (a, b) = 0.

ÒÅÎÐÅÌÀ 11.4.1 (î äèàãîíàëèçèðóåìîñòè íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà).

Åñëè âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà ëåæàò â

îñíîâíîì ïîëå, òî â åâêëèäîâîì (óíèòàðíîì) ïðîñòðàíñòâå V ñóùå-

ñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòî-

ðîâ ýòîãî íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 11.4.2. Åñëè âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè íîðìàëüíî-

ãî îïåðàòîðà ëåæàò â îñíîâíîì ïîëå, òî ýòîò íîðìàëüíûé îïåðàòîð

äèàãîíàëèçèðóåì ñ ïîìîùüþ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 11.4.3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Âñÿêèé íîðìàëüíûé îïåðàòîð óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà îáëàäàåò

äèàãîíàëèçèðóþùèì îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì.

2. Åñëè âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà åâ-

êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, òî

ýòîò íîðìàëüíûé îïåðàòîð îáëàäàåò äèàãîíàëèçèðóþùèì îðòî-

íîðìèðîâàííûì áàçèñîì.
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11.5 Îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ìàòðèöû

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 11.5.1. Äåéñòâèòåëüíàÿ (êîìïëåêñíàÿ) êâàäðàòíàÿ ìàò-

ðèöà A íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé) åñëè îíà âçàèìíîîáðàòíà

ñî ñâîåé ñîïðÿæåííî òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé A∗, òî åñòü A−1 = A∗.

Îïðåäåëåíèå 11.5.1 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû A−1 =

= AT , à äëÿ óíèòàðíîé A−1 = AT . ßñíî, ÷òî îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äåéñòâèòåëüíóþ óíèòàðíóþ ìàòðèöó.

Ñëåäñòâèå. Îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíû-

ìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A−1 = A∗, òî A∗A = AA∗ = E. Ñëåäîâàòåëüíî

A � íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà.

Ñëåäñòâèå. Ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé) ìàòðèöû

ðàâåí 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � îðòîãîíàëüíàÿ (óíèòàðíàÿ) ìàòðèöà, òîãäà

A∗A = E ïåðåéäåì â ýòîì ðàâåíñòâå ê îïðåäåëèòåëÿì, ïîëó÷èì

|A∗A| = 1 ⇒ |A∗||A| = 1 ⇒ |AT ||A| = 1 ⇒ |AT ||A| = 1 ⇒

⇒ |A||A| = 1 ⇒ | detA|2 = 1 ⇒ | detA| = 1.

Çàìå÷àíèå 11.5.1. Ïîñëåäíåå ñëåäñòâèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îðòîãîíàëüíûõ

ìàòðèö |A| = 1 èëè |A| = −1.

ÒÅÎÐÅÌÀ 11.5.1. Îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ìàòðèöû îáðàçóþò

ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî GL(n, k) � ìíîæåñòâî íåîñî-

áåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö n-ãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ k.

(GL(n, k), ·) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, ýòî ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà n-ãî ïîðÿä-
êà íàä ïîëåì k. Â íîñèòåëå ýòîé ãðóïïû ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî H �

ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ (óíèòàðíûõ) ìàòðèö. ßñíî, ÷òî

H ⊂ GL(n, k),

ïîêàæåì, ÷òî (H, ·) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû (GL(n, k), ·). Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

(∀ A,B ∈ H) AB−1 ∈ H

ïî âòîðîìó êðèòåðèþ ïîäãðóïïû. Òàê êàê A ∈ H, òî AA∗ = A∗A =

= E. Òàê êàê B ∈ H, òî B∗B = BB∗ = E. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó AB−1.

Ñîñòàâèì ïðîèçâåäåíèå

(AB−1)∗(AB−1) = (B−1)∗(A∗A)B−1 = (B−1)∗EB−1 =

= (B−1)∗B−1 = (B∗)−1B−1 = (BB∗)−1 = E−1 = E.

Àíàëîãè÷íî, (AB−1)(AB−1)∗ = E, ñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöà AB−1 ÿâëÿåò-

ñÿ îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé), à çíà÷èò AB−1 ∈ H.

ÒÅÎÐÅÌÀ 11.5.2 (êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè (óíèòàðíîñòè) ìàòðèö).

Êâàäðàòíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà A îðòîãîíàëüíà (óíèòàðíà) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñòîëáöû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

äåéñòâèòåëüíîãî (êîìïëåêñíîãî) àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A îðòîãîíàëüíàÿ (óíèòàðíàÿ) ìàòðèöà, òî åñòü

A∗A = AA∗ = E ⇔ ATA = E ⇔ ATA = E ⇔ ATA = E = E ⇔

⇔ (ATA)ij = (E)ij ⇔
n∑

k=1

(AT )ik(A)kj = δij ⇔
n∑

k=1

(A)ki(A)kj = δij.

Îáîçíà÷èì a1, a2, . . . , an � ñòîëáöû ìàòðèöû A, òîãäà ⟨ai, aj⟩ = δij, à ýòî

âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a1, a2, . . . , an îáðàçóþò îðòîíîðìè-

ðîâàííûé áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà kn.
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Çàìå÷àíèå 11.5.2. Òåîðåìà 11.5.2 ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñòðîê ìàòðèöû A,

äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ðàâåíñòâî AA∗ = E.

ÒÅÎÐÅÌÀ 11.5.3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà åâêëèäîâà

(óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà ê äðóãîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçè-

ñó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé).

2. Åñëè ũ = AT ẽ, ãäå A ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé) ìàò-

ðèöåé, à ẽ ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì åâêëèäîâà (óíè-

òàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà, òî è ũ ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áà-

çèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ẽ è ũ � äâà îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñà åâ-

êëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà V . Ïóñòü A � ìàòðèöà ïåðåõîäà

îò ẽ ê ũ, ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ũ = AT ẽ. Íàïîìíèì, ÷òî

A = (ǔ1|ẽ, ǔ2|ẽ, . . . , ǔn|ẽ). Òàê êàê ũ ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçè-

ñîì, òî ïî òåîðåìå 10.3.2

(ui, uj) = ⟨ǔi|ẽ, ǔj|ẽ⟩ = δij.

Òàêèì îáðàçîì, ñòîëáöû ìàòðèöû A îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà kn, ïî òåîðåìå 11.5.2 ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ

îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé).

2) Ïóñòü ũ = AT ẽ, ãäå ẽ � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâêëèäîâà (óíèòàð-

íîãî) ïðîñòðàíñòâà V , A � îðòîãîíàëüíàÿ (óíèòàðíàÿ) ìàòðèöà. Íàøå

ðàâåíñòâî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà

ẽ ê áàçèñó ũ

A = (ǔ1|ẽ, ǔ2|ẽ, . . . , ǔn|ẽ).

Òàê êàê ìàòðèöà A îðòîãîíàëüíàÿ (óíèòàðíàÿ), òî ïî òåîðåìå 11.5.2

åå ñòîëáöû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà kn, òî åñòü

⟨ǔi|ẽ, ǔj|ẽ⟩ = δij.
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Òàê êàê ẽ ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì, òî

(ui, uj) = ⟨ǔi|ẽ, ǔj|ẽ⟩ = δij.

Ýòî ðàâåíñòâî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî âåêòîðû u1, u2, . . . , un îáðàçóþò îð-

òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà V .

11.6 Îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ëèíåéíûå îïåðà-

òîðû

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 11.6.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð f êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäî-

âà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì (óíèòàðíûì)

åñëè îí âçàèìíîîáðàòåí ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì f ∗, òî åñòü

f−1 = f ∗.

Îïðåäåëåíèå 11.6.1 îçíà÷àåò, ÷òî f îðòîãîíàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà f ∗f = ff ∗ = 1V .

Ñëåäñòâèå. Îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ëèíåéíûå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ

íîðìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f−1 = f ∗, òî f ∗f = ff ∗ = 1V , ñëåäîâàòåëüíî

f ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì.

Ñëåäñòâèå (êðèòåðèé). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíûé îïåðàòîð f êîíå÷-

íîìåðíîãî åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà V áûë îðòîãîíàëüíûì

(óíèòàðíûì) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí îòíîñèòåëüíî îðòîíîð-

ìèðîâàííîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V èìåë îðòîãîíàëüíóþ (óíèòàðíóþ)

ìàòðèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì σ : L(V ) → M(n, k) îòíîñèòåëüíî îðòî-

íîðìèðîâàííîãî áàçèñà ẽ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè σ(f) = Af , òî σ(f
∗) = A∗

f .
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Ïóñòü f � îðòîãîíàëüíûé (óíèòàðíûé) ëèíåéíûé îïåðàòîð, òîãäà

f ∗f = ff ∗ = 1V ⇔ σ(f ∗f) = σ(ff ∗) = σ(1V ) ⇔

⇔ σ(f ∗)σ(f) = σ(f)σ(f ∗) = E ⇒ A∗
fAf = AfA

∗
f = E.

Ñëåäîâàòåëüíî Af � îðòîãîíàëüíàÿ (óíèòàðíàÿ) ìàòðèöà.

Ñëåäñòâèå. Îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) îïåðàòîðû îáðàçóþò ãðóïïó ïî

óìíîæåíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãðóïïó H � îðòîãîíàëüíûõ (óíèòàðíûõ)

ìàòðèö, ðàññìîòðèì

σ−1 :M(n, k) → L(V ).

Ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ìàòðèöû ïåðåõîäÿò

â îðòîãîíàëüíûå (óíèòàðíûå) ëèíåéíûå îïåðàòîðû, à ïîýòîìó ãðóïïà H

èçîìîðôíî îòîáðàçèòñÿ íà ãðóïïó îðòîãîíàëüíûõ (óíèòàðíûõ) ëèíåé-

íûõ îïåðàòîðîâ.

ÒÅÎÐÅÌÀ 11.6.1 (îá èçîìåòðè÷íîñòè îðòîãîíàëüíîãî (óíèòàðíîãî)

îïåðàòîðà). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð f êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî)

ïðîñòðàíñòâà îðòîãîíàëåí (óíèòàðåí) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îí ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå, òî åñòü (∀ x, y ∈
V ) (f(x), f(y)) = (x, y).

2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð f êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðî-

ñòðàíñòâà îðòîãîíàëåí (óíèòàðåí) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îí èçîìåòðè÷åí, òî åñòü ñîõðàíÿåò äëèíó âåêòîðà ||f(x)|| = ||x||.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü f � ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå, òîãäà

(∀ x, y ∈ V ) (f(x), f(y)) = (x, y) ⇔ (x, f ∗(f(y))) = (x, y) ⇔

⇔ (∀ y ∈ V ) f ∗(f(y)) = y ⇔ (f ∗f)(y) = y ⇔
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⇔ f ∗f = 1V ⇔ f−1 = f ∗.

Òàêèì îáðàçîì f � îðòîãîíàëüíûé (óíèòàðíûé) ëèíåéíûé îïåðàòîð.

2) Ïîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1) ⇒ 2)

Ïóñòü (∀ x, y ∈ V ) (f(x), f(y)) = (x, y). Âîçüìåì x = y, ïîëó÷èì

(∀ x ∈ V ) (f(x), f(x)) = (x, x),

||f(x)||2 = ||x||2 ⇒ ||f(x)|| = ||x||.

2) ⇒ 1)

Ïóñòü (∀ x ∈ V ) ||f(x)|| = ||x||. Òîãäà ||f(x)||2 = ||x||2, ñëåäîâàòåëü-
íî (f(x), f(x)) = (x, x).

Ïóñòü x, y � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû èç V , è α ∈ k, ïîäñ÷èòàåì

(f(x+ αy), f(x+ αy)). Ñ îäíîé ñòîðîíû

(f(x+αy), f(x+αy)) = (x+αy, x+αy) = (x, x)+α(y, x)+α(x, y)+αα(y, y) =

= ||x||2 + α(x, y) + α(x, y) + |α|2||y||2 = ||x||2 + 2Re(α(x, y)) + |α|2||y||2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

(f(x+ αy), f(x+ αy)) = (f(x) + αf(y), f(x) + αf(y)) =

= ||f(x)||2 + 2Re(α(f(x), f(y)) + |α|2||f(y)||2 =

= ||x||2 + 2Re(α(f(x), f(y))) + |α|2||y||2.

Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò, âèäèì, ÷òî 2Re(α(x, y)) = 2Re(α(f(x), f(y))). Ïî-

ëîæèì α = 1, òî åñòü

Re(f(x), f(y)) = Re(x, y). (∗)

Ïîëîæèì α = i, ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî åñëè z = a+ bi, òî

Re(−iz) = Re(−ia+ b) = b = Im(z),

Re(−i(x, y)) = Re(−i(f(x), f(y)),
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Im(x, y) = Im(f(x), f(y)), (∗∗)

Èç (∗) è (∗∗) ñëåäóåò, ÷òî (f(x), f(y)) = (x, y).

ÒÅÎÐÅÌÀ 11.6.2 (êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè (óíèòàðíîñòè) ëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà). Ëèíåéíûé îïåðàòîð f êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà (óíè-

òàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà îðòîãîíàëåí (óíèòàðåí) òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà îí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ïåðåâîäèò â

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ẽ � îðòîíîðìèðîâàííûé áà-

çèñ ïðîñòðàíñòâà V è f � îðòîãîíàëüíûé (óíèòàðíûé) ëèíåéíûé îïå-

ðàòîð èç L(V ). Òàê êàê ẽ � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî ïî âòîðî-

ìó ñëåäñòâèþ ê îïðåäåëåíèþ 11.6.1, ìàòðèöà Af |ẽ áóäåò îðòîãîíàëü-

íîé (óíèòàðíîé). Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, èìååì

f(ẽ) = AT
f |ẽẽ. Îáîçíà÷èì f(ẽ) = ũ, èìååì ũ = AT

f |ẽẽ, òîãäà ïî òåîðå-

ìå 11.5.3, ũ ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V .

2) Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ẽ � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

V è f ∈ L(V ) ïåðåâîäèò ýòîò áàçèñ â îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f(ẽ) = ũ,

òîãäà f(ẽ) = AT
f |ẽẽ, òî åñòü ũ = AT

f |ẽẽ. Ýòî ðàâåíñòâî óêàçûâàåò íà òî,

÷òî ìàòðèöà AT
f |ẽ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò ẽ ê ũ, òîãäà èç ïåðâîãî

óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 11.5.3 ñëåäóåò, ÷òî Af |ẽ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé

(óíèòàðíîé) ìàòðèöåé, à ïî âòîðîìó ñëåäñòâèþ ê îïðåäåëåíèþ 11.6.1, f

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì (óíèòàðíûì) ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.

Ïðåäëîæåíèå 11.6.1. Âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè îðòîãîíàëüíîãî

(óíèòàðíîãî) ëèíåéíîãî îïåðàòîðà èëè ìàòðèöû ïî ìîäóëþ ðàâíû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåíèå äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü äëÿ óíèòàðíûõ

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, òîãäà îíî áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ óíèòàðíûõ

ìàòðèö, à, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò ñïðàâåäëèâî äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ìàò-

ðèö, à îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Èòàê, ïóñòü f ∈ V � óíèòàðíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð è α � ëþáîé åãî



88 Ãëàâà 11. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì (óíèòàðíîì) ïðîñòðàíñòâå

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîðåíü. Òàê êàê îñíîâíîå ïîëå k = C, òî âñå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèå êîðíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà f ,

ïîýòîìó α ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà f . Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð a ̸= 0 èç V , ÷òî f(a) = αa. Ïîäñ÷èòàåì

(a, a) = (f(a), f(a)) = (αa, αa) = αα(a, a) = |α|2(a, a),

|α|2(a, a) = (a, a).

Òàê êàê a ̸= 0, òî ïîëó÷èì, ÷òî |α|2 = 1, òî åñòü |α| = 1.

11.7 Ñàìîñîïðÿæåííûå ìàòðèöû è ëèíåéíûå îïåðà-

òîðû

Îïðåäåëåíèå 11.7.1. Êâàäðàòíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñà-

ìîñîïðÿæåííîé, åñëè îíà ñîâïàäàåò ñî ñâîåé ñîïðÿæåííî òðàíñïîíèðî-

âàííîé ìàòðèöåé A∗, òî åñòü A = A∗.

Îïðåäåëåíèå 11.7.2. Äåéñòâèòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ

ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè A = AT .

Îïðåäåëåíèå 11.7.3. Êîìïëåêñíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ýð-

ìèòîâîé, åñëè A = AT .

ßñíî, ÷òî ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äåé-

ñòâèòåëüíóþ ýðìèòîâó ìàòðèöó.

Îïðåäåëåíèå 11.7.4. Ëèíåéíûé îïåðàòîð f êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà

(óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè îí ñîâ-

ïàäàåò ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì f ∗.

Îïðåäåëåíèå 11.7.5. Ëèíåéíûé îïåðàòîð f êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà

(óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè

(∀ x, y ∈ V ) (f(x), y) = (x, f(y)).
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Çàìå÷àíèå 11.7.1. Â ñëó÷àå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñàìîñîïðÿæåííûé

îïåðàòîð ÷àñòî íàçûâàþò ñèììåòðè÷åñêèì, à â ñëó÷àå óíèòàðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà � ýðìèòîâûì.

Ñëåäñòâèå. Ñèììåòðè÷åñêèå (ýðìèòîâû) ìàòðèöû è ëèíåéíûå îïåðàòî-

ðû ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A � ñèììåòðè÷åñêàÿ (ýðìèòîâà), òî A∗ = A, òî-

ãäà A∗A = AA∗, ñëåäîâàòåëüíî, A � íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà.

Ñëåäñòâèå (Êðèòåðèé). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíûé îïåðàòîð f êîíå÷íî-

ìåðíîãî åâêëèäîâà (óíèòàðíîãî) ïðîñòðàíñòâà V áûë ñèììåòðè÷åñêèì

(ýðìèòîâûì) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí îòíîñèòåëüíî îðòîíîð-

ìèðîâàííîãî áàçèñà ẽ èìåë ñèììåòðè÷åñêóþ (ýðìèòîâó) ìàòðèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì σ : L(V ) → M(n, k) îòíî-

ñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ẽ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè σ(f) = Af ,

òî σ(f ∗) = A∗
f . Ïóñòü f � ñèììåòðè÷åñêèé (ýðìèòîâ) îïåðàòîð, òîãäà

f = f ∗, çíà÷èò σ(f) = σ(f ∗), òî åñòü Af = A∗
f . Ñëåäîâàòåëüíî Af ÿâëÿ-

åòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé (ýðìèòîâîé) ìàòðèöåé.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíÿõ ñàìîñîïðÿæåííûì

ìàòðèö è ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Ëåììà 11.7.1. Åñëè A � ýðìèòîâà ìàòðèöà, X � ïðîèçâîëüíûé ñòîë-

áåö êîìïëåêñíîãî àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ⟨AX,X⟩ ÿâëÿåòñÿ
äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

⟨AX,X⟩ = ⟨X,A∗X⟩ = ⟨X,AX⟩ = ⟨AX,X⟩,

ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî òèïà z = z. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî z � äåéñòâèòåëüíîå

÷èñëî.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 11.7.1. Âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ñèììåòðè÷åñêîé

(ýðìèòîâîé) ìàòðèöû è ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëü-

íûìè ÷èñëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ýðìèòîâûõ

ìàòðèö, òîãäà îíî áóäåò ñïðàâåäëèâî äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö, à ñëå-

äîâàòåëüíî îíî áóäåò ñïðàâåäëèâî äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ è ýðìèòîâûõ ëè-

íåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü A � ýðìèòîâà ìàòðèöà. Tàê êàê k = C, òî ëþ-
áîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîðåíü α ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ åå ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì, à ïîýòîìó ñóùåñòâóåò X ̸= 0, X ∈ Cn òàêîé, ÷òî AX = αX.

Ðàññìîòðèì

⟨AX,X⟩ = ⟨αX,X⟩ = α⟨X,X⟩.

Çàìåòèì, ÷òî ⟨X,X⟩ > 0, òî åñòü

α =
⟨AX,X⟩
⟨X,X⟩

∈ R.

ÒÅÎÐÅÌÀ 11.7.2 (î ïðèâåäåíèè ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöû ê äèàãî-

íàëüíîìó âèäó). Âñÿêóþ ñàìîñîïðÿæåííóþ ìàòðèöó A ìîæíî ñ ïîìî-

ùüþ îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé) ìàòðèöû òðàíñôîðìèðîâàòü ê äèà-

ãîíàëüíîìó âèäó, ïðè ýòîì äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè íåîáõîäèìî áó-

äóò ÿâëÿòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé ìàòðèöåé n-ãî ïî-

ðÿäêà. Ðàññìîòðèì n-ìåðíîå åâêëèäîâî (óíèòàðíîå) ïðîñòðàíñòâî V è â

íåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ẽ. Ïîñòðîèì ëèíåéíûé îïåðàòîð f ∈ L(V )

òàê, ÷òîáû îí îòíîñèòåëüíî áàçèñà ẽ èìåë ñâîåé ìàòðèöåé äàííóþ ìàòðè-

öó A, òî åñòü Af |ẽ = A. Òàêîé îïåðàòîð f îáÿçàòåëüíîé íàéäåòñÿ â ñèëó

èçîìîðôíîñòè L(V ) ∼= M(n, k). Â òåîðåìå 9.2.2 ìû ñòðîèëè òàêîé ëè-

íåéíûé îïåðàòîð. Òàê êàê ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé, à ẽ �
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îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî ïî âòîðîìó ñëåäñòâèþ, ëèíåéíûé îïåðà-

òîð f áóäåò ñàìîñîïðÿæåííûì, à, ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíûì. Ïî òåîðå-

ìå 11.7.1 âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè α1, α2, . . . , αn ëèíåéíîãî îïåðàòî-

ðà f áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, ïîýòîìó (∀ i = 1, n) αi ∈ k, ïðè

k = R èëè k = C. Ïî òåîðåìå 11.4.2, â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò îðòî-

íîðìèðîâàííûé äèàãîíàëèçèðóþùèé áàçèñ ũ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ îïåðàòîðà f , ïðèíàäëåæàùèõ ñêàëÿðàì α1, α2, . . . , αn, òî åñòü

(∀ i = 1, n) f(ui) = αiui. Îòíîñèòåëüíî áàçèñà ũ ëèíåéíûé îïåðàòîð f

áóäåò èìåòü ìàòðèöó

Af |ũ =


α1 0 . . . 0

0 α2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . αn

 .

Èçâåñòíî, ÷òî Af |ũ = Q−1Af |ẽQ, ãäå Q � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ẽ ê ũ. Òàê

êàê áàçèñû ẽ è ũ îðòîíîðìèðîâàííûå, òî ïî òåîðåìå 11.5.3 ìàòðèöà Q

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé). Ìû âèäèì, ÷òî Af |ẽ = A ñ ïîìî-

ùüþ îðòîãîíàëüíîé óíèòàðíîé ìàòðèöû Q ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó

âèäó. Âèäíî, ÷òî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè Af |ũ ñòîÿò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

êîðíè ìàòðèöû Af |ẽ = A.
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