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Ââåäåíèå

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîîòâåòñòâóåò ìàòåðèàëó, èçó÷àåìîìó ñòóäåíòàìè â êóð-

ñå ¾Àëãåáðà¿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà è ôàêóëüòåòà êîì-

ïüþòåðíûõ íàóê è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Â íåì îòðàæåíû òåìû,

ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì êóðñå: ìíîãî÷ëåíû è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò êóðñ ëåêöèé ïî ïðåäëàãàåìûì ðàçäåëàì è

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíó ïî ïðåäìåòó ¾Àë-

ãåáðà¿ âî âòîðîì ñåìåñòðå, à òàê æå ïðè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå ñòóäåí-

òîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî çàî÷íîé ôîðìå îáó÷åíèÿ.

Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî èçó÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ìîæåò

áûòü ðåêîìåíäîâàíà ñëåäóþùàÿ ëèòåðàòóðà:

1. Âîåâîäèí Â.Â. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà. Ì., 1974.

2. Êóðîø À.Ã. Êóðñ âûñøåé àëãåáðû. Ì., 1975.

3. Èëüèí Â.À., Ïîçíÿê Ý.Ã. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà. Ì., 1978.

4. Ïðîñêóðÿêîâ È.Â. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå. Ì., 1970.

5. Ôàäååâ Ä.Ê., Ñîìèíñêèé È.Ñ. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî âûñøåé àëãåáðå.

Ì., 1968.
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Ãëàâà 6

Ìíîãî÷ëåíû

6.1 Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ

Ïóñòü k � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ïîëå.

Îïðåäåëåíèå 6.1.1. Ìíîãî÷ëåíîì îò íåèçâåñòíîãî x íàä êîëüöîì k íà-

çûâàåòñÿ ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå âèäà

∞∑
i=0

αix
i,

ãäå x � ñèìâîë íåèçâåñòíîãî, αi � ýëåìåíòû ïîëÿ k, ïî÷òè âñå ðàâíûå

0, òî åñòü (∃ n ∈ N) (∀ i > n) αi = 0.

Â äàëüíåéøåì ìíîãî÷ëåíû áóäåì îáîçíà÷àòü f(x), g(x), h(x), f1(x),

f2(x),. . . èëè êîðî÷å f , g, h, f1, f2,. . .

f(x) =
∞∑
i=0

αix
i. (6.1)

Åñëè â ìíîãî÷ëåíå (6.1) ∀ 0 6 i < ∞ αi = 0, òî ìíîãî÷ëåí áóäåì

íàçûâàòü íóëåâûì è îáîçíà÷àòü 0.

Îïðåäåëåíèå 6.1.2. Ñëàãàåìûå αix
i áóäåì íàçûâàòü ÷ëåíàìè ìíîãî-

÷ëåíà (6.1), à ýëåìåíòû αi áóäåì íàçûâàòü êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà

(6.1).
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6 Ãëàâà 6. Ìíîãî÷ëåíû

Åñëè â ìíîãî÷ëåíå (6.1) ∀ i > n αi = 0, òî áóäåì ïèñàòü:

f(x) =
n∑

i=0

αix
i èëè f(x) = α0 + α1x+ · · ·+ αnx

n. (6.2)

Çäåñü ïðè ïåðåõîäå îò çàïèñè (6.1) ê çàïèñè (6.2) ìû ïèøåì α0 âìåñòî

α0x
0. Ïðè ýòîì α0 íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ÷ëåíîì ìíîãî÷ëåíà f(x).

Îïðåäåëåíèå 6.1.3. Ñòåïåíüþ íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) íàçûâàåòñÿ

íàèáîëüøèé íîìåð îòëè÷íîãî îò íóëÿ êîýôôèöèåíòà ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç deg f(x) ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(x).

Åñëè â çàïèñè (6.2) αn ̸= 0, òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) ðàâíà n,

òî åñòü deg f(x) = n. Â ýòîì ñëó÷àå, αnx
n íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì ÷ëåíîì

ìíîãî÷ëåíà, αn íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ìíîãî÷ëåíà.

Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò íåèçâåñòíîãî x íàä ïîëåì k îáîçíà-

÷àåòñÿ k[x] è íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì k.

Ïóñòü

f(x) =
∞∑
i=0

αix
i, g(x) =

∞∑
i=0

βix
i, f, g ∈ k[x].

Îïðåäåëåíèå 6.1.4. Äâà ìíîãî÷ëåíà f(x), g(x) ∈ k[x] íàçûâàþòñÿ ðàâ-

íûìè, åñëè ðàâíû âñå èõ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, òî

åñòü (∀ 0 6 i < ∞) αi = βi.

Â ìíîæåñòâå k[x] ââåäåì äâå îïåðàöèè: ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíî-

ãî÷ëåíîâ.

Îïðåäåëåíèå 6.1.5. Ñóììîé äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f è g íàçûâàåòñÿ ìíî-

ãî÷ëåí

f + g =
∞∑
i=0

(αi + βi)x
i.

Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ f è g íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

f · g =
∞∑
i=0

γix
i, ãäå γi =

∑
ν+µ=i
ν,µ>0

ανβµ.
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Çàìå÷àíèå 6.1.1. Ôîðìóëà äëÿ óìíîæåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû

ïåðåìíîæèòü äâà ìíîãî÷ëåíà, äîñòàòî÷íî êàæäûé ÷ëåí ïåðâîãî ìíîãî-

÷ëåíà óìíîæèòü íà êàæäûé ÷ëåí âòîðîãî ìíîãî÷ëåíà è ïðèâåñòè ïîäîá-

íûå ÷ëåíû.

Îïðåäåëåíèå 6.1.5 êîððåêòíî â òîì ñìûñëå, ÷òî f + g è f · g äåéñòâè-
òåëüíî áóäóò ìíîãî÷ëåíàìè. Òàê êàê f è g � ìíîãî÷ëåíû, òî (∃ n ∈
∈ N) (∀ i > n) αi = 0, βi = 0. Òîãäà (∀ i > n) αi + βi = 0 ⇒ f + g

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì.

Äëÿ f · g ïîäñ÷èòàåì γi, ∀ i > 2n. Òàê êàê i = ν + µ, òî èç óñëîâèÿ

i > 2n ⇒ ν > n èëè µ > n ⇒ αν = 0 èëè βµ = 0 ⇒ γi =
∑

ανβµ = 0 äëÿ

i > 2n. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f · g ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñòåïåíè ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëå-

íîâ.

Ïóñòü f ̸= 0 è g ̸= 0 � ìíîãî÷ëåíû èç k[x],

f(x) =
∞∑
i=0

αix
i, g(x) =

∞∑
i=0

βix
i.

Ïóñòü deg f = n, òî åñòü αn ̸= 0, deg g = m, òî åñòü βm ̸= 0. Îáîçíà÷èì

÷åðåç N = max(n,m).

Ðàññìîòðèì

f + g =
∞∑
i=0

(αi + βi)x
i.

ßñíî, ÷òî (∀ i > N) αi = 0 è βi = 0 ⇒ γi = αi + βi = 0. Ñëåäî-

âàòåëüíî, deg(f + g) 6 N . Çíà÷èò, deg(f + g) 6 max(deg f, deg g). Çíàê

ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè n ̸= m.

Ðàññìîòðèì

f · g =
∞∑
i=0

γix
i ãäå γi =

∑
ν+µ=i
ν,µ>0

ανβµ.

Åñëè i > n +m, òî ν > n èëè µ > m ⇒ αν = 0 èëè βµ = 0 ⇒ γi = 0.

Ïîëó÷àåì deg f · g 6 n+m. Çíà÷èò, deg f · g 6 deg f + deg g.
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Ñîñ÷èòàåì

γn+m =
∑

ν+µ=n+m

ανβµ = αnβm.

Òàê êàê αn ̸= 0 è βm ̸= 0, òî αnβm ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå γn+m ̸= 0 è

deg f · g = deg f + deg g.

6.2 Òåîðåìà î äåëåíèè ñ îñòàòêîì. Òåîðåìà Áåçó.

Ñõåìà Ãîðíåðà

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.2.1 (î äåëåíèè ñ îñòàòêîì). Ïóñòü k � ïîëå, f è g ∈ k[x],

ïðè÷åì g ̸= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà ìíîãî÷ëåíîâ q, r ∈
k[x] òàêàÿ, ÷òî

1) f = gq + r;

2) r = 0 (èëè r ̸= 0, deg r < deg g).

Äîêàçàòåëüñòâî. I) Ñóùåñòâîâàíèå ìíîãî÷ëåíîâ q è r.

à) Ïóñòü f = 0 (èëè f ̸= 0, deg f < deg g). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü

f = 0 · g + f, (q = 0, r = f). Óñëîâèÿ 1) è 2) âûïîëíåíû.

á) f ̸= 0 è deg f > deg g. Ïóñòü

f = αnx
n + . . .+ α0, αn ̸= 0,

g = βmx
m + . . .+ β0, βm ̸= 0.

deg f = n, deg g = m, n > m. Ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåí

f1 = f − αnβ
−1
m xn−mg. (1)

Ìíîãî÷ëåí f1 ïîñòðîåí òàê, ÷òîáû óíè÷òîæèòü ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà

f . Èìååì f1 = 0 èëè f1 ̸= 0 è deg f1 = n1 < n.

Åñëè n1 < m, òî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ çàêàí÷èâàåì. Åñ-

ëè n1 > m, òî, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç α
(1)
n1 ñòàðøèé êîýôôèöèåíò f1, ñòðîèì

ìíîãî÷ëåí

f2 = f1 − α(1)
n1
β−1
m xn1−mg. (2)
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Îïÿòü ìíîãî÷ëåí f2 ñòðîèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óíè÷òîæèòü ñòàð-

øèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà f1. Èìååì f2 = 0 èëè f2 ̸= 0 è deg f2 = n2 < n1.

Åñëè n2 < m, òî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ çàêàí÷èâàåì. Åñëè

n2 > m, òî ïðîäîëæàåì è ò. ä.

Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ f , f1, f2, f3,. . . îáðàçóþò ñòðîãî

óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òîãäà â êîíöå êîí-

öîâ ïîëó÷èì n > n1 > n2 > . . . > ns, ãäå ns < m.

fs = fs−1 − α(s−1)
ns−1

β−1
m xns−1−mg, (s)

ãäå fs = 0 èëè fs ̸= 0 è deg fs = ns < m.

Ñëîæèì ïî÷ëåííî âñå ðàâåíñòâà (1), (2), . . . , (s), ïîëó÷èì

fs = f −
(
αnβ

−1
m xn−m + α(1)

n1
β−1
m xn1−m + . . .+ α(s−1)

ns−1
β−1
m xns−1−m

)
g.

Îáîçíà÷èì fs ÷åðåç r,à ñîäåðæèìîå ñêîáêè ÷åðåç q. Ïîëó÷èì r = fs −
− qg ⇒ f = qg + r, òî åñòü ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî 1), ãäå r = 0 ∨ (r ̸=
̸= 0 ∧ deg r < deg g) � óñëîâèå 2).

II) Åäèíñòâåííîñòü q è r.

Äîïóñòèì, ÷òî íàðÿäó ñ ïàðîé ìíîãî÷ëåíîâ q è r, óñòàíîâëåííûõ â

÷àñòè I), ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ïàðà ìíîãî÷ëåíîâ q è r, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèÿì 1) è 2), òî åñòü f = qg + r è r = 0 ∨ (r ̸= 0 ∧ deg r < deg g).

Èìååì

qg + r = qg + r ⇒ (q − q)g = r − r. (∗)

Ïîêàæåì, ÷òî q − q = 0. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü q − q ̸= 0. Ïóñòü

α ̸= 0 � ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, òîãäà ñòàðøèé êîýô-

ôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà (q− q)g áóäåò αβm ̸= 0. Åñëè áû αβm = 0, òî α = 0.

Çíà÷èò deg(q − q)g = deg(q − q) + deg g > deg g.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû r − r = 0 èëè r − r ̸= 0, deg(r − r) < deg g. Ìû

ïîëó÷èëè, ÷òî â ðàâåíñòâå (∗) ñëåâà ñòîèò ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíü êîòîðîãî íå
ìåíüøå deg g, à ñïðàâà ñòîèò íóëåâîé ìíîãî÷ëåí èëè ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíü

êîòîðîãî ìåíüøå deg g. Ýòî è åñòü ïðîòèâîðå÷èå.
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Îïðåäåëåíèå 6.2.1. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 6.2.1 ìíîãî÷ëåíû q è r

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íåïîëíûì ÷àñòíûì è îñòàòêîì îò äåëåíèÿ

ìíîãî÷ëåíà f íà ìíîãî÷ëåí g.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.2.2 (Áåçó). Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà

x− γ ðàâåí çíà÷åíèþ ìíîãî÷ëåíà f(x) ïðè x = γ, òî åñòü f(γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = q(x)(x− γ) + r(x), r(x) = 0 ∨ (r(x) ̸=
̸= 0 ∧ deg r(x) < 1). Ïîëó÷àåì r(x) = 0 ∨ deg r(x) = 0, â ëþáîì ñëó÷àå

r(x) = r ∈ k.

Ïóñòü q(x) = β0 + β1x+ . . .+ βsx
s, òîãäà f(x) = q(x) · x− q(x)γ + r =

= β0x+ β1x
2 + . . .+ βsx

s+1 − β0γ − β1xγ − . . .− βsx
sγ + r.

Ñîñ÷èòàåì f(γ) = β0γ+β1γ
2+. . .+βsγ

s+1−β0γ−β1γ
2−. . .+βsγ

s+1+r =

= r. Òàêèì îáðàçîì, r = f(γ).

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äåëåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) íà (x− γ) ïî òàê íà-

çûâàåìîé ñõåìå Ãîðíåðà.

Ïóñòü f(x) = α0x
n + α1x

n−1 + . . . + αn, α0 ̸= 0. Ðàçäåëèì f(x) íà

(x − γ) ñ îñòàòêîì, ïîëó÷èì f(x) = q(x)(x − γ) + r. Ìíîãî÷ëåí q(x)

áóäåì èñêàòü â âèäå q(x) = β0x
n−1 + β1x

n−2 + . . . + βn−1. Íàøà çàäà÷à

íàéòè êîýôôèöèåíòû β0, β1, . . . , βn−1 è îñòàòîê r.

Ïîäñòàâèì â ýòî ñîîòíîøåíèå âìåñòî q(x) è f(x) èõ çíà÷åíèÿ. Èìååì,

α0x
n+α1x

n−1+ . . .+αn =
(
β0x

n−1 + β1x
n−2 + . . .+ βn−1

)
(x−γ)+ r. Äâà

ìíîãî÷ëåíà ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû èõ êîýôôèöèåíòû

ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ. Ñðàâíèì êîýôôèöèåíòû.

xn : α0 = β0 ⇒ β0 = α0;

xn−1 : α1 = β1 − β0γ ⇒ β1 = β0γ + α1;

xn−2 : α2 = β2 − β1γ ⇒ β2 = β1γ + α2;

. . .

x1 : αn−1 = βn−1 − βn−2γ ⇒ βn−1 = βn−2γ + αn−1;

x0 : αn = r − βn−1γ ⇒ r = βn−1γ + αn.
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Òàêèì îáðàçîì âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû íåïîëíîãî ÷àñòíîãî è îñòà-

òîê íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîòèïíûõ âû÷èñëåíèé, à èìåííî, ÷òîáû íàé-

òè βk = βk−1γ+αk. Ýòè âû÷èñëåíèÿ óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå ñëåäóþùåé

ñõåìû Ãîðíåðà.

α0 α1 α2 . . . αn−1 αn

γ α0 β0γ + α1 β1γ + α2 . . . βn−2γ + αn−1 βn−1γ + αn

|| || || || ||
β0 β1 β2 . . . βn−1 r = f(γ)

Ïðèìåð: f(x) = x5 − 2x4 + 3x3 − 4x2 + x− 1. Íàéäåì f(4).

1 −2 3 −4 1 −1

4 1 2 11 40 161 643

f(4) = 643, f(x) = (x4 + 2x3 + 11x2 + 40x+ 161)(x− 4) + 643.

6.3 Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ. Íàèáîëüøèé îáùèé äå-

ëèòåëü è íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå

Îïðåäåëåíèå 6.3.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) äåëèòñÿ íà ìíîãî-

÷ëåí g(x) ̸= 0 èëè, ÷òî ìíîãî÷ëåí g(x) äåëèò ìíîãî÷ëåí f(x) èëè, ÷òî

ìíîãî÷ëåí g(x) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíà f(x) èëè, ÷òî ìíîãî÷ëåí

f(x) êðàòåí ìíîãî÷ëåíó g(x), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí q(x), ÷òî

f(x) = q(x) · g(x).

Îïðåäåëåíèå 6.3.2. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí

g(x) ̸= 0, åñëè îñòàòîê îò äåëåíèÿ f(x) íà g(x) ðàâåí íóëþ.

Òî, ÷òî ìíîãî÷ëåí g(x) äåëèò f(x) îáîçíà÷àåòñÿ êàê g|f .

Îïðåäåëåíèå 6.3.3. Äâà íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíà f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ

àññîöèèðîâàííûìè f ∼ g, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ìíîæèòå-

ëåì ðàâíûì íåíóëåâîé êîíñòàíòå, òî åñòü f = αg, α ∈ k∗ = k\{0}.

Ñâîéñòâà äåëèìîñòè
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1. (∀ f ̸= 0) f |f .

2. (∀ g ̸= 0) g|0.

3. Äâà íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíà àññîöèèðîâàíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíè äåëÿò äðóã äðóãà, òî åñòü f ∼ g ⇔ f |g è g|f .

4. Åñëè h|g, g|f , òî h|f (òðàíçèòèâíîñòü).

5. Åñëè h|g, h|f , òî (∀ u, v ∈ k[x]) h|(ug + vf).

6. Äåëèòåëÿìè íåíóëåâûõ êîíñòàíò ìîãóò áûòü òîëüêî íåíóëåâûå êîí-

ñòàíòû, òî åñòü åñëè g|f è deg f = 0, òî deg g = 0.

7. Íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà äåëèò íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí, òî åñòü åñëè

deg g = 0, òî (∀ f) g|f .

8. Åñëè g|f è f ̸= 0, òî deg g 6 deg f , ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãà-

åòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ∼ f .

9. Îòíîøåíèå äåëèìîñòè, åñòü îòíîøåíèå ìåæäó êëàññàìè àññîöèèðî-

âàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, òî åñòü åñëè g|f , g1 ∼ g, f1 ∼ f , òî g1|f1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) f(x) = 1 · f(x), òî åñòü f |f è q(x) = 1.

2) 0 = 0 · g(x), òî åñòü g|0 è q(x) = 0.

3) à) Íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü f ∼ g, òîãäà f = αg, ãäå α ∈ k∗, òî åñòü g|f è q = α. Òàê êàê

α ̸= 0, òî g = α−1f , òî åñòü f |g è q = α−1.

b) Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü g|f è f |g. Èìååì, f = qg, g = q1f , ñëåäîâàòåëüíî f = q(q1f), òî

åñòü (1− qq1)f = 0. Òàê êàê f ̸= 0, òî 1− qq1 = 0, òî åñòü qq1 = 1. Çíà÷èò

deg qq1 = 0 ⇒ deg q + deg q1 = 0 ⇒ deg q = deg q1 = 0, ñëåäîâàòåëüíî q è

q1 � êîíñòàíòû. Èìååì f = qg, ãäå q ∈ k∗ ⇒ f ∼ g.

4) Èìååì g = qh, f = q1g. Òîãäà f = q1(qh) = (q1q)h ⇒ h|f .
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5) Èìååì g = qh, f = q1h. Òîãäà ug = uqh, vf = vq1h. Ðàññìîòðèì

ug + vf = (uq + vq1)h ⇒ h|(ug + vf).

6) Èìååì deg f = 0 è f = qg ⇒ deg f = deg q + deg g = 0 ⇒ deg q =

= deg g = 0, òî åñòü q è g � êîíñòàíòû.

7) Òàê êàê deg g = 0, òî g ∈ k∗, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò g−1 ∈ k∗. Òîãäà

f = (fg−1)g ⇒ g|f .
8) Èìååì f = qg ⇒ deg f = deg g + deg q ⇒ deg f > deg g. Âèäíî, ÷òî

çíàê ðàâåíñòâà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà deg q =

= 0 ⇒ q ∈ k∗ ⇔ f ∼ g.

9) Èìååì f = qg, g = αq1, f = βf1, ãäå α, β ∈ k∗. Òîãäà βf1 = qαg1 ⇒
⇒ f1 = (β−1qα)g1 ⇒ g1|f1.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íóþ ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ

{f1, f2, . . . , fs}, ñðåäè êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ìíîãî÷ëåí îòëè÷åí
îò íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.3.4. Ìíîãî÷ëåí d íàçûâàåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ñèñòå-

ìû ìíîãî÷ëåíîâ {f1, f2, . . . , fs}, åñëè îí äåëèò âñå ìíîãî÷ëåíû äàííîé

ñèñòåìû, òî åñòü (∀ 1 6 i 6 s) d|fi.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.3.1 (î ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèÿõ, îïðåäåëÿþùèõ ÍÎÄ).

Ïóñòü {f1, f2, . . . , fs} � ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ, ñðåäè êîòîðûõ ïî êðàé-

íåé ìåðå îäèí ìíîãî÷ëåí îòëè÷åí îò íóëÿ, è d � íåêîòîðûé íåíóëåâîé

ìíîãî÷ëåí (d ̸= 0). Ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ:

1) ñîâîêóïíîñòü äåëèòåëåé ìíîãî÷ëåíà d ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ

îáùèõ äåëèòåëåé ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ {f1, f2, . . . , fs};

2) ìíîãî÷ëåí d ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ

{f1, f2, . . . , fs}, êîòîðûé äåëèòñÿ íà ëþáîé äðóãîé îáùèé äåëèòåëü
ýòîé ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2)
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Òàê êàê ñðåäè äåëèòåëåé ìíîãî÷ëåíà d íàõîäèòñÿ ñàì ìíîãî÷ëåí d, òî

ïî óñëîâèþ 1), d ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì {f1, f2, . . . , fs}.
Ïóñòü òåïåðü d′ � ëþáîé îáùèé äåëèòåëü {f1, f2, . . . , fs}, òîãäà ïî

óñëîâèþ 1) d′ ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç äåëèòåëåé ìíîãî÷ëåíà d, òî åñòü d

äåëèòñÿ íà d′.

2) ⇒ 1)

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1) óñòàíîâèì â äâà øàãà.

à) Ïóñòü d′ � ëþáîé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà d. Èìååì d′|d, à ïî óñëîâèþ

2) (∀ 1 6 i 6 s) d|fi ⇒ (∀ 1 6 i 6 s) d′|fi, òî åñòü d′ ÿâëÿåòñÿ îáùèì

äåëèòåëåì ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ {f1, f2, . . . , fs}.
á) Îáðàòíî. Ïóñòü d′ � ëþáîé îáùèé äåëèòåëü ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ

{f1, f2, . . . , fs}. Òîãäà ïî óñëîâèþ 2) ìíîãî÷ëåí d äåëèòñÿ íà d′, òî åñòü

d′ ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíà d.

Îïðåäåëåíèå 6.3.5. Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì (ÍÎÄ) ñèñòåìû

ìíîãî÷ëåíîâ {f1, f2, . . . , fs}, íàçûâàåòñÿ ëþáîé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí d,

óäîâëåòâîðÿþùèé ëþáîìó èç ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé òåîðåìû 6.3.1.

Îïðåäåëåíèå 6.3.6. ÍÎÄ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ òàêîé îá-

ùèé äåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû, êîòîðûé äåëèòñÿ íà ëþáîé äðóãîé îáùèé

äåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ.

Ñëåäñòâèå 6.3.1.1. Åñëè ÍÎÄ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ ñóùåñòâóåò, òî îí

îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàííîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d1, d2 � äâà ÍÎÄ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ

f1, f2, . . . , fs, áóäåì ðàññìàòðèâàòü d1 êàê ÍÎÄ ñèñòåìû, à d2 êàê ÎÄ

ñèñòåìû f1, f2, . . . , fs. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 6.3.6 d2|d1. Ïîìåíÿåì ðîëÿ-

ìè d1 è d2, òî åñòü d1 áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ÎÄ, à d2 � êàê ÍÎÄ

ñèñòåìû f1, f2, . . . , fs. Ïî îïðåäåëåíèþ 6.3.6 d1|d2, òîãäà ïî 3 ñâîéñòâó

äåëèìîñòè d1 ∼ d2.
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Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ÍÎÄ ñèñòåìû ìíîãî-

÷ëåíîâ {f1, f2, . . . , fs}? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé. Óáåäèìñÿ
â ýòîì ñíà÷àëà äëÿ ñèñòåìû èç 2-õ ìíîãî÷ëåíîâ. Ìû äîêàæåì ñóùå-

ñòâîâàíèå ÍÎÄ 2-õ ìíîãî÷ëåíîâ è óêàæåì àëãîðèòì åãî íàõîæäåíèÿ.

Ýòîò àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà è îí îñíîâàí íà ìåòîäå

ïîñëåäîâàòåëüíîãî äåëåíèÿ. Ïóñòü f è g � äâà íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíà,

deg f > deg g. Ðàçäåëèì f íà g ñ îñòàòêîì, ïîëó÷èì

f = q1g + r1, ãäå r1 = 0 èëè (r1 ̸= 0 è deg r1 < deg g) .

Åñëè r1 = 0, òî ïðîöåññ äåëåíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ. Åñëè r1 ̸= 0, òî äåëèì g

íà r1 ñ îñòàòêîì, ïîëó÷èì

g = q2r1 + r2, ãäå r2 = 0 èëè (r2 ̸= 0 è deg r2 < deg r1) .

Åñëè r2 = 0, òî ïðîöåññ äåëåíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ. Åñëè r2 ̸= 0, òî äåëèì r1

íà r2 ñ îñòàòêîì, ïîëó÷èì

r1 = q3r2 + r3, ãäå r3 = 0 èëè (r3 ̸= 0 è deg r3 < deg r2) .

È òàê äàëåå. Âîçíèêàåò âîïðîñ: íàø ïðîöåññ êîíå÷åí èëè áåñêîíå÷åí?

Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíè îñòàòêîâ îáðàçóþò ñòðîãî óáûâàþùóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à èìåííî deg g > deg r1 > deg r2 >

deg r3 > . . ., êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé. Â êîíöå êîíöîâ ïîëó-

÷èì ðàâåíñòâà

rk−2 = qkrk−1 + rk;

rk−1 = qk+1rk,

ãäå rk � ïîñëåäíèé íå ðàâíûé íóëþ îñòàòîê â àëãîðèòìå Åâêëèäà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.3.2. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü 2-õ íåíóëåâûõ ìíîãî-

÷ëåíîâ f è g ñóùåñòâóåò è ðàâåí ïîñëåäíåìó íå ðàâíîìó íóëþ îñòàòêó

â àëãîðèòìå Åâêëèäà, ïðèìåíåííîìó ê ìíîãî÷ëåíàì f è g.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùèå àëãîðèòì Åâêëèäà

ê ìíîãî÷ëåíàì f è g

f = q1g + r1 ⇒ r1 = f − q1g; (1)

g = q2r1 + r2 ⇒ r2 = g − q2r1; (2)

r1 = q3r2 + r3 ⇒ r3 = r1 − q3r2; (3)

. . .

rk−2 = qkrk−1 + rk ⇒ rk = rk−2 − qkrk−1; (k)

rk−1 = qk+1rk. (k + 1)

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî rk|rk−1.

Èç ðàâåíñòâà (k) âèäíî, ÷òî rk|rk−2.

Èç ðàâåíñòâà (k − 1) âèäíî, ÷òî rk|rk−3.

. . .

rk|r2, rk|r1
Èç ðàâåíñòâà (2) âèäíî, ÷òî rk|g.
Èç ðàâåíñòâà (1) âèäíî, ÷òî rk|f .
Ñëåäîâàòåëüíî rk ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ

{f, g}. Ïóñòü d � ëþáîé îáùèé äåëèòåëü {f, g}, òîãäà
èç ðàâåíñòâà (1) âèäíî, ÷òî d|r1,
èç ðàâåíñòâà (2) âèäíî, ÷òî d|r2,
. . .

èç ðàâåíñòâà (k) âèäíî, ÷òî d|rk,
òî åñòü rk � îáùèé äåëèòåëü {f, g}, êîòîðûé äåëèòñÿ íà ëþáîé äðóãîé

îáùèé äåëèòåëü {f, g}. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 6.3.6 rk � ÍÎÄ {f, g}.

Ñóùåñòâîâàíèå ÍÎÄ ëþáîé êîíå÷íîé ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé, êîòîðàÿ òàê æå äàåò ìåòîä åãî íàõîæäå-

íèÿ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 6.3.3 (ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà). ÍÎÄ êîíå÷íîé ñèñòåìû

ìíîãî÷ëåíîâ ñóùåñòâóåò è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

HOD{f1, f2, . . . , fs−1, fs} = HOD{HOD {f1, f2, . . . , fs−1} , fs} .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî s. Åñ-

ëè s = 2, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

òåîðåìà âåðíà äëÿ (s − 1) ìíîãî÷ëåíîâ, òåì ñàìûì ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ

{f1, f2, . . . , fs−1}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d̄ = HOD{d, fs}. Èìååì, d̄|d, d̄|fs,
êðîìå òîãî (∀ 1 6 i 6 s − 1) d|fi, òîãäà ïî òðàíçèòèâíîñòè äåëè-

ìîñòè (∀ 1 6 i 6 s − 1) d̄|fi, d̄|fs, ñëåäîâàòåëüíî d̄ ÿâëÿåòñÿ îá-

ùèì äåëèòåëåì {f1, f2, . . . , fs−1, fs}. Ïóñòü d′ � ëþáîé îáùèé äåëèòåëü

{f1, f2, . . . , fs−1, fs}, òîãäà (∀ 1 6 i 6 s − 1) d′|fi è d′|fs ñëåäîâà-

òåëüíî d′ ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì {f1, f2, . . . , fs−1}. Òîãäà ïî îïðå-

äåëåíèþ 6.3.6 d′|d. Òàêèì îáðàçîì d′|d, d′|fs ñëåäîâàòåëüíî d′ ÿâëÿåò-

ñÿ îáùèì äåëèòåëåì {d, fs}. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ 6.3.6 ñëåäóåò d′|d̄.
Èòàê d̄ ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì {f1, f2, . . . , fs−1, fs} è d̄ äåëèòñÿ íà

ëþáîé îáùèé äåëèòåëü {f1, f2, . . . , fs−1, fs}. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 6.3.6

d̄ = HOD {f1, f2, . . . , fs−1, fs}.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.3.4 (êðèòåðèé ÍÎÄ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ). Äëÿ òîãî

÷òîáû ìíîãî÷ëåí d ÿâëÿëñÿ ÍÎÄ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ {f1, f2, . . . , fs}
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòîò ìíîãî÷ëåí d áûë ÎÄ ýòîé ñè-

ñòåìû è ÷òîáû îí ëèíåéíî âûðàæàëñÿ ÷åðåç ýòè ìíîãî÷ëåíû, òî åñòü

(∃ u1, u2, . . . , us,∈ k[x]) d = u1f1 + u2f2 + . . .+ usfs.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü d ÿâëÿåòñÿ ÎÄ {f1, f2, . . . , fs} è ∃ u1, u2, . . . , us ∈ k[x] d =

= u1f1+u2f2+. . .+usfs. Ïóñòü d
′ � ëþáîé îáùèé äåëèòåëü {f1, f2, . . . , fs}.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (∀ 1 6 i 6 s) d′|fi. Òîãäà ïî 5 ñâîéñòâó äåëè-

ìîñòè d′|(u1f1 + u2f2 + . . . + usfs), òî åñòü d′|d. Ïî îïðåäåëåíèþ 6.3.6
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d = HOD {f1, f2, . . . , fs}.
2)Íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü d ÿâëÿåòñÿ ÍÎÄ {f1, f2, . . . , fs}. Òîãäà d ÿâëÿåòñÿ ÎÄ

{f1, f2, . . . , fs}. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî d ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

f1, f2, . . . , fs. Óñòàíîâèì ýòîò ôàêò ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ïóñòü s = 2. Îáîçíà÷èì f1 = f, f2 = g. Çàïèøåì ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþ-

ùåå àëãîðèòì Åâêëèäà.

f = q1g + r1; (1)

g = q2r1 + r2; (2)

. . .

rk−3 = qk−1rk−2 + rk−1; (k − 1)

rk−2 = qkrk−1 + rk; (k)

rk−1 = qk+1rk. (k + 1)

Èçâåñòíî, ÷òî ÍÎÄ d ìíîãî÷ëåíîâ {f, g} ðàâåí rk. Èç ðàâåíñòâà (k) âèä-

íî, ÷òî

d = rk−2 − qkrk−1 = rk−2 − qk(rk−3 − qk−1rk−2) =

= (1 + qkqk−1)rk−2 − qkrk−3 = . . . = ug + vf.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ ñèñòåìû, ñî-

ñòîÿùåé èç (s − 1) ìíîãî÷ëåíîâ. Äîêàæåì åå ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ ñè-

ñòåì, ñîñòîÿùèõ èç s ìíîãî÷ëåíîâ. Ïî òåîðåìå 6.3.3 íàèáîëüøèé îá-

ùèé äåëèòåëü d ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ {f1, f2, . . . , fs} ñîâïàäàåò ñ ÍÎÄ

2-õ ìíîãî÷ëåíîâ {d1, fs}, ãäå d1 � ÍÎÄ {f1, . . . fs−1}. Ïî ïðåäïîëîæå-

íèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû v1, . . . , vs−1 ∈ k[x] òàêèå, ÷òî

d1 = v1f1 + v2f2 + . . . + vs−1fs−1. Òàê êàê d ÿâëÿåòñÿ ÍÎÄ {d1, fs}, òî
ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû w1, w2 ∈ k[x] òàêèå, ÷òî d = w1d1+w2fs. Èìååì

d = w1v1f1 + · · ·+ w1vs−1fs−1 + w2fs = u1f1 + u2f2 + . . .+ usfs.
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Îïðåäåëåíèå 6.3.7. Ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì, åñëè åãî

ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1.

ßñíî, ÷òî â êàæäîì êëàññå àññîöèèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñóùåñòâóåò

íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí. Â ÷àñòíîñòè ñðåäè ÍÎÄ ñèñòåìû ìíîãî÷ëå-

íîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàííîñòè, ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííûé íîðìèðîâàííûé ÍÎÄ. Ýòîò íîðìèðîâàííûé ÍÎÄ

áóäåì îáîçíà÷àòü (f1, f2, . . . , fs).

Îïðåäåëåíèå 6.3.8. Ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ {f1, f2, . . . , fs} íàçûâà-

åòñÿ âçàèìíîïðîñòîé â ñîâîêóïíîñòè, åñëè íîðìèðîâàííûé ÍÎÄ

(f1, f2, . . . , fs) = 1. Â ñëó÷àå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ãîâîðÿò, ÷òî îíè âçà-

èìíîïðîñòûå.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.3.5 (ñâîéñòâà âçàèìíîïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ). Ñïðàâåäëè-

âû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ {f1, f2, . . . , fs} âçàèìíîïðîñòà â ñîâîêóïíî-

ñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíà-

öèÿ ðàâíà åäèíèöå, òî åñòü (∃ u1, . . . , us ∈ k[x]) u1f1+. . .+usfs = 1;

2. Åñëè HOD{f1, . . . fs} = d, òî
(
f1
d ,

f2
d , . . . ,

fs
d

)
= 1;

3. Åñëè (f, h) = 1 è (g, h) = 1, òî (fg, h) = 1;

4. Åñëè h|fg è (h, g) = 1 ,òî h|f ;

5. Åñëè h|f è g|f è (h, g) = 1, òî hg|f .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîëîæèì â òåîðåìå 6.3.4 d = 1. ßñíî, ÷òî d ÿâ-

ëÿåòñÿ ÎÄ ñèñòåìû {f1, f2 . . . , fs}, òîãäà ïî òåîðåìå 6.3.4 d = 1 áóäåò

ÍÎÄ {f1, f2 . . . , fs} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû
u1, u2, . . . , us ∈ k[x] òàêèå, ÷òî u1f1 + . . .+ usfs = 1.

2) Òàê êàê HOD{f1, f2 . . . , fs} = d, òî ïî òåîðåìå 6.3.4 ñóùåñòâóþò

ìíîãî÷ëåíû u1, u2, . . . , us ∈ k[x] òàêèå, ÷òî d = u1f1+. . .+usfs. Ðàçäåëèì
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îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà d. 1 = u1
f1
d + . . .+us

fs
d , èç ñâîéñòâà 1 ñëåäóåò, ÷òî

(f1d ,
f2
d , . . . ,

fs
d ) = 1.

3) Òàê êàê (f, g) = 1, òî ïî òåîðåìå 6.3.4 ∃ u, v ∈ k[x] 1 = uf +

+ vh. Òàê êàê (g, h) = 1, òî (∃ u1, v1 ∈ k[x]) 1 = u1g + v1h. Ïî÷ëåííî

ïåðåìíîæèì ýòè ñîîòíîøåíèÿ. 1 = (uu1)fg + (vu1g + uv1f + vv1h)h. Ïî

ñâîéñòâó 1 âèäíî ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ fg è h ðàâíà

åäèíèöå, ñëåäîâàòåëüíî (fg, h) = 1.

4) Òàê êàê (h, g) = 1, òî ∃ u, v ∈ k[x] uh + vg = 1. Óìíîæèì îáå

÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà f , ïîëó÷èì uhf + vgf = f . Òàê êàê h|fg, òî
fg = qh, òîãäà uhf + vqh = f ⇒ (uf + vq)h = f ⇒ h|f .

5) Òàê êàê h|f , òî f = qh. Èìååì g|qh è (g, h) = 1, ïî ñâîéñòâó 4

ïîëó÷àåì, ÷òî g|q, ñëåäîâàòåëüíî q = q1g. Òàêèì îáðàçîì f = q1gh ⇒
⇒ gh|f .

Áóäåì òåïåðü ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ {f1, f2, . . . , fs},
êàæäûé èç êîòîðûõ íå ðàâåí íóëþ. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ìíîãî÷ëåíîâ èçëî-

æèì òåîðèþ íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî (ÍÎÊ) ïî ñõåìå, àíàëîãè÷íîé

èçó÷åíèþ ÍÎÄ.

Îïðåäåëåíèå 6.3.9. Ìíîãî÷ëåím íàçûâàåòñÿ îáùèì êðàòíûì ñèñòåìû

ìíîãî÷ëåíîâ {f1, f2, . . . , fs}, êàæäûé èç êîòîðûõ îòëè÷åí îò íóëÿ, åñëè

îí äåëèòñÿ íà âñå ìíîãî÷ëåíû ýòîé ñèñòåìû, òî åñòü (∀ 1 6 i 6 s) fi|m.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.3.6. Ïóñòü {f1, f2, . . . , fs} � ñèñòåìà íåíóëåâûõ ìíîãî-

÷ëåíîâ è m ̸= 0 (íåêîòîðûé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí). Ðàâíîñèëüíû ñëåäó-

þùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ñîâîêóïíîñòü êðàòíûõ ìíîãî÷ëåíà m ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ

ÎÊ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ {f1, f2, . . . , fs};

2) ìíîãî÷ëåí m ÿâëÿåòñÿ ÎÊ {f1, f2, . . . , fs}, êîòîðîå äåëèò ëþáîå

äðóãîå ÎÊ ýòîé ñèñòåìû.
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Îïðåäåëåíèå 6.3.10. Íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì (ÍÎÊ) ñèñòåìû

ìíîãî÷ëåíîâ {f1, f2, . . . , fs} íàçûâàåòñÿ ëþáîé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí m,

óäîâëåòâîðÿþùèé ëþáîìó èç ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé òåîðåìû 6.3.6.

Îïðåäåëåíèå 6.3.11. ÍÎÊ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ òàêîå îá-

ùåå êðàòíîå ýòîé ñèñòåìû, êîòîðîå äåëèò ëþáîå äðóãîå îáùåå êðàòíîå

ýòîé ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ.

Ñëåäñòâèå 6.3.6.1. Åñëè ÍÎÊ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ ñóùåñòâóåò, òî îíî

îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàííîñòè.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.3.7. Åñëè ñóùåñòâóåò ÍÎÊ 2-õ ëþáûõ íåíóëåâûõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ, òî ñóùåñòâóåò ÍÎÊ è ëþáîé êîíå÷íîé ñèñòåìû ìíîãî÷ëå-

íîâ, ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ èíäóêöèîííàÿ ôîðìóëà:

HOK{f1, f2, . . . , fs−1, fs} = HOK{HOK{f1, f2, . . . , fs−1} , fs} .

Òåîðåìà 6.3.7 ñâîäèò íàõîæäåíèå ÍÎÊ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ ê íàõîæ-

äåíèþ ÍÎÊ 2-õ ìíîãî÷ëåíîâ.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.3.8. Åñëè f è g � äâà íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíà, òî èõ ÍÎÊ

ñóùåñòâóåò è ðàâíî fg
(f,g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìíîãî÷ëåí fg
(f,g) = m. Âèäíî, ÷òî

m =
g

(f, g)
f ⇒ f |m

è

m =
f

(f, g)
g ⇒ g|m,

òî åñòü m ÿâëÿåòñÿ ÎÊ ìíîãî÷ëåíîâ {f, g}. ÏóñòüM � ëþáîå ÎÊ {f, g}.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî M = uf, M = vg ⇒ uf = vg. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè

ýòîãî ðàâåíñòâà íà (f, g). Ïîëó÷èì

u
f

(f, g)
= v

g

(f, g)
⇒ g

(f, g)

∣∣∣∣u f

(f, g)
.
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Ïî ñâîéñòâó 2 òåîðåìû 6.3.5 èìååì
(

f
(f,g) ,

g
(f,g)

)
= 1. Ïî 4 ñâîéñòâó òåî-

ðåìû 6.3.5 èìååì g
(f,g)

∣∣∣u. Òîãäà u = g
(f,g)q. M = uf = fg

(f,g)q = mq. Âèäíî,

÷òî m|M . Ïî îïðåäåëåíèþ 6.3.11 m ÿâëÿåòñÿ ÍÎÊ {f, g}.

6.4 Íåïðèâîäèìîñòü. Êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå.

Êðàòíîñòü

Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè, α ∈ k∗ = k\{0}. Èçâåñòíî,
÷òî α|f è αf |f .

Îïðåäåëåíèå 6.4.1. Òðèâèàëüíûìè äåëèòåëÿìè ìíîãî÷ëåíà f ïîëîæè-

òåëüíîé ñòåïåíè íàçûâàþòñÿ íåíóëåâûå êîíñòàíòû è ìíîãî÷ëåíû, àññî-

öèèðîâàííûå ñ ìíîãî÷ëåíîì f .

Ñëåäñòâèå. Äåëèòåëü d ìíîãî÷ëåíà f ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 < deg d < deg f .

Ñëåäñòâèå. Ìíîãî÷ëåí f ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè èìååò íåòðèâèàëüíûå

äåëèòåëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðî-

èçâåäåíèÿ 2-õ ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíè êîòîðûõ ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà

f , òî åñòü (∃ u, v ∈ k[x]) f = uv, ãäå deg u, deg v < deg f .

Îïðåäåëåíèå 6.4.2. Ìíîãî÷ëåí P ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàçûâàåò-

ñÿ íåïðèâîäèìûì íàä ïîëåì k, åñëè îí èìååò íàä ýòèì ïîëåì òîëüêî

òðèâèàëüíûå äåëèòåëè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìíîãî÷ëåí P íàçûâàåòñÿ

ïðèâîäèìûì.

Îïðåäåëåíèå 6.4.3. Ìíîãî÷ëåí P ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàçûâàåòñÿ

íåïðèâîäèìûì íàä ïîëåì k, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü íàä ýòèì ïîëåì

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ 2-õ ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíè êîòîðûõ ìåíüøå ñòåïåíè

ìíîãî÷ëåíà P .
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Çàìå÷àíèå 6.4.1. Ïîíÿòèå íåïðèâîäèìîñòè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îñ-

íîâíîãî ïîëÿ k. Òàê, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí f = x2−2 = (x+
√
2)(x−

√
2)

íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q. Íî îí ïðèâîäèì íàä ïîëåì R.

Çàìå÷àíèå 6.4.2. Ìíîãî÷ëåíû 1-é ñòåïåíè ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè íàä

ëþáûì ïîëåì.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåíû 1-é ñòåïåíè èìåþò òîëüêî òðè-

âèàëüíûå äåëèòåëè.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.4.1 (ñâîéñòâà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ). Ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè ìíîãî÷ëåí P ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì, òî è ëþáîé àññîöèè-

ðîâàííûé ñ íèì ìíîãî÷ëåí òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì.

2. Åñëè P � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, f � ëþáîé ìíîãî÷ëåí, òî ëèáî

(P, f) = 1, ëèáî P |f .

3. Åñëè P � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí è P |fg, òî P |f èëè P |g.

4. Åñëè P è Q � äâà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíà, òî ëèáî (P,Q) = 1,

ëèáî P è Q àññîöèèðîâàíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü P � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí. Ðàññìîòðèì

αP , ãäå α ∈ k∗. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî αP ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì. Äî-

ïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ó αP åñòü íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü, òî åñòü

(∃ d ∈ k[x]) d|αP , ãäå 0 < deg d < degαP = degP . Èìååì, d|αP è

αP |P ⇒ d|P è 0 < deg d < degP . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåïðèâîäèìîñòè

ìíîãî÷ëåíà P .

2) Îáîçíà÷èì (P, f) = d. Èìååì d|P . Òàê êàê P � íåïðèâîäèì, òî d

äîëæåí áûòü òðèâèàëüíûì äåëèòåëåì, òî åñòü ëèáî d = α ∈ k∗, ëèáî

d ∼ P . Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì (P, f) = 1. Âî âòîðîì ñëó÷àå, èìååì P |d
è d|f ⇒ P |f .
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3) Ïóñòü P |fg. Åñëè P |f , òî âñå äîêàçàíî. Åñëè P - f , òî ïî ñâîéñòâó 2
(P, f) = 1. Èòàê, P |fg è (P, f) = 1, òîãäà ïî ñâîéñòâó 4 òåîðåìû 6.3.5

P |g.
4) Ïóñòü P è Q � äâà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíà. Åñëè (P,Q) = 1, òî

âñå äîêàçàíî. Ïóñòü (P,Q) ̸= 1, òîãäà ïî ñâîéñòâó 2 P |Q. Ìåíÿÿ ðîëÿìè

P è Q, ïîëó÷àåì Q|P ⇒ P ∼ Q.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.4.2 (î ðàçëîæåíèè íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè). Ëþ-

áîé ìíîãî÷ëåí f ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä ïîëåì k ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí â âèäå f = αP1 · P2 · . . . · Ps, ãäå α ∈ k∗, Pi � íîðìèðîâàí-

íûå íåïðèâîäèìûå íàä k ìíîãî÷ëåíû. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî

ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ ñîìíîæèòåëåé è ïðè ýòîì íåîá-

õîäèìî, ÷òîáû α ÿâëÿëàñü ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ìíîãî÷ëåíà f .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñóùåñòâîâàíèå.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M âñåõ íîðìèðîâàííûõ äåëèòåëåé ïîëîæè-

òåëüíîé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f . Â ýòîì ìíîæåñòâå M âûáåðåì ìíîãî÷ëåí

P1 íàèìåíüøåé ñòåïåíè. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí P1 ÿâëÿåòñÿ íåïðè-

âîäèìûì. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ìíîãî÷ëåí P1 ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäè-

ìûì. Ñëåäîâàòåëüíî P1 = du, ãäå 0 < deg d < degP1, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò

âûáîðó ìíîãî÷ëåíà P1. Èìååì

f = P1f1, ãäå 0 6 deg f1 < deg f. (1)

Åñëè deg f1 = 0, òî ïðîöåññ âûäåëåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé çà-

êàí÷èâàåòñÿ. Åñëè deg f1 > 0, òî ñ ìíîãî÷ëåíîì f1 ïðîâîäèì òå æå ðàñ-

ñóæäåíèÿ, ÷òî è ñ ìíîãî÷ëåíîì f . Ïîëó÷èì, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà f1 åñòü

íîðìèðîâàííûé íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü P2. Áóäåì èìåòü

f1 = P2f2, ãäå 0 6 deg f2 < deg f1. (2)

Åñëè deg f2 = 0, òî ïðîöåññ âûäåëåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé çà-

êàí÷èâàåì. Åñëè deg f2 > 0, òî ïðîöåññ ïðîäîëæàåì. È òàê äàëåå. Âîçíè-

êàåò âîïðîñ: íàø ïðîöåññ êîíå÷åí èëè áåñêîíå÷åí? Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíè



6.4. Íåïðèâîäèìîñòü. Êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå. Êðàòíîñòü 25

ìíîãî÷ëåíîâ f1, f2, . . . îáðàçóþò ñòðîãî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë deg f > deg f1 > deg f2 > . . ., êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü

áåñêîíå÷íîé. Â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èì

fs−1 = Psfs, ãäå deg fs = 0. (s)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî fs = α ∈ k∗. Ïåðåìíîæèì ïî÷ëåííî âñå ðàâåíñòâà

(1), (2), . . . , (s), ïîëó÷èì f = αP1 ·P2 · . . . ·Ps. Òàê êàêPi ÿâëÿåòñÿ íîðìè-

ðîâàííûìè ìíîãî÷ëåíàìè, òî ñðàâíèâàÿ â ýòîì ðàâåíñòâå êîýôôèöèåíòû

ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè x, ïîëó÷èì, ÷òî α ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì êîýôôèöèåí-

òîì ìíîãî÷ëåíà f .

2) Åäèíñòâåííîñòü.

Ïóñòü íàðÿäó ñ ïðåäñòàâëåíèåì f = αP1 · P2 · . . . · Ps èìååò ìåñòî

äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå f = βQ1 · Q2 · . . . · Qt, ãäå β ∈ k∗, Qj � íîðìèðî-

âàííûå íåïðèâîäèìûå íàä k ìíîãî÷ëåíû. Òîãäà, ïî äîêàçàííîìó âûøå,

β ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ìíîãî÷ëåíà f , òî åñòü β = α.

f = αP1 · P2 · . . . · Ps = βQ1 ·Q2 · . . . ·Qt. (∗)

Ðàâåíñòâî (∗) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî P1|(Q1 · Q2 · . . . · Qt). Ïî ñâîéñòâó 3

òåîðåìû 6.4.1 (∃ 1 6 j 6 t) P1|Qj. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P1|Q1. Òîãäà ïî

ñâîéñòâó 4 òåîðåìû 6.4.1 P1 ∼ Q1. Òàê êàê îáà ìíîãî÷ëåíà íîðìèðîâàíû,

òî P1 = Q1. Òîãäà ðàâåíñòâî (∗) ñîêðàùàåì íà P1. Ïîëó÷èì

P2 · . . . · Ps = Q2 · . . . ·Qt. (∗∗)

Ñ ìíîãî÷ëåíîì P2 ðàññóæäàåì òàêæå, êàê ñ ìíîãî÷ëåíîì P1. Ðàâåíñòâî

(∗∗) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî P2|(Q2 · . . . ·Qt) ⇒ (∃ 2 6 j 6 t) P2|Qj. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî P2|Q2. Òîãäà P2 ∼ Q2 ⇒ P2 = Q2. È òàê äàëåå. Åñëè s = t,

òî â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èì Ps = Qs.

Ìîæåò ëè s ̸= t? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s < t, òîãäà ñîêðàùàÿ ðàâåíñòâî

(∗) íà P1 · P2 · . . . · Ps ïîëó÷èì, ÷òî 1 = Qs+1 · . . . · Qt � ýòîãî áûòü íå
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ìîæåò òàê êàê ñëåâà ñòîèò ìíîãî÷ëåí íóëåâîé ñòåïåíè, à ñïðàâà ìíîãî-

÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Àíàëîãè÷íî íå ìîæåò áûòü è s > t òàêèì

îáðàçîì Qj � òå æå ñàìûå Pi, òîëüêî íàïèñàííûå âîçìîæíî â äðóãîì

ïîðÿäêå.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.4.3 (î êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè). Ëþáîé ìíîãî÷ëåí

f ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä ïîëåì k ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â

âèäå f = αP k1
1 · P k2

2 · . . . · P kt
t , ãäå α ∈ k∗, Pi � ðàçëè÷íûå íîðìèðî-

âàííûå, íåïðèâîäèìûå íàä k ìíîãî÷ëåíû, ki ∈ N. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå
åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ ñîìíîæèòåëåé è ïðè

ýòîì α íåîáõîäèìî ÿâëÿòüñÿ ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ìíîãî÷ëåíà f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 6.4.2 èìååì f = αP1 ·P2 ·. . .·Ps. Îáúåäèíÿÿ

â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâåäåíèå îäèíàêîâûõ ìíîæèòåëåé â ñòåïåíè,

ïîëó÷èì

f = αP1 · P2 · . . . · Ps = αP k1
1 · P k2

2 · . . . · P kt
t , (t 6 s).

Îïðåäåëåíèå 6.4.4. Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà f â âèäå f = αP k1
1 ·

· P k2
2 · . . . · P kt

t íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ìíîãî÷ëåíà

f . Ìíîãî÷ëåíû P k1
1 , P k2

2 , . . . , P kt
t íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè äåëèòåëÿìè

ìíîãî÷ëåíà f . Íàòóðàëüíûå ÷èñëà k1, k2, . . . , kt íàçûâàþòñÿ êðàòíîñòÿìè

íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ P1, P2, . . . , Pt â ìíîãî÷ëåíå f .

Ïóñòü γ ∈ k. Ìû óæå çàìåòèëè, ÷òî ìíîãî÷ëåíû 1-é ñòåïåíè íåïðèâî-

äèìû íàä ëþáûì ïîëåì k. Â ÷àñòíîñòè x − γ ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì

íåïðèâîäèìûì íàä k ìíîãî÷ëåíîì, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î êðàòíîñòè

ìíîãî÷ëåíà x− γ â ìíîãî÷ëåíå f .

Îïðåäåëåíèå 6.4.5. Êðàòíîñòüþ ýëåìåíòà γ ∈ k â ìíîãî÷ëåíå f íàçû-

âàåòñÿ êðàòíîñòü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà x− γ â ìíîãî÷ëåíå f .
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Îïðåäåëåíèå 6.4.6. Ýëåìåíò γ ∈ k íàçûâàåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

f(x), åñëè f(γ) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 6.4.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýëåìåíò γ ∈ k áûë êîðíåì ìíî-

ãî÷ëåíà f(x) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí f äåëèëñÿ íà

x − γ, òî åñòü, ÷òîáû ýëåìåíò γ èìåë ïîëîæèòåëüíóþ êðàòíîñòü â

ìíîãî÷ëåíå f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïî òåîðåìå Áåçó f(x) = Q(x)(x − γ) +

+ f(γ), òîãäà (x − γ)|f(x) ⇔ f(γ) = 0, òî åñòü ïî îïðåäåëåíèþ 6.4.6 γ

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì f(x).

Ñëåäñòâèå. Ýëåìåíò γ ∈ k íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíò γ èìååò íóëåâóþ êðàòíîñòü â ìíîãî÷ëåíå

f(x).

Îïðåäåëåíèå 6.4.7. Êîðåíü γ â ìíîãî÷ëåíå f(x) íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì,

åñëè îí èìååò ïåðâóþ êðàòíîñòü.

Ïóñòü êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà f èìååò âèä

f = α(x− γ1)
k1 . . . (x− γs)

ksP l1
1 . . . P lt

t , ãäå degPi > 2.

Âèäíî, ÷òî

deg
[
(x− γ1)

k1 . . . (x− γs)
ks
]
6 deg f,

òî åñòü

k1 + k2 + . . .+ ks 6 deg f.

ßñíî, ÷òî (∀ 1 6 i 6 s) f(γi) = 0, òî åñòü γ1, γ2, . . . , γs ÿâëÿþòñÿ êîð-

íÿìè ìíîãî÷ëåíà f . Åñëè êàæäûé êîðåíü γi ñ÷èòàòü ki ðàç, òî ÷èñëî

k1 + k2 + . . .+ ks � ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé.

Ïðåäëîæåíèå 6.4.2. ×èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) ñ ó÷åòîì èõ êðàò-

íîñòåé íå ïðåâîñõîäèò ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f .
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6.5 Ïðîèçâîäíàÿ è êðàòíîñòü

Ïóñòü k � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëîâîå ïîëå.

Îïðåäåëåíèå 6.5.1. Ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f =
∞∑
i=0

αix
i íàçûâàåòñÿ

ìíîãî÷ëåí âèäà

f ′ =
∞∑
i=0

iαix
i−1.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.5.1 (îñíîâíûå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ). Èìåþò

ìåñòà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. α′ = 0, ãäå α ∈ k;

2. (αf)′ = αf ′, ãäå α ∈ k;

3. (f ± g)′ = f ′ ± g′;

4. (fg)′ = f ′g + fg′;

5. (fn)′ = nfn−1f ′, n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 6.5.2. Ïîëàãàþò f (0) = f, f (l+1) = (f (l))′, ãäå l > 0, l ∈ Z.

ßñíî, ÷òî åñëè deg f = n, òî (∀ l > n) f (l) = 0.

Ëåììà 6.5.1. Åñëè f � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè n, òî f ′ ̸= 0

è deg f ′ = n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì f = αnx
n+ . . .+α1x+α0, ãäå αn ̸= 0, n > 1. Ïî

îïðåäåëåíèþ 6.5.1 f ′ = nαnx
n−1+ . . .+α1. Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ó ìíî-

ãî÷ëåíà f ′ ðàâåí nαn, ãäå n ∈ N, αn ̸= 0. Òîãäà nαn ̸= 0, ñëåäîâàòåëüíî

f ′ ̸= 0 è deg f ′ = n− 1.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.5.2. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè è

íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü P èìååò ïîëîæèòåëüíóþ êðàòíîñòü k â

ìíîãî÷ëåíå f . Òîãäà ýòîò íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü P èìååò êðàò-

íîñòü k − 1 â ïðîèçâîäíîé f ′.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì f = P lg, ãäå P - g. Ñîñòàâèì f ′ = lP l−1P ′g +

+ P lg′ = P l−1(lP ′g + Pg′). Âèäíî, ÷òî P l−1|f ′, òî åñòü êðàòíîñòü P â f ′

íå ìåíüøå, ÷åì l− 1. Ïîêàæåì, ÷òî P l - f ′. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü

P l|f ′. Òîãäà P |(lP ′g + Pg′). Âèäíî, ÷òî P |Pg′, ñëåäîâàòåëüíî P |(lP ′g).

ßñíî, ÷òî (P, l) = 1. Ïî ëåììå P ′ ̸= 0 è degP ′ < degP ⇒ (P, P ′) = 1. Ïî

ñâîéñòâó 3 òåîðåìû 6.4.1 èìååì, ÷òî P |g, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
äàíî. Ñëåäîâàòåëüíî P l - f ′ è êðàòíîñòü P â ñîñòàâå f ′ òî÷íî l − 1.

Ñëåäñòâèå 6.5.2.1. Ýëåìåíò γ èìååò êðàòíîñòü k â ìíîãî÷ëåíå f òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà f(γ) = f ′(γ) = . . . = f (k−1)(γ) = 0, íî f (k)(γ) ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü γ èìååò êðàòíîñòü k â ìíîãî÷ëåíå f . Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî (x − γ) èìååò êðàòíîñòü k â ìíîãî÷ëåíå f . Ïî òåîðåìå 6.5.2

x− γ èìååò êðàòíîñòü k − 1 â f ′, x− γ èìååò êðàòíîñòü k − 2 â f ′′, . . . ,

x−γ èìååò êðàòíîñòü 1 â f (k−1), x−γ èìååò êðàòíîñòü 0 â f (k). Ïðèìåíÿÿ

ïðåäëîæåíèå 6.4.1 f(γ) = f ′(γ) = . . . = f (k−1)(γ) = 0, íî f (k)(γ) ̸= 0.

2) Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü f(γ) = f ′(γ) = . . . = f (k−1)(γ) = 0, íî f (k)(γ) ̸= 0. Ïóñòü êðàò-

íîñòü γ â ìíîãî÷ëåíå f ðàâíà l .Íàäî äîêàçàòü, ÷òî l = k. Äîïóñòèì

ïðîòèâíîå. Ïóñòü, íàïðèìåð, l < k. Òîãäà ïî ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëü-

ñòâà áóäåì èìåòü f(γ) = f ′(γ) = . . . = f (l−1)(γ) = 0, íî f (l)(γ) ̸= 0. Ýòîãî

áûòü íå ìîæåò, ïîòîìó ÷òî ïî óñëîâèþ f (l)(γ) = 0 òàê êàê l 6 k−1. Àíà-

ëîãè÷íî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ è ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî l > k.

Ñëåäñòâèå 6.5.2.2. Êðàòíîñòü ýëåìåíòà γ â ìíîãî÷ëåíå f ðàâíà íàèìåíü-

øåìó ïîðÿäêó ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f , íå èìåþùåãî γ ñâîèì êîðíåì.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.5.3 (îá îòäåëåíèè êðàòíûõ ìíîæèòåëåé). Ïóñòü f �

ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä ïîëåì k. Òîãäà ìíîãî÷ëåí F =
f

(f, f ′)
èìååò òå æå ñàìûå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè, ÷òî è ìíîãî-

÷ëåí f , íî òîëüêî ïåðâîé êðàòíîñòè.



30 Ãëàâà 6. Ìíîãî÷ëåíû

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = αP k1
1 P k2

2 . . . P kt
t � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

ìíîãî÷ëåíà f . Òîãäà ïî òåîðåìå 6.5.2

f ′ = P k1−1
1 P k2−1

2 . . . P kt−1
t g, ãäå (∀ 1 6 i 6 t) Pi - g.

Ñîñòàâèì (f, f ′) = P k1−1
1 P k2−1

2 . . . P kt−1
t .

F =
f

(f, f ′)
= αP1P2 . . . Pt.

6.6 Àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûå ïîëÿ

Ïóñòü k � îñíîâíîå ïîëå.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.6.1 (î ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèÿõ, îïðåäåëÿþùèõ àëãåáðàè-

÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå). Îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííîãî îñíîâíîãî ïîëÿ

k ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâíîñèëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

1) ëþáîé ìíîãî÷ëåí f ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç

ïîëÿ k, èìååò â ïîëå k, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí êîðåíü;

2) íåïðèâîäèìûìè íàä ïîëåì k ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû òîëüêî ïåðâîé

ñòåïåíè;

3) ìíîãî÷ëåí ïîëÿ k ðàñïàäàåòñÿ íàä ïîëåì k íà ëèíåéíûå ìíîæè-

òåëè;

4) ëþáîé ìíîãî÷ëåí f ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç

ïîëÿ k èìååò â ïîëå k ñòîëüêî êîðíåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé,

êàêîâà ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2)

Ïóñòü f � ëþáîé ìíîãî÷ëåí, deg f > 2. Òîãäà ïî óñëîâèþ 1) ýòîò

ìíîãî÷ëåí èìååò â ïîëå k ïî êðàéíå ìåðå îäèí êîðåíü γ. Òîãäà ïî ïðåä-

ëîæåíèþ 6.4.1 f = (x− γ)g. Ñëåäîâàòåëüíî f ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì íàä

k.
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2) ⇒ 3)

Ïóñòü f ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Òîãäà ïî òåîðåìå 6.4.2

åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f = αP1 · P2 · . . . · Ps, ãäå α ∈ k∗, Pi �

íîðìèðîâàííûå íåïðèâîäèìûå íàä k ìíîãî÷ëåíû. Èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò,

÷òî Pi = x − γi ⇒ f = α(x − γ1)(x − γ2) . . . (x − γn). Òàêèì îáðàçîì

ìíîãî÷ëåí ðàñïàäàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

3) ⇒ 4)

Èìååì f = α(x − γ1)(x − γ2) . . . (x − γs). Îáúåäèíèì ïðîèçâåäåíèå

îäèíàêîâûõ ìíîæèòåëåé â ñòåïåíè.

f = (x− γ1)
k1(x− γ2)

k2 . . . (x− γt)
kt, ki ∈ N.

Âèäíî, ÷òî γ1, . . . , γt � êîðíè ìíîãî÷ëåíà f ñ êðàòíîñòÿìè k1, . . . , kt è

deg f = k1+ . . .+kt. Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f ñ ó÷åòîì

èõ êðàòíîñòåé ðàâíî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f .

4) ⇒ 1)

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f èìååò deg > 0. Òîãäà ïî óñëîâèþ 4) k1+ k2+ . . .+

+ kt = deg f > 1 ⇒ (∃ 1 6 i 6 t) ki > 1. Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåí f èìååò ïî

êðàéíåé ìåðå êîðåíü γi.

Îïðåäåëåíèå 6.6.1. Ïîëå k íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, åñëè

îíî óäîâëåòâîðÿåò ëþáîìó èç ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé òåîðåìû 6.6.1.

Çàìå÷àíèå 6.6.1. Ïîëÿ Q è R íå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûìè,

òàê êàê íå âûïîëíÿåòñÿ 1) óñëîâèå òåîðåìû 6.6.1. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëó-

æèòü ìíîãî÷ëåí f = x2 + 1. Îí íå èìååò íè îäíîãî êîðíÿ íè â ïîëå Q,
íè â ïîëå R.

Îïðåäåëåíèå 6.6.2. Àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ k íàçûâàåòñÿ

íàèìåíüøåå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k.

Îïðåäåëåíèå 6.6.3. Ïîëå k íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì

ïîëÿ k, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå 3 óñëîâèÿ:
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1. k ⊂ k;

2. k ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì;

3. åñëè k ⊂ k′ ⊂ k è k′ � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, òî k′ = k.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.6.2 (îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû). Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷è-

ñåë C ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì.

Ñëåäñòâèå 6.6.2.1. Àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë R ÿâëÿåòñÿ ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, òî åñòü R = C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü R � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå

ïîëÿ R. Òîãäà R ⊂ R. Äàëåå, ìíîãî÷ëåí x2+1 èìååò êîðåíü â R, òî åñòü
i ∈ R. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (∀ x, y ∈ R) x +

+yi ∈ R, òî åñòü C ⊂ R. Èìååì R ⊂ C ⊂ R. Ïî òåîðåìå 6.6.2 C ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 6.6.3 èìååì C = R.

Ïóñòü γ1, γ2, . . . , γn � ýëåìåíòû ïîëÿ k.

Îïðåäåëåíèå 6.6.4. Ýëåìåíòàðíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè

îò ýëåìåíòîâ γ1, . . . , γn íàçûâàþòñÿ ñóììû âèäà:

σ1 = γ1 + γ2 + . . .+ γn;

σ2 = γ1γ2 + γ1γ3 + . . .+ γ1γn + γ2γ3 + . . .+ γ2γn + . . .+ γn−1γn;

. . .

σk =
∑

16i1<...<ik6n

γi1 . . . γik;

. . .

σn = γ1 . . . γn.

Ïðåäëîæåíèå 6.6.1. Åñëè γ1, γ2, . . . , γn ∈ k, òî

f(x) = (x+ γ1)(x+ γ2) . . . (x+ γn) = xn+σ1x
n−1+ . . .+σkx

n−k+ . . .+σn,

ãäå σ1, σ2, . . . , σn � ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îò

γ1, γ2, . . . , γn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû óñòàíîâèòü ýòîò ôàêò, äîñòàòî÷íî ïåðåìíî-

æèòü ñêîáêè ñòîÿùèå ñëåâà è ïðèâåñòè ïîäîáíûå ñëàãàåìûå.

Ñëåäñòâèå. Åñëè γ1, γ2, . . . , γn ∈ k, òî f(x) = (x − γ1)(x − γ2) . . . (x −
− γn) = xn − σ1x

n−1 + σ2x
n−2 − . . . + (−1)kσkx

n−k + . . . + (−1)nσn,

ãäå σ1, σ2, . . . , σn � ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îò

γ1, γ2, . . . , γn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî â ïðåäëîæåíèè 6.6.1 âìåñòî

γi ïîäñòàâèòü −γi. Òîãäà σk çàìåíèòñÿ íà (−1)kσk è òåì ñàìûì ñëåäñòâèå

áóäåò óñòàíîâëåíî.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.6.3 (òåîðåìà Âèåòà). Ïóñòü f(x) = xn + α1x
n−1 +

+α2x
n−2+. . .+αn è ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè

k êîðíè γ1, γ2, . . . , γn. Òîãäà σk = (−1)kαk, ãäå σ1, σ2, . . . , σn � ýëåìåí-

òàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îò êîðíåé γ1, γ1, . . . , γn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàä ïîëåì k ìíîãî÷ëåí

f(x) = (x− γ1)(x− γ2) . . . (x− γn),

ãäå γ1, γ2, . . . , γn � êîðíè f(x) â k. Ïî ñëåäñòâèþ èç ïðåäëîæåíèÿ 6.6.1

èìååì:

f(x) = xn − σ1x
n−1 + σ2x

n−2 − . . .+ (−1)kσkx
n−k + . . .+ (−1)nσn.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ f(x) = xn+α1x
n−1+ . . .+αn. Òàêèì îáðà-

çîì èìååì äâà âûðàæåíèÿ îäíîãî è òîãî æå ìíîãî÷ëåíà ïî óáûâàþùèì

ñòåïåíÿì x. Òîãäà, êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x äîëæíû

ñîâïàäàòü. Èìååì −σ1 = α1, σ2 = α2, . . . , (−1)kσk = αk, . . . , (−1)nσn =

= αn. Èìååì (∀ 1 6 k 6 n) (−1)kσk = αk. Óìíîæèì íà (−1)k, ïîëó÷èì

σk = (−1)kαk.
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×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 6.6.3:

n=2, f(x) = x2 + px+ q. Ïóñòü x1, x2 � êîðíè f(x), òîãäà{
σ1 = x1 + x2 = −p;

σ2 = x1 · x2 = q.

n=3, f(x) = x3 + px2 + qx+ r. Ïóñòü x1, x2 x3 � êîðíè f(x), òîãäà
σ1 = x1 + x2 + x3 = −p;

σ2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 = q;

σ3 = x1x2x3 = −r

.

6.7 Ìíîãî÷ëåíû íàä ÷èñëîâûìè ïîëÿìè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà k = C. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû, ïîëå

C ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì

C îáëàäàþò ëþáûì èç ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé òåîðåìû 6.6.1. Â ÷àñòíî-

ñòè, íåïðèâîäèìûìè íàä ïîëåì C ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû òîëüêî ïåðâîé

ñòåïåíè. Äàëåå, ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä ïîëåì C
èìååò, ïî êðàéíå ìåðå, îäèí êîðåíü. Íàêîíåö, êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä ïîëåì C èìååò âèä:

f(x) = α(x− γ1)
k1(x− γ2)

k2 . . . (x− γt)
kt,

ãäå γ1, γ2, . . . , γt ∈ C.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà k = R. Ïóñòü γ = α+ βi, ãäå α, β ∈ R, β ̸=

̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî γ � ñóùåñòâåííî êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

Ïðåäëîæåíèå 6.7.1. Åñëè γ � ñóùåñòâåííî êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òî

ìíîãî÷ëåí (x−γ)(x−γ) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì òðåõ÷ëåíîì ñ äåéñòâè-

òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, (x− γ)(x− γ̄) = x2 − (γ + γ̄)x+ γγ̄ =

= x2− 2αx+α2+ β2 ∈ R[x], òîãäà D = (−2α)2− 4(α2+ β2) = −4β2 < 0,

òàê êàê γ � ñóùåñòâåííî êîìïëåêñíîå ÷èñëî.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 6.7.1. Åñëè ñóùåñòâåííî êîìïëåêñíîå ÷èñëî γ ÿâëÿåòñÿ

êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî êîì-

ïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ÷èñëî γ̄ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî ìíîãî-

÷ëåíà è ïðè òîì òîé æå êðàòíîñòè, ÷òî è êîðåíü γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = αnx
n + . . .+ α1x+ α0, ãäå αi ∈ R è γ �

ñóùåñòâåííî êîìïëåêñíûé êîðåíü f(x), òî åñòü f(γ) = 0.

αnγ
n + . . .+ α1γ + α0 = 0.

Ïåðåéäåì ê êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ÷èñëàì, ïîëó÷èì

αnγn + . . .+ α1γ + α0 = 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë, à èìåííî

ᾱn · γ̄n + . . .+ ᾱ1 · γ̄ + ᾱ0 = 0̄.

Òàê êàê αi è 0 ∈ R, òî ᾱi = αi, 0̄ = 0. Ïîëó÷àåì

αn(γ̄)
n + . . .+ α1γ̄ + α0 = 0.

Ýòî ðàâåíñòâî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî f(γ̄) = 0 òî åñòü γ̄ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

ìíîãî÷ëåíà f(x). Ïîêàæåì, ÷òî êðàòíîñòü êîðíÿ γ̄ ñîâïàäàåò ñ êðàòíî-

ñòüþ êîðíÿ γ. Ïóñòü êðàòíîñòü γ ðàâíà k, à êðàòíîñòü γ̄ ðàâíà l. Íåîá-

õîäèìî äîêàçàòü, ÷òî k = l. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü k ̸= l. Ïóñòü,

íàïðèìåð, k > l, òîãäà f = (x − γ)k(x − γ̄)lg(x), ãäå g(γ) ̸= 0, g(γ̄) ̸= 0.

Òîãäà f(x) = [(x − γ)(x − γ̄)]l(x − γ)k−lg(x) = [(x − γ)(x − γ̄)]lg1(x), òî

åñòü g1 =
f(x)

[(x−γ)(x−γ̄)]l
. Ïî ïðåäëîæåíèþ (x− γ)(x− γ̄) ∈ R[x], ïîýòîìó

g1 =
f(x)

[(x− γ)(x− γ̄)]l
∈ R[x].

Âèäíî, ÷òî g1(x) = (x− γ)k−lg(x) èìååò γ ñâîèì êîðíåì ïîëîæèòåëüíîé

êðàòíîñòè, k − l > 0, íî íå èìååò ñâîèì êîðíåì γ̄. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò

ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ äîêàçûâàåìîé òåîðåìîé. Àíàëîãè÷íî ïðèâîäèò ê

ïðîòèâîðå÷èþ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî l > k.
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Ñëåäñòâèå 6.7.1.1. Ñóùåñòâåííî êîìïëåêñíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà ñ äåé-

ñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîïàðíî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû.

ÒÅÎÐÅÌÀ 6.7.2 (î íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíàõ íàä R). Íàä ïîëåì

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R íåïðèâîäèìûìè ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû ïåð-

âîé ñòåïåíè è òå è òîëüêî òå êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû, äèñêðèìèíàíò

êîòîðûõ îòðèöàòåëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) ∈ R[x] è deg f(x) > 3. Ýòîò ìíîãî÷ëåí

èìååò â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè R = C èìååò ïî êðàéíå ìåðå îäèí

êîðåíü α. Åñëè α ∈ R , òî f(x) = (x − α)g(x), ãäå g(x) ∈ R[x] òî åñòü

ìíîãî÷ëåí f ïðèâîäèì íàä R. Åñëè α � ñóùåñòâåííî êîìïëåêñíîå ÷èñëî,

òî ᾱ òàêæå áóäåò êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f . Ïîëó÷èì

f(x) = (x− α)(x− ᾱ)g(x) = (x2 − 2Reα · x+ |α|2)g(x).

Â ýòîì ñëó÷àå

g(x) =
f(x)

(x− α)(x− ᾱ)
∈ R[x].

Âèäíî, ÷òî f(x) ñíîâà ïðèâîäèì íàä R. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ìíîãî÷ëåí

f , ñòåïåíü êîòîðîãî deg f > 3, ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì íàä R.
Ïóñòü f = ax2+bx+c, a ̸= 0. Èçâåñòíî, ÷òî ýòîò êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

ðàñïàäàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè f = a(x−x1)(x−x2) íàä R òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äèñêðèìèíàíò D > 0. Â ýòîì ñëó÷àå, ìíîãî÷ëåí

f ïðèâîäèì íàä R. Ñëåäîâàòåëüíî, îí áóäåò íåïðèâîäèì íàä R òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà D = b2 − 4ac < 0. À ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè

ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè íàä ëþáûì ïîëåì.

Ñëåäñòâèå 6.7.2.1. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè íàä ïîëåì

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èìååò êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà:

f = α(x− γ1)
k1 . . . (x− γt)

kt(x2 + β1x+ δ1)
l1 . . . (x2 + βrx+ δr)

lr ,

ãäå α, βi, δi, γj ∈ R, β2
i − 4δi < 0, kj, li ∈ N ïðè i = 1, r, j = 1, t.
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Ñëåäñòâèå 6.7.2.2. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè íå÷åòíîé ñòåïåíè èìååò, ïî êðàéíå ìåðå, îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïî ñëåäñòâèþ 6.7.2.1 deg f = k1 + . . . +

+kt+2l1+. . .+2lr. Ïî óñëîâèþ ñòåïåíü f � ÷èñëî íå÷åòíîå, ñëåäîâàòåëüíî

k1 + . . . + kt � íå÷åòíîå ÷èñëî, çíà÷èò (∃ 1 6 i 6 t) ki > 1, òî åñòü γi

ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f .



Ãëàâà 7

Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

7.1 Ìíîãî÷ëåíû îò n íåèçâåñòíûõ

Ïóñòü k � îñíîâíîå ïîëå, x1, x2, . . . , xn � ñèìâîëû íåèçâåñòíûõ.

Îïðåäåëåíèå 7.1.1. Îäíî÷ëåíîì îí íåèçâåñòíûõ x1, x2, . . . , xn íàçûâà-

åòñÿ âûðàæåíèå âèäà xi11 x
i2
2 . . . xinn , ãäå i1, i2, . . . , in � öåëûå íåîòðèöàòåëü-

íûå ÷èñëà.

Â äàëüíåéøåì, ðàäè êðàòêîñòè, îáîçíà÷èì íàáîð (i1, i2, . . . , in) = i, à

xi = xi11 x
i2
2 . . . xinn .

Îïðåäåëåíèå 7.1.2. Ïðîèçâåäåíèå îäíî÷ëåíîâ xi è xj íàçîâåì îäíî÷ëåí

xi+j.

Îïðåäåëåíèå 7.1.3. Ìíîãî÷ëåíîì îò íåèçâåñòíûõ íàä ïîëåì k íàçûâà-

åòñÿ âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îäíî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåí-

òàìè èç ïîëÿ k.

Îïðåäåëåíèå 7.1.3 îçíà÷àåò, ÷òî

F (x1, x2, . . . , xn) =
∑
i∈Zn

+

αix
i,

ãäå αi ∈ k, è ïî÷òè âñå αi ðàâíû íóëþ. αix
i � ÷ëåíû ìíîãî÷ëåíà F . Åñëè

âñå αi ðàâíû íóëþ, òî F íàçûâàåòñÿ íóëåâûì, F = 0.

38
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Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò íåèçâåñòíûõ x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì

k îáîçíà÷àåòñÿ k[x1, x2, . . . , xn]. Ýòî ìíîæåñòâî ñòàíîâèòñÿ êîëüöîì, è

äàæå îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè, åñëè â íåì ââåñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è

óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðè ñëîæåíèè ìíîãî÷ëåíîâ, ñêëàäûâàþòñÿ êî-

ýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ xi, óìíîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî

äèñòðèáóòèâíîñòè, ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ 7.1.2 óìíîæåíèÿ îäíî÷ëåíîâ

è ïîñëåäóþùåãî ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî∑
(i)

αix
i +
∑
(i)

βix
i =

∑
(i)

(αi + βi)x
i,

∑
(i)

αix
i ·
∑
(j)

βjx
j =

∑
(i)

∑
(j)

αiβjx
i+j.

Îïðåäåëåíèå 7.1.4. Ñòåïåíüþ îäíî÷ëåíà xi11 x
i2
2 . . . xinn íàçûâàåòñÿ ñóì-

ìà i1+ i2+ . . .+ in. Ñòåïåíüþ íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà F íàçûâàåòñÿ ìàê-

ñèìóì èç ñòåïåíåé åãî ÷ëåíîâ.

Ñàìî ïîëå k ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà k[x1, x2, . . . , xn]. 0k ïîëÿ k

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íóëåâîé ìíîãî÷ëåí, à ëþáîé ýëåìåíò a ∈ k∗ ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí íóëåâîé ñòåïåíè, à èìåííî a = ax01x
0
2 . . . x

0
n.

Îïðåäåëåíèå 7.1.5. Îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì (èëè ôîðìîé) ñòåïå-

íè α îò íåèçâåñòíûõ x1, x2, . . . , xn íàçûâàåòñÿ íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí

F (x1, x2, . . . , xn), âñå ÷ëåíû êîòîðîãî èìåþò ñòåïåíü α, òî åñòü

F (x1, x2, . . . , xn) =
∑

i1+i2+...+in=α

αix
i.

Â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíàÿ ôîðìà, èëè ôîðìà ïåðâîé ñòåïåíè, èìååò âèä

F = α1x1 + α2x2 + . . . αnxn, ãäå αi ∈ k.

7.2 Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåèçâåñòíûõ

Ïóñòü k � îñíîâíîå ïîëå, k[x1, x2, . . . , xn] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ è

F (x1, x2, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí èç k[x1, x2, . . . , xn]. Ðàññìîòðèì n ëèíåé-
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íûõ ôîðì îò íîâûõ íåèçâåñòíûõ y1, y2, . . . , yn

x1 = α11y1 + α12y2 + . . .+ α1nyn;

x2 = α21y1 + α22y2 + . . .+ α2nyn; (7.1)

. . .

xn = αn1y1 + αn2y2 + . . .+ αnnyn.

Åñëè â ìíîãî÷ëåíå F âìåñòî x1, x2, . . . , xn ïîäñòàâèòü èõ âûðàæåíèÿ ïî

ôîðìóëàì (7.1) è ïðîèçâåñòè óêàçàííûå äåéñòâèÿ, òî ìû ïîëó÷èì íîâûé

ìíîãî÷ëåí G(y1, y2, . . . , yn).

Îïðåäåëåíèå 7.2.1. Ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì L íåèçâåñòíûõ

x1, x2, . . . , xn â íåèçâåñòíûå y1, y2, . . . , yn ïî ôîðìóëàì (7.1) íàçûâà-

åòñÿ ñîïîñòàâëåíèå êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó F (x1, x2, . . . , xn) ìíîãî÷ëåíà

FL(y1, y2, . . . , yn), ïîëó÷àþùåãîñÿ èç ìíîãî÷ëåíà F çàìåíîé x1, x2, . . . , xn

èõ çíà÷åíèÿìè ïî ôîðìóëàì (7.1) è âûïîëíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ äåé-

ñòâèé.

Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü L,L1, L
′,M è áóäåì ïè-

ñàòü L : x → y. ×åðåç FL áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷àþùèéñÿ

èç ìíîãî÷ëåíà F ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ L.

Îïðåäåëåíèå 7.2.2. Ìàòðèöåé ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L : x → y

âûïîëíåííîãî ïî ôîðìóëàì (7.1), íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç

êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîãî âûðàæåíèÿ ñòàðûõ íåèçâåñòíûõ x1, x2, . . . , xn

÷åðåç íîâûå íåèçâåñòíûå y1, y2, . . . , yn.

Ìàòðèöó ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

AL =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 , X =


x1

x2

. . .

xn

 , Y =


y1

y2

. . .

yn

 .
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Îïðåäåëåíèå 7.2.3. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L íåèçâåñòíûõ xi â íåèç-

âåñòíûå yi ñ ìàòðèöåé A íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå âèäà X = AY .

Îïðåäåëåíèå 7.2.4. Ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L : x →
y íà ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå M : y → z, íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå

âûïîëíåíèå ñíà÷àëà ïðåîáðàçîâàíèÿ L, à çàòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ M .

Ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî (F )LM = (FL)M .

Ïðåäëîæåíèå 7.2.1. Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèå íåèç-

âåñòíûõ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ìàòðèöà êîòîðîãî ðàâ-

íà ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö äàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L : x → y ïî ôîðìóëå X = ALY , à M : y → z

ïî ôîðìóëå Y = AMZ. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí F (X) è ïîäåéñòâóåì íà

íåãî ïðåîáðàçîâàíèåì LM , ïîëó÷èì

(F (X))LM = (F (X)L)M = (F (ALY ))M = F (AL(AMZ)) = F ((ALAM)Z).

Ìû âèäèì, ÷òî LM : x → z ïî ôîðìóëåX = ALAMZ, òîãäà ïî îïðåäåëå-

íèþ 7.2.3 LM ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íåèçâåñòíûõ x → z

ñ ìàòðèöåé ALM = ALAM .

Îïðåäåëåíèå 7.2.5. Òîæäåñòâåííûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íåèç-

âåñòíûõ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ìàòðèöà êîòîðîé ðàâíà

åäèíè÷íîé ìàòðèöå.

Òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1L. Èç îïðå-

äåëåíèÿ A1L = E, òî åñòü 1L : x1 = y1, x2 = y2, . . . , xn = yn.

Îïðåäåëåíèå 7.2.6. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåèçâåñòíûõ L íàçû-

âàåòñÿ íåâûðîæäåííûì (íåîñîáåííûì) åñëè åãî ìàòðèöà AL ÿâëÿåòñÿ

íåîñîáåííîé, òî åñòü |AL| ̸= 0.

Ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, ìåæäó ìíîæåñòâîì ëèíåé-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé {L}, ðàññìîòðåííîãî âìåñòå ñ îïåðàöèåé óìíîæå-

íèÿ, è ìíîæåñòâîì (M(n, k), ·) ìîæíî óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì f : L →
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AL. Ïîýòîìó êàæäîìó ïîíÿòèþ èëè ñâîéñòâó, îòíîñÿùåìóñÿ ê ìàòðèöàì,

ñîîòâåòñòâóåò òàêîå æå ïîíÿòèå èëè ñâîéñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ââèäó ýòîãî, ìîæíî âûñêàçàòü ðÿä óòâåðæäåíèé.

Óòâåðæäåíèå 7.2.1. Óìíîæåíèå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé àññîöèà-

òèâíî.

Óòâåðæäåíèå 7.2.2. Ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé íåâûðîæäåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå èç ïåðåìíîæà-

åìûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì.

Óòâåðæäåíèå 7.2.3. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L íåâûðîæäåííî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî äîïóñêàåò îáðàòíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

L−1 òàêîå, ÷òî LL−1 = L−1L = 1L.

Óòâåðæäåíèå 7.2.4. Ìàòðèöà îáðàòíîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ðàâíà îáðàòíîé ìàòðèöå äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî åñòü

AL−1 = A−1
L .

Óòâåðæäåíèå 7.2.5. Íåâûðîæäåííûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðà-

çóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ, èçîìîðôíóþ ãðóïïå íåîñîáåííûõ êâàäðàò-

íûõ ìàòðèö.

7.3 Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, åå ìàòðèöà è ðàíã

Ïóñòü k � îñíîâíîå ïîëå. Õàðàêòåðèñòèêà k ̸= 2, k[x1, x2, . . . , xn] � êîëü-

öî ìíîãî÷ëåíîâ îò n íåèçâåñòíûõ íàä ïîëåì k.

Îïðåäåëåíèå 7.3.1. Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò n íåèçâåñòíûõ

x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ ôîðìà âòîðîé ñòåïåíè íàä

ïîëåì k, òî åñòü îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè îò íåèçâåñòíûõ

x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì k.
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Îïðåäåëåíèå 7.3.2. Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò íåèçâåñòíûõ

x1, x2, . . . , xn íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí îò íåèçâåñòíûõ

x1, x2, . . . , xn ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ k ñëåäóþùåãî âèäà

F (x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i=1

βix
2
i +

∑
16i<j6n

βijxixj. (7.2)

Ïðèäàäèì çàïèñè (7.2) òàê íàçûâàåìûé ñòàíäàðòíûé âèä, äëÿ ýòîãî

îáîçíà÷èì

αii = βi, αij =
1

2
βij, à âòîðóþ ïîëîâèíó

1

2
βij = αji. (7.3)

Ôîðìóëû (7.3) ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷ëåíû ìíîãî÷ëåíà (7.2) ïðèìóò âèä:

βix
2
i = αiixixi, βijxixj =

1

2
βijxixj +

1

2
βijxixj = αijxixj + αjixjxi,

F (x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i=1

αiixixi +
∑

16i<j6n

αijxixj +
∑

16i<j6n

αjixjxi =

=
n∑

i=1

n∑
j=1

αijxixj (7.4)

Ïðåäëîæåíèå 7.3.1. Âñÿêóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó âèäà (7.2) ìîæíî

ïðèâåñòè ê âèäó (7.4) ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (7.3).

Îïðåäåëåíèå 7.3.3. Çàïèñü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû F (x1, x2, . . . , xn) â

âèäå (7.4) ñ óñëîâèåì, ÷òî αij = αji, ∀i, j = 1, n íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé

ôîðìîé çàïèñè.

Îïðåäåëåíèå 7.3.4. Ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû F (x1, x2, . . . , xn)

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïðîèçâåäåíèÿõ

íåèçâåñòíûõ â åå ñòàíäàðòíîé ôîðìå çàïèñè.

Îáîçíà÷èì

AF =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 ,
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Ïðèìåð.

F (x1, x2) = 2x21 + 4x1x2 + 5x22 = 2x1x1 + 2x1x2 + 2x2x1 + 5x2x2,

AF =

(
2 2

2 5

)
.

ßñíî, ÷òî ìàòðèöà AF êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷å-

ñêîé. Êàæäîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàò-

ðèöà AF . Êàæäîé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå AF ñîîòâåòñòâóåò êâàäðà-

òè÷íàÿ ôîðìà F , ïîýòîìó ìåæäó ìíîæåñòâîì êâàäðàòè÷íûõ ôîðì îò

n íåèçâåñòíûõ è ìíîæåñòâîì ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö n-ïîðÿäêà ñóùå-

ñòâóåò âçàèìíîîäíàçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (áèåêöèÿ).

Îïðåäåëåíèå 7.3.5. Ðàíãîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû F (x1, x2, . . . , xn) íà-

çûâàåòñÿ ðàíã ìàòðèöû ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû r(F ), òî åñòü r(F ) =

r(AF ).

Îïðåäåëåíèå 7.3.6. Äèñêðèìèíàíòîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

F (x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ýòîé êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû D(F ), òî åñòü D(F ) = |AF |.

Îïðåäåëåíèå 7.3.7. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F (x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ

íåâûðîæäåííîé, åñëè ìàòðèöà ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íåîñîáåííà.

Ñëåäñòâèå. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F (x1, x2, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ íåîñîáåí-

íîé, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå äèñêðèìèíàíò íå ðàâåí 0 èëè, òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ðàíã ðàâåí ÷èñëó íåèçâåñòíûõ.

7.4 Âëèÿíèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà êâàäðà-

òè÷íóþ ôîðìó

Ïóñòü F � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ìàòðèöåé A, òî åñòü

F =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijxixj,
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êàê âñåãäà ÷åðåç X =


x1

x2

. . .

xn

 , áóäåì îáîçíà÷àòü ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ,

òîãäà XT = (x1, x2, . . . , xn).

Ïðåäëîæåíèå 7.4.1. Êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó F ñ ìàòðèöåé A ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå F = XTAX.

Äîêàçàòåëüñòâî. AX ÿâëÿåòñÿ ñòîëáöîì ðàçìåðíîñòè n× 1. Â i-ñòðîêå

ýòîãî ñòîëáöà

(AX)i =
n∑

j=1

αijxj,

òîãäà

XT (AX) =
n∑

i=1

xi

(
n∑

j=1

αijxj

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

αijxixj.

ÒÅÎÐÅÌÀ 7.4.1 (î âëèÿíèè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ). Ïóñòü F �

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ìàòðèöåé A è L � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

íåèçâåñòíûõ L : x → y ñ ìàòðèöåé Q, òîãäà

1. FL ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ñ ìàòðèöåé QTAQ, òî åñòü

AFL = AT
LAFAL;

2. D(FL) = D(F )|Q|2;

3. åñëè L � íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî r(FL) =

= r(F ), òî åñòü ôîðìû FL è F îäíîâðåìåííî âûðîæäåíû èëè íå

âûðîæäåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ F = XTAX. Äàëåå ëèíåéíîå

ïðåîáðàçîâàíèå L : x → y ïðîèñõîäèò ïî ôîðìóëå X = QY , òîãäà

FL = (QY )TAQY = (Y TQT )A(QY ) = Y T (QTAQ)Y,
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òî åñòü FL = Y TBY , ãäå B = QTAQ. Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ

ñèììåòðè÷åñêîé

BT = (QTAQ)T = QTAT (QT )T = QTAQ = B.

Âèäíî, ÷òî FL ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò íåèçâåñòíûõ

y1, y2, . . . , yn ñ ìàòðèöåé AFL = QTAQ.

2. Ïîäñ÷èòàåì D(FL).

D(FL) = |AFL| = |QTAQ| = |QT | · |A| · |Q| = D(F )|Q|2.

3. Âèäíî, ÷òî ìàòðèöà AFL = QTAQ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû A óìíî-

æåíèåì ñëåâà è ñïðàâà íà íå îñîáåííûå ìàòðèöû. |Q| ̸= 0 òàê êàê L �

íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïî òåîðåìå î ðàíãå ïðîèçâåäåíèé ìàò-

ðèö r(AFL) = r(A), òî åñòü r(FL) = r(F ).

7.5 Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷å-

ñêîìó âèäó

Îïðåäåëåíèå 7.5.1. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä,

åñëè ìàòðèöà AF ýòîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, òî åñòü

AL =


α1 0 . . . 0

0 α2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . αn

 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

F =
n∑

i=1

αix
2
i .

Ïðè÷åì ñðåäè ÷èñåë α1, α2, . . . , αn ìîãóò áûòü è íóëè.

Ñëåäñòâèå. Ðàíã êàíîíè÷åñêîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ðàâåí ÷èñëó îòëè÷-

íûõ îò íóëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõ íåèçâåñòíûõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. r(F ) = r(AF ) = êîëè÷åñòâó íåðàâíûõ íóëþ ýëåìåíòîâ

αi.

Îïðåäåëåíèå 7.5.2. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F èìååò íîðìàëüíûé âèä,

åñëè ìàòðèöà ýòîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé, òî åñòü AF = E, òî åñòü

F = x21 + x22 + . . .+ x2n.

Îïðåäåëåíèå 7.5.3. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L : x → y ïðèâîäèò

êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó F ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-

ìà FL èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè L ÿâëÿåòñÿ íåâû-

ðîæäåííûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, òî FL íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì

âèäîì ôîðìû F .

Çàìå÷àíèå 7.5.1. Êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû F îïðåäåëÿåò-

ñÿ íåîäíîçíà÷íî. Ýòîò âèä ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïðèìåíÿåìîãî íåâû-

ðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåèçâåñòíûõ.

ÒÅÎÐÅÌÀ 7.5.1 (Ëàãðàíæà). Ëþáóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ñ ïîìî-

ùüþ íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåèçâåñòíûõ ìîæíî

ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè ïî n.

1) Ïóñòü n = 1, òîãäà F = α11x
2
1 � îíà óæå èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä

1L : x = y.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, çàâèñÿ-

ùèõ îò n−1 íåèçâåñòíûõ. Äîêàæåì åå ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ êâàäðàòè÷íûõ

ôîðì, çàâèñÿùèõ îò n íåèçâåñòíûõ.

Ïóñòü F =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijxixj. Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ.

a) Íå âñå êîýôôèöèåíòû ïðè êâàäðàòàõ íåèçâåñòíûõ ðàâíû íóëþ.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè αnn ̸= 0. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ôîðìû
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F , âûäåëèâ â íåé ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå xn, ïîëó÷èì

F =
n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

αijxixj + 2
n−1∑
i=1

αinxixn + αnnx
2
n =

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

αijxixj+

+αnn

x2n + 2
n−1∑
i=1

(αin/αnn)xixn +

(
n−1∑
i=1

(αin/αnn)xi

)2
−

−αnn

(
n−1∑
i=1

(αin/αnn)xi

)2

= F1(x1, x2, . . . , xn−1)+

+αnn

(
xn +

n−1∑
i=1

(αin/αnn)xi

)2

=

= F1(x1, x2, . . . , xn−1) + α−1
nn

(
αnnxn +

n−1∑
i=1

αinxi

)2

.

Çäåñü F1(x1, x2, . . . , xn−1) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, çàâèñÿùåé îò

n−1 íåèçâåñòíûõ. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L1 : y → x, îñó-

ùåñòâëÿåìîå ïî ôîðìóëàì yi = xi,∀i = 1, n− 1, yn = α1nx1+ . . .+αnnxn.

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì, òàê êàê |AL1
| = αnn ̸= 0,

òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L−1
1 : x → y òàê æå

ÿâëÿþùååñÿ íåâûðîæäåííûì. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå L−1
1 ïåðåâåäåò ôîðìó

F ê âèäó FL−1
1 = F1(y1, y2, . . . , yn−1) + α−1

nny
2
n, òàê êàê ôîðìà F1 çàâè-

ñèò îò n − 1 íåèçâåñòíûõ, òî ê íåé ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå

èíäóêöèè, à èìåííî, ñóùåñòâóåò M � íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå M : y → z, êîòîðîå ïåðåâîäèò ôîðìó F1 â êàíîíè÷åñêèé

âèä F1M = β1z
2
1 + . . . + βn−1z

2
n−1. Òîãäà ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå L2 : y → z ïî ôîðìóëàì äëÿ n − 1 ïåðåìåííîé L2 = M ,

ïðè yn = zn. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå L2 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì, òàê êàê

|AL2
| =

∣∣∣∣∣ AM 0

0 1

∣∣∣∣∣ = |AM | ̸= 0. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå L2 ïåðåâîäèò ôîðìó

FL−1
1 ê âèäó (FL−1

1 )L2 = β1z
2
1 + . . .+ βn−1z

2
n−1+α−1

nnz
2
n. Âèäíî, ÷òî êâàä-

ðàòè÷íàÿ ôîðìà F ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L = L−1
1 L2



7.5. Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó 49

ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèå L ÿâëÿåò-

ñÿ íåâûðîæäåííûì, êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé.

b) Âñå êîýôôèöèåíòû ïðè êâàäðàòàõ íåèçâåñòíûõ â ôîðìå F ðàâ-

íû íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå íå âñå êîýôôèöèåíòû ïðè ïðîèçâåäåíèÿõ xixj

ðàâíû íóëþ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå F = 0, à ýòî íå åñòü êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà. Ïóñòü α12 ̸= 0, çíà÷èò ôîðìà èìååò âèä F = 2α12x1x2+ ñëàãà-

åìûå, êàæäûé ÷ëåí êîòîðûõ ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç íåèç-

âåñòíûõ x3, x4, . . . , xn. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåèçâåñò-

íûõ L1 : x → z ïî ôîðìóëàì x1 = z1−z2, x2 = z1+z2, xi = zi, ∀ i = 3, n.

Ýòî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåâûðîæäåííîå |AL1
| = 2 ̸= 0, FL1 =

= 2α12z
2
1 − 2α12z

2
2+ ñëàãàåìûå, êàæäûé ÷ëåí êîòîðûõ ñîäåðæèò, ïî

êðàéíåé ìåðå îäíó èç íåèçâåñòíûõ z3, z4, . . . , zn. Âèäíî, ÷òî ôîðìà FL1,

ñîäåðæèò îòëè÷íûå îò íóëÿ êîýôôèöèåíòû ïðè äâóõ ïåðåìåííûõ, è

ýòè äâà ïåðâûå ÷ëåíà íå ìîãóò óíè÷òîæàòüñÿ ñ ïîñëåäóþùèìè ñëàãà-

åìûìè. Òîãäà ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ïåðâîãî ðàññìîòðåííîãî ñëó-

÷àÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå L2 : z → y, êîòîðîå ôîðìó FL1 ïåðåâîäèò â êàíîíè÷åñêèé âèä

(FL1)L2 = α1y
2
1 + α2y

2
2 + . . . + αny

2
n. Ôîðìà F ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ L = L1L2 ïåðåâîäèòñÿ â êàíîíè÷åñêèé âèä.

Ñëåäñòâèå 7.5.1.1. Ðàíã êâàäðàòè÷íîé ôîðìû F ðàâåí êîëè÷åñòâó íå

ðàâíûõ íóëþ êîýôôèöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõ íåèçâåñòíûõ â ëþáîì åå

êàíîíè÷åñêîì âèäå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r(F ) = r. Ïåðåâåäåì ôîðìó F ñ ïîìîùüþ íåâû-

ðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L â êàíîíè÷åñêèé âèä, ïîëó÷èì

FL = β1y
2
1 + . . . + βny

2
n. Ïî òåîðåìå 7.4.1 r(FL) = r(F ), ïîýòîìó

r(F ) = r(AFL) = r. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñðåäè

ýëåìåíòîâ β1, β2, . . . , βn ðîâíî r øòóê îòëè÷íûõ îò íóëÿ.
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Ñëåäñòâèå 7.5.1.2. Ëþáóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó F ðàíãà r íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé ìîæíî ïðèâåñòè ê ñóììå r êâàäðàòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó F ðàíãà r ïî ñëåäñòâèþ 7.5.1.1

ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè

ê âèäó FL1 = β1y
2
1 + . . .+ βry

2
r , ãäå âñå βi ̸= 0. Òàê êàê â ïîëå êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë C ìîæíî èçâëå÷ü êîðåíü èç ëþáîãî ÷èñëà, òî ðàññìîòðèì

ïðåîáðàçîâàíèå

L2 : y1 =
1√
β1

z1, . . . , yr =
1√
βr

zr, yi = zi, ∀ i = r + 1, n.

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì, ïîòîìó ÷òî

|AL2
| = 1√

β1β2 . . . βr
.

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå L2 ïðèâåäåò ôîðìó FL1 ê âèäó

(FL1)L2 = z21 + z22 + . . .+ z2r .

Ôîðìà F ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L = L1L2 ïåðåâîäèòñÿ ê

ñóììå r êâàäðàòîâ.

7.6 Äåéñòâèòåëüíûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Îñíîâíîå ïîëå k â ýòîì ïàðàãðàôå � ýòî ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.
Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

F =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijxixj

ñ êîýôôèöèåíòàìè αij ∈ R. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåèçâåñòíûõ òàê-

æå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ðàíãà r ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî ëèíåé-

íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

FL = α1y
2
1 + α2y

2
2 + . . .+ αry

2
r ,



7.6. Äåéñòâèòåëüíûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû 51

ãäå αi ̸= 0. Ïóñòü p � ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, à q � ÷èñ-

ëî îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. ßñíî, ÷òî p + q = r. Êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà F ðàçëè÷íûìè ëèíåéíûìè íåâûðîæäåííûìè äåéñòâèòåëüíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèòñÿ ê ðàçëè÷íûì êàíîíè÷åñêèì âèäàì. Âîç-

íèêàåò âîïðîñ ¾×òî îáùåãî ó ýòèõ êàíîíè÷åñêèõ âèäîâ?¿.

ÒÅÎÐÅÌÀ 7.6.1 (Çàêîí èíåðöèè äåéñòâèòåëüíûõ êâàäðàòè÷íûõ

ôîðì). ×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ è ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ

ïðè êâàäðàòàõ íåèçâåñòíûõ â êàíîíè÷åñêîì âèäå, ê êîòîðîìó ïðèâî-

äèòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ñ ïîìîùüþ íåâûðîæ-

äåííîãî äåéñòâèòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåèçâåñòíûõ, íå çàâèñèò îò

âûáîðà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F

ñ ïîìîùüþ äâóõ ëèíåéíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L è M ïðè-

âîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêèì âèäàì ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ êî-

ýôôèöèåíòîâ. Äîïóñòèì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ðàíãà r ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ L : x → y è ñ ïîìîùüþ M : x → z ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

FL = α1y
2
1 + α2y

2
2 + . . .+ αpy

2
p − αp+1y

2
p+1 − . . .− αry

2
r , (7.5)

FM = β1z
2
1 + β2z

2
2 + . . .+ βp′z

2
p′ − βp′+1z

2
p′+1 − . . .− βrz

2
r , (7.6)

ãäå α1, . . . , αr, β1, . . . , βr > 0.

Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî p < p′. Òàê êàê ïðåîáðàçîâà-

íèå L : x → y ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì, òî íåâûðîæäåííûì áóäåò è

ïðåîáðàçîâàíèå L−1 : y → x. Çàìåòèì, ÷òî

L−1 :

y1 = α11x1 + . . .+ α1nxn

. . .

yn = αn1x1 + . . .+ αnnxn

.

Òî÷íî òàê æå è M . Òàê êàê M : x → z ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïðåîá-
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ðàçîâàíèåì, òî M−1 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì.

M−1 :

z1 = β11x1 + . . .+ β1nxn

. . .

zn = βn1x1 + . . .+ βnnxn

.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n-

íåèçâåñòíûìè x1, . . . , xn ñëåäóþùåãî âèäà:

α11x1 + . . .+ α1nxn = 0

. . .

αp1x1 + . . .+ αpnxn = 0

βp′+1,1x1 + . . .+ βp′+1,nxn = 0

. . .

βn1x1 + . . .+ βnnxn = 0

. (7.7)

×èñëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå (7.7) ðàâíî p+(n−p′) = n− (p′−p) < n. Òàê

êàê â îäíîðîäíîé ñèñòåìå (7.7) ÷èñëî óðàâíåíèé ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñò-

íûõ, òî îíà èìååò íåíóëåâîå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n . Ïîä-

ñòàâèì â ôîðìóëû (7.5), (7.6) âìåñòî y è z èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç x1, . . . , xn

è çàòåì, ïîëàãàÿ x1 = x
(0)
1 , . . . , xn = x

(0)
n , îáîçíà÷èì

y
(0)
i =

n∑
j=1

αijx
(0)
j , z

(0)
i =

n∑
j=1

βijx
(0)
j .

Çàìåòèì ÷òî â ñèëó ñèñòåìû (7.7)

y
(0)
1 = . . . = y(0)p = 0 è z

(0)
p′+1 = . . . = z(0)n = 0.

Â ðåçóëüòàòå ðàâåíñòâà (7.5) è (7.6) ïðèìóò âèä:

F (x
(0)
1 , . . . , x(0)n ) = −αp+1y

(0)
p+1

2
− . . .− αry

(0)
r

2
, (7.8)

F (x
(0)
1 , . . . , x(0)n ) = β1z

(0)
1

2
+ . . .+ βp′z

(0)
p′

2
. (7.9)

Òàê êàê âñå êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (7.7) äåéñòâèòåëüíû, òî êâàäðàòû

÷èñåë, âõîäÿùèõ â (7.8) è (7.9) � íåîòðèöàòåëüíû. Èç (7.8) âèäíî, ÷òî
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F (x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n ) 6 0, à èç (7.9), ÷òî F (x

(0)
1 , . . . , x

(0)
n ) > 0. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî F (x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n ) = 0. Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â ðàâåíñòâî

(7.9), ïîëó÷àåì, ÷òî z
(0)
1 = . . . = z

(0)
p = 0.

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ïîëó÷èì z
(0)
1 = . . . = z

(0)
n = 0. Ýòè

ðàâåíñòâà óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
β11x1 + . . .+ β1nxn = 0

. . .

βn1x1 + . . .+ βnnxn = 0

èìååò íå íóëåâîå ðåøåíèå x1 = x
(0)
1 , . . . , xn = x

(0)
n . Íî ýòà ñèñòåìà ñî-

äåðæèò n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Òîãäà èç êðèòåðèÿ

íàëè÷èÿ íå íóëåâîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíî ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ, òî åñòü îïðåäåëè-

òåëü ýòîé ñèñòåìû |AM−1| = 0. À ýòî ïðîòåâîðå÷èò òîìó, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ

íåâûðîæäåííûì ëèíåéíûì ïðåîáðîçîâàíèåì.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî p > p′ ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå-

÷èå ñ íåâûðîæäåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì L−1.

Îïðåäåëåíèå 7.6.1. Ïîëîæèòåëüíûì (îòðèöàòåëüíûì) èíäåêñîì èíåð-

öèè äåéñòâèòåëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ïîëîæè-

òåëüíûõ (îòðèöàòåëüíûì) êîýôôèöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõ íåèçâåñòíûõ

â ëþáîì êàíîíè÷åñêîì âèäå ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî p+ q = r, ãäå p � ïîëîæèòåëüíûé èíäåêñ, q �

îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ. Îáîçíà÷èì S = p − q. ßñíî, ÷òî ïðè çàäàííîì

ðàíãå r, çàäàíèå îäíîãî èç ÷èñåë p, q èëè S âïîëíå îïðåäåëÿåò äâà äðóãèõ

÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 7.6.2. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåèçâåñòíûõ L íàçûâà-

åòñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè åãî ìàòðèöà îðòîãîíàëüíà, òî åñòü

AL
−1 = AL

T .
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Ïðåäëîæåíèå 7.6.1. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåèçâåñòíûõ L îðòî-

ãîíàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íîðìàëüíóþ êâàäðàòè÷íóþ

ôîðìó ïåðåâîäèò â íîðìàëüíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ôîðìà F èìååò íîðìàëüíûé âèä è L � îð-

òîãîíàëüíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå AF = E. Ðàññìîòðèì FL. Èìååì,

÷òî ìàòðèöà ýòîé ôîðìû AFL = AT
LAFAL = AL

−1EAL = AL
−1AL = E,

ñëåäîâàòåëüíî ôîðìà FL èìååò íîðìàëüíûé âèä.

2) Ïóñòü F è FL èìåþò íîðìàëüíûé âèä. Ýòî îçíà÷àåò ÷òî AF =

= AFL = E. Ñ äðóãîé ñòîðîíû AFL = AT
LAFAL ⇒ AT

LEAL = E ⇒
⇒ AT

LAL = E ⇒ AL
−1 = AT

L, òî åñòü L ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðåîá-

ðàçîâàíèåì.

ÒÅÎÐÅÌÀ 7.6.2 (î ïðèâåäåíèè ê ãëàâíûì îñÿì). Ëþáóþ äåéñòâè-

òåëüíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ íåèçâåñòíûõ ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ïðè ýòîì êî-

ýôôèöèåíòàìè ïðè êâàäðàòàõ íåèçâåñòíûõ íåîáõîäèìî áóäóò ÿâëÿòü-

ñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ìàòðèöû ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò x1, . . . , xn ñ ìàòðè-

öåé A. Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé. Ïî òåîðåìå ??

ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Q òàêàÿ, ÷òî

Q−1AQ =


α1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . αn

 ,

ãäå α1, . . . , αn � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ìàòðèöû A.

Ïîëüçóÿñü ýòèì ôàêòîì, ê ôîðìå F ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå

L : x → y ñ ìàòðèöåé Q, òî åñòü X = QY . Òîãäà ìàòðèöà ôîðìû ïðèìåò

âèä

AFL = QTAQ = Q−1AQ =


α1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . αn

 .
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Òàêèì îáðàçîì ôîðìà FL ïðèìåò âèä FL = α1y
2
1 + . . . + αny

2
n. Âèäíî,

÷òî ôîðìà F ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ L ïðèâåäåíà

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ãäå êîýôôèöèåíòû ïðè êâàäðàòàõ íåèçâåñòíûõ

ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîðíÿìè ìàòðèöû A.

Îïðåäåëåíèå 7.6.3. Ïðèâåäåíèå äåéñòâèòåëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåèç-

âåñòíûõ íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåíèå ýòîé ôîðìû ê ãëàâíûì îñÿì.

Ñëåäñòâèå 7.6.2.1. Ïîëîæèòåëüíûé (îòðèöàòåëüíûé) èíäåêñ èíåðöèè

äåéñòâèòåëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ðàâåí ÷èñëó ïîëîæèòåëüíûõ (îò-

ðèöàòåëüíûõ) õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíåé ìàòðèöû ýòîé ôîðìû. Ðàíã

ðàâåí ñóììå ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîð-

íåé ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 7.6.1 ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëü-

íûõ êîýôôèöèåíòîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ íåèçâåñòíûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïî òåîðåìå 7.6.2 ÷èñëî

ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñîâïàäàþò ñ ÷èñëîì

ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíåé ìàòðèöû

ýòîé ôîðìû.

Ïðåäëîæåíèå 7.6.2. Ëþáóþ äåéñòâèòåëüíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó F

ðàíãà r ñ ïîëîæèòåëüíûì èíäåêñîì p, ìîæíî ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåí-

íîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâåñòè ê âèäó

FL = y21 + . . .+ y2p − y2p+1 − . . .− y2r .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ê ôîðìå F îðòîãîíàëüíîå ëèíåéíîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå L1 : x → z. Ïîëó÷èì

FL1 = α1z
2
1 + . . .+ αpz

2
p − αp+1z

2
p+1 − . . .− αrz

2
r .
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Ïðèìåíèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå L2 : z → y:

z1 =
1√
α1
y1

. . .

zr =
1√
αr
yr

zi = yi ∀i = r + 1, n.

Ïðåîáðàçîâàíèå L2 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì. Ïîñëå ýòîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ôîðìà FL ïðèìåò âèä: (FL1)L2 = y21 + . . .+ y2p − y2p+1− . . .− y2r .

Ïðåîáðàçîâàíèå L = L1L2 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì.

Îïðåäåëåíèå 7.6.4. Äâå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû îò n íåèçâåñòíûõ íàçû-

âàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè íàä ïîëåì k, åñëè îíè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ñ

ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ êîýôôèöèåíòà-

ìè èç ïîëÿ k.

Ïðåäëîæåíèå 7.6.3. Äâå äåéñòâèòåëüíûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû îò n

íåèçâåñòíûõ ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè íàä ïîëåì R òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûå èíäåêñû èíåðöèè (ðàíãè è ñèãíà-

òóðû).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü êâàäðàòè÷íûå ôîðìû F è G ýêâèâàëåíòíû

íàä ïîëåì R, òîãäà F = GL, ãäå L �íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðà-

çîâàíèå ñ êîýôôèöèåíòàìè èç R. Ïðèâåäåì ýòè ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó

âèäó FL1 è GL2. Ýòè êàíîíè÷åñêèå âèäû äîëæíû ñîâïàäàòü. Äîïóñòèì

ïðîòèâíîå, òî åñòü FL1 è GL2 èìåþò ðàçëè÷íûé êàíîíè÷åñêèé âèä, òî-

ãäà ôîðìà G áóäåò èìåòü äâà êàíîíè÷åñêèõ âèäà: ñ îäíîé ñòîðîíû GL2,

à ñ äðóãîé (GL)L1, êîòîðûå ðàçëè÷íû. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 7.6.1,

ñëåäîâàòåëüíî FL1 è GL2 èìåþò îäèíàêîâûé êàíîíè÷åñêèé âèä è èíäåê-

ñû èíåðöèè ôîðì F è G ñîâïàäàþò.

2) Ïóñòü F è G èìåþò îäèíàêîâûå èíäåêñû èíåðöèè. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ïî ïðåäëîæåíèþ 7.6.2 ñóùåñòâóþò òàêèå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
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L1 è L2, ÷òî ôîðìû ïðèíèìàþò âèä:

FL1 = y21 + . . .+ y2p − y2p+1 − . . .− y2r = GL2.

Òàêèì îáðàçîì, èç òîãî, ÷òî FL1 = GL2 ñëåäóåò, ÷òî (FL1)L2
−1 =

= F (L1L
−1
2 ) = G, òî åñòü FL = G, ãäå L = L1L2

−1 � íåâûðîæäåííîå ëè-

íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ñëåäîâàòåëüíî ôîðìû F è G ýêâèâàëåíòíû.

7.7 Êëàññèôèêàöèÿ òèïîâ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

Ïóñòü

F =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijxixj

� äåéñòâèòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ìàòðèöåé A. Â ýòîì ïóíêòå

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôîðìó F êàê äåéñòâèòåëüíóþ ôóíêöèþ îò n äåé-

ñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Êàê èçâåñòíî ôîðìà

F = XTAX = XTATX = (AX)TX = ⟨AX,X⟩ .

Çàìåòèì, ÷òî ⟨AX,X⟩ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, äàæå

åñëè AF � ýðìèòîâà ìàòðèöà è x ∈ Cn. Êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó F ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü, êàê ôóíêöèþ îò X, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò âèä:

F (X) = ⟨AX,X⟩ .

Îïðåäåëåíèå 7.7.1 (êëàññèôèêàöèÿ òèïîâ). Äåéñòâèòåëüíàÿ êâàäðà-

òè÷íàÿ ôîðìà F íàçûâàåòñÿ:

1. ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè: ∀ X ̸= 0, F (X) > 0;

2. îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè: ∀ X ̸= 0, F (X) < 0;

3. ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé, åñëè:

∀ X, F (X) > 0, è ∃ X ̸= 0, F (X) = 0;



58 Ãëàâà 7. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

4. îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé, åñëè:

∀ X, F (X) 6 0, è ∃ X ̸= 0, F (X) = 0;

5. íåîïðåäåëåííîé, åñëè: ∃ X ̸= 0, Y ̸= 0, F (X) > 0, F (Y ) < 0.

Ïðåäëîæåíèå 7.7.1. Íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåèç-

âåñòíûõ íå ìåíÿþò êëàññèôèêàöèîííîãî òèïà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L : x → y íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå ñ ìàòðèöåé Q, òî åñòü X = QY . Òîãäà FL(Y ) = F (QY ), âèäíî,

÷òî ôóíêöèè F è FL èìåþò îäíî è òîæå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, ïðè÷åì

îäíîâðåìåííî ñòîëáöû Y è X = QY ëèáî íóëåâûå, ëèáî íåíóëåâûå.

Ñëåäñòâèå. Äåéñòâèòåëüíûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû ìîæíî êëàññèôèöè-

ðîâàòü ïî èõ êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

ÒÅÎÐÅÌÀ 7.7.1 (î õàðàêòåðèñòèêàõ êëàññèôèêàöèîííûõ òèïîâ). Ñëå-

äóþùèå ãðóïïû óòâåðæäåíèé ðàâíîñèëüíû:

1. (a) Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-

íîé;

(b) Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé è q = 0;

(c) p = n;

(d) Âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ìàòðèöû AF ÿâëÿþòñÿ ïîëî-

æèòåëüíûìè.

2. (a) Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-

íîé;

(b) Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé è p = 0;

(c) q = n;

(d) Âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ìàòðèöû AF ÿâëÿþòñÿ îòðè-

öàòåëüíûìè.
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3. (a) Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäå-

ëåííîé;

(b) Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé è q = 0;

(c) p < n, q = 0;

(d) Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ìàòðèöû AF > 0 è åñòü õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèå êîðíè ðàâíûå íóëþ.

4. (a) Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäå-

ëåííîé;

(b) Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé è p = 0;

(c) q < n, p = 0;

(d) Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ìàòðèöû AF 6 0 è åñòü õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèå êîðíè ðàâíûå íóëþ.

5. (a) Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé;

(b) p ̸= 0, q ̸= 0;

(c) Ñóùåñòâóþò êàê ïîëîæèòåëüíûå òàê è îòðèöàòåëüíûå õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ìàòðèöû AF .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäñòâèå, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü

êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó â êàíîíè÷åñêîì âèäå. Ëþáóþ äåéñòâèòåëüíóþ

êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó F ðàíãà r ñ ïîëîæèòåëüíûì èíäåêñîì èíåðöèè

p ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó F = y21 + . . . + y2p − y2p+1 − . . . − y2r . Áóäåì

äîêàçûâàòü ðàâíîñèëüíîñòü óòâåðæäåíèé ïåðâîé ãðóïïû.

1. Ïóñòü F � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Ïî-

êàæåì ÷òî ðàíã r = n. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü r < n, òîãäà
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ðàññìîòðèì ñòîëáåö

Y =



y1

. . .

yr

yr+1

yn


,

ãäå y1 = 0, . . . , yr = 0, yr+1 ̸= 0, . . . , yn ̸= 0. ßñíî, ÷òî Y ̸= 0, íî ïðè

ýòîì F (Y ) = 0, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè,

òî åñòü r = n, ñëåäîâàòåëüíî F íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-

ìà. Ïîêàæåì ÷òî q = 0. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, q ̸= 0. Íàøà ôîðìà

èìååò âèä: F = y21 + . . .+ y2p − y2p+1 − . . .− y2r . Ðàññìîòðèì ñòîëáåö

Y =



y1

. . .

yp

yp+1

yn


,

ãäå y1 = 0, . . . , yp = 0, yp+1 ̸= 0, . . . , yn ̸= 0. ßñíî, ÷òî Y ̸= 0, íî

ïðè ýòîì F (Y ) < 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî F ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííàÿ, òî åñòü q = 0.

2. Äàíî r = n, q = 0. Èçâåñòíî, ÷òî p+ q = r, ñëåäîâàòåëüíî p = n.

3. Ïóñòü p = n, çíà÷èò êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèõ êîðíåé ìàòðèöû AF ðàâíî n, à âñåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîð-

íåé ó ìàòðèöû AF òîæå n. Ñëåäîâàòåëüíî âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

êîðíè ìàòðèöû AF ïîëîæèòåëüíû.

4. Ïóñòü âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ìàòðèö AF ïîëîæèòåëüíû.

Ñëåäîâàòåëüíî p = n, òîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F èìååò âèä:

F = y21 + . . .+ y2n,
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òî åñòü ∀ Y ̸= 0, F (Y ) > 0, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 7.7.1 îçíà÷àåò, ÷òî

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Ðàâíîñèëüíîñòü óòâåðæäåíèé ïåðâîé ãðóïïû äîêàçàíà. Àíàëîãè÷íî äî-

êàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíîñòü óòâåðæäåíèé äðóãèõ ãðóïï.

Òåîðåìà 7.7.1 íå ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü òèï êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïî åå

êîýôôèöèåíòàì. Äëÿ ýòîãî ñëóæèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Îïðåäåëåíèå 7.7.2. Óãëîâûìè ìèíîðàìè ìàòðèöû A íàçûâàþòñÿ ìè-

íîðû ìàòðèöû A, ñîñòàâëåííûå èç ýëåìåíòîâ αij, ðàñïîëîæåííûõ â åå

ëåâîì âåðõíåì óãëó, òî åñòü

∆1 = α11, ∆2 =

∣∣∣∣∣ α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣∣ , . . . , ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 . . . α1n

. . . . . . . . .

αn1 . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
ÒÅÎÐÅÌÀ 7.7.2 (êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà). Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå

óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû ýòîé ôîðìû AF ïîëîæèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè ïî n.

Ïóñòü n = 1, òîãäà ôîðìà F (x1) = α11x
2
1. ßñíî, ÷òî

∀ x1 ̸= 0, F (x1) > 0 ⇔ α11 > 0.

Ñ÷èòàåì ÷òî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ (n − 1)-ìåðíîé êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû. Äîêàæåì åå ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ n-ìåðíîé ôîðìû.

Ïóñòü

F =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijxixj.

Ïðåäñòàâèì ýòó ôîðìó â âèäå:

F =
n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

αijxixj +
n−1∑
i=1

2αinxixn + αnnx
2
n. (7.10)
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Îáîçíà÷èì

G =
n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

αijxixj,

ïîëó÷èì

F = G+
n−1∑
i=1

2αinxixn + αnnx
2
n.

Â ýòîé ôîðìóëå G � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà çàâèñÿùàÿ îò x1, . . . , xn−1

íåèçâåñòíûõ, îíà ïîëó÷àåòñÿ èç òåõ ÷ëåíîâ ôîðìû F , â êîòîðûå íå âõî-

äÿò xn. ßñíî, ÷òî âñå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû AG ýòîé ôîðìû ñîâïà-

äàþò ñ n− 1 óãëîâûìè ìèíîðàìè ìàòðèöû AF .

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìîé. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà è ôîðìà G äîëæíà áûòü ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ñóùåñòâóþò

(x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n−1) òàêèå, ÷òî G(x

(0)
1 , . . . , x

(0)
n−1) 6 0, òîãäà èç ðàâåíñòâà (7.10)

ñëåäóåò, ÷òî

F (x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n−1, 0) = G(x

(0)
1 , . . . , x

(0)
n−1) 6 0.

À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ôîðìà F ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî G � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïðèìåíèì ê íåé

ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Âñå åå óãëîâûå ìèíîðû áóäóò ïîëîæèòåëü-

íû, ïîýòîìó ïåðâûå n− 1 óãëîâûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû AF áóäóò ïîëîæè-

òåëüíû. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíèé óãëîâîé ìèíîð ìàòðèöû AF ,

∆n = |AF | > 0, òî åñòü D(F ) > 0. Òàê êàê ôîðìà F � ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà, òî ∃ L : x → y � íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

ñ ìàòðèöåé Q òàêîå, ÷òî FL = y21 + . . . + y2n, D(FL) = |AFL| = 1. Èç

ðàíåå äîêàçàííîãî D(FL) = D(F )|Q|2. Çàìåòèì, ÷òî |Q| ̸= 0, òàê êàê

L � íåâûðîæäåííîå, ñëåäîâàòåëüíî D(F ) = 1
|Q|2 > 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âñå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû AF ïîëîæèòåëü-

íû. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëîæèòåëüíûìè áóäóò ïåðâûå n−1 óãëîâûõ ìè-

íîðîâ, òî åñòü ïîëîæèòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû
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AG è D(F ) = |AF | > 0. Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ïîëó÷èì,

÷òî ôîðìà G ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∃ L1 : x → y � íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäÿùåå ôîðìó G ê

âèäó GL1 = y21 + . . .+ y2n−1,

L1 :


x1

. . .

xn−1

→


y1

. . .

yn−1

 .

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå L : x → y, êîòîðîå íà ïåðâûõ n−1 ïåðåìåí-

íûõ ñîâïàäàåò ñ L1, à xn = yn. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íåâûðîæäåííîå, òàê

êàê |AL| = |AL1
| ≠ 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå L ïðèâåäåò ôîðìó

F ê âèäó:

FL = y21 + . . .+ y2n−1 +
n−1∑
i=1

2βinyiyn + αnny
2
n.

Âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû:

FL =
n−1∑
i=1

(y2i + 2βinyiyn + β2
iny

2
n)−

n−1∑
i=1

β2
iny

2
n + αnny

2
n =

=
n−1∑
i=1

(yi + βinyn)
2 + y2n

(
αnn −

n−1∑
i=1

β2
in

)
=

n−1∑
i=1

(yi + βinyn)
2 + by2n.

(7.11)

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåèçâåñòíûõ M : z → y:

z1 = y1 + β1nyn

. . .

zn−1 = yn−1 + βn−1,nyn

zn = yn.

M � íåâûðîæäåííîå, òàê êàê |AM | = 1 ̸= 0, òîãäà ó íåãî ñóùåñòâóåò

íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå M−1 : y → z. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (7.11),

ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâîäèò ôîðìó FL ê âèäó

(FL)M−1 = z21 + . . .+ z2n−1 + bz2n.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ôîðìû F èñïîëü-

çóåì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå L2 = LM , ãäå |AL2
| ̸= 0, òàê êàê L2 �

íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Òîãäà b = D(FL2) = D(F )|AL2
|2 > 0.

Ïîëó÷àåì, ÷òî p = n, òîãäà èç òåîðåìû 7.7.1 ñëåäóåò, ÷òî ôîðìà F �

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ñëåäñòâèå 7.7.2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äåéñòâèòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-

ìà F áûëà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

çíàêè óãëîâûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû ýòîé ôîðìû AF ÷åðåäîâàëèñü, íà÷èíàÿ

ñî çíàêà ìèíóñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè ìàòðèöà AF èìååò

óãëîâûå ìèíîðû ∆1, . . . ,∆n, òî ìàòðèöà A−F ôîðìû −F áóäåò èìåòü

ñâîèìè óãëîâûìè ìèíîðàìè ∆′
k = (−1)k∆k. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-

ùàÿ öåïî÷êà ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé:

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ⇔
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà −F ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ⇔
∆′

k = (−1)k∆k > 0 ⇔
∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0, ∆4 > 0, . . ..
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