
равна 25000. Тогда математические ожидания (м. о.) длительностей пребывания требований первого и вто-

рого классов в подсистеме S1 соответственно равны 5.16·10−6 и 2.51·10−6, м. о. длительности пребывания

требований второго и третьего классов в подсистеме S2 равна 4.10 · 10−5, м. о. числа требований в под-

системе S1 равно 3.75 · 10−5, м. о. числа требований в подсистеме S2 равно 1.2 · 10−3.

Длительности обслуживания требований — дискретные величины. В подсистеме S1 положим длитель-

ности обслуживания требований первого и второго классов соответственно равными 5 · 10−6 и 2.5 · 10−6.

Длительность обслуживания требований второго и третьего классов подсистемой S2 равна 4 · 10−5. Тогда

м. о. длительностей пребывания требований первого и второго классов в подсистеме S1 соответственно

равны 5 ·10−6 и 2.5 ·10−6, м. о. длительности пребывания требований второго и третьего классов в подси-

стеме S2 равна 4 · 10−5, м. о. числа требований в подсистеме S1 равно 3.75 · 10−5, м. о. числа требований

в подсистеме S2 равно 1.2 · 10−3.

Математическое ожидание числа «потерянных» требований в течение 3600 единиц модельного времени

восстановления узла равно 36.

Заключение

Построена имитационная модель сенсорного узла. Предполагается, что он входит в состав сенсорной

сети, состоящей из порядка 1500 однотипных узлов. Несмотря на то, что сеть содержит достаточно боль-

шое число узлов, нагрузка на исследуемый узел настолько мала, что очереди в нем практически отсутству-

ют. Результаты экспериментов показывают, что характеристики узла при небольших потоках практически

не зависят от функции распределения длительности приема, обработки и передачи информации.
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Рассматривается открытая экспоненциальная сеть массового обслуживания с одним классом требований и

ненадежными одноприборными системами обслуживания. Приборы могут выходить из строя с экспоненци-

альным временем наработки на отказ. Мгновенное восстановление всех вышедших из строя приборов систем

происходит в моменты, когда математическое ожидание длительности реакции сети становится больше за-

данного порогового значения. Предложен метод анализа ненадежных сетей обслуживания описанного вида,

основанный на использовании в качестве моделей цепей Маркова.

Ключевые слова: сети массового обслуживания, цепи Маркова, метод анализа сетей массового обслуживания,

ненадежные системы обслуживания

Введение

Сети массового обслуживания с управлением являются эффективными математическими моделями,

описывающими поведение дискретных систем с сетевой структурой и стохастическим характером функ-

ционирования. В силу многообразия реальных систем используются различные разновидности сетей мас-

сового обслуживания, позволяющие отображать их особенности. Например, в работе [1] рассматриваются

вопросы управления интенсивностями обслуживания в системах сети, а в [2,3] — маршрутными матрица-

ми.

При решении задач анализа и синтеза дискретных стохастических систем с сетевой структурой и нена-

дежными элементами в качестве математических моделей таких систем широко используются сети мас-

сового обслуживания с переменной структурой [4–7].

В данной работе рассматривается открытая экспоненциальная сеть массового обслуживания с ненадеж-

ными системами обслуживания и одним классом требований. Каждая система обслуживания содержит по

одному прибору, которые в процессе функционирования сети последовательно прекращают обслуживать

требования. С момента отказа прибора системы маршрутная матрица сети изменяется таким образом, что-

бы требования не поступали в данную систему обслуживания. Длительности наработки на отказ приборов

систем обслуживания являются экспоненциально распределенными случайными величинами. Предпола-

гается, что как только математическое ожидание (м. о.) длительности реакции сети обслуживания будет
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превосходить предельное заданное значение из-за последовательного выхода из строя систем обслужи-

вания, все отказавшие приборы систем обслуживания мгновенно восстанавливаются. В качестве модели,

описывающей случайный процесс отказов систем обслуживания с мгновенным их восстановлением, ис-

пользуется цепь Маркова с непрерывным временем. Получены выражения для определения стационарных

характеристик систем и сети обслуживания с ненадежными системами. В частности, получено выраже-

ние для определения м. о. длительности интервала времени между моментами восстановления структуры

сети.

1. Описание сети

Рассмотрим однородную открытую сеть массового обслуживания Γ, состоящую из L систем массового

обслуживания Si, i = 1, . . . , L, типа M/M/1 с интенсивностями обслуживания µi, i = 1, . . . , L. Топология

сети определяется матрицей смежности W = (wij)
L
i,j=0, соответствующего сети ориентированного графа.

Из источника S0 в сеть поступает пуассоновский поток требований с интенсивностью λ0. Переходы

требований между системами обслуживания в сети определяются маршрутной матрицей Θ = (θij)
L
i,j=0.

Предполагается, что системы сети могут выходить из строя независимо друг от друга. Длительность

наработки на отказ системы Si имеет экспоненциальное распределение с параметром γi. При отказе си-

стемы все требования, находящиеся в ней, теряются. Выход системы из строя приводит к изменению

матрицы смежности сети W и соответствующему изменению маршрутной матрицы Θ с тем, чтобы ис-

ключить поступление требований в неработоспособную систему.

Пусть v = (vi)
L
i=1 — вектор структуры сети, где vi = 0, если система Si вышла из строя, иначе vi = 1.

Пусть Θ(v)— маршрутная матрица сети при условии, что структура сети определяется вектором v.

Рассмотрим две структуры v и ṽ отличающиеся только тем, что vm = 1, ṽm = 0 для некоторого

m ∈ {1, . . . , L}. В момент выхода из строя системы Sm, вектор структуры сети v преобразуется в ṽ,

а маршрутная матрица Θ(v)— в матрицу Θ(ṽ). Элементы матрицы Θ(ṽ) определяются по формулам:

θik(ṽ) =
θik(v)

1− θim(v)
, i, k = 0, . . . , L, i, k 6= m,

θmk(ṽ) = 0, k = 0, . . . , L, k 6= m,

θim(ṽ) = 0, i = 0, . . . , L, i 6= m,

θmm(ṽ) = 1.

Пусть n = (ni)
L
i=1 — состояние сети, где ni — число требований в системе Si, тогда в момент выхода

из строя системы Sm nm = 0.

Основной характеристикой, определяющей качество работы сети со структурой v будем считать м. о.

длительности реакции сети τ0(v). Пусть для сети обслуживания задано пороговое значение м. о. длитель-

ности реакции τ̂0.

Процесс функционирования сети с нестационарной структурой осуществляется следующим образом.

Системы обслуживания выходят из строя независимо друг от друга с экспоненциальной длительностью

наработки на отказ с разными интенсивностями, вызывая изменения в структуре сети v. Пока τ0(v) < τ̂0,
не предпринимается никаких действий по восстановлению вышедших из строя систем. Если τ0(v) > τ̂0,
то предполагается, что все неработоспособные системы мгновенно восстанавливаются.

Требуется найти вероятностно-временные характеристики сети обслуживания.

2. Метод анализа сети обслуживания

Эволюция сети Γ представляется множеством реализаций подсетей Γ(v), зависящих от структур v.

Каждая реализация подсети обслуживания однозначно определяется вектором структуры v и маршрутной

матрицей Θ(v). Другие параметры реализаций подсетей совпадают.

Пусть Ω— множество всевозможных векторов структур v. Подсеть Γ(v) назовем подсетью со связной

конфигурацией, если маршрутная матрица множества исправных систем обслуживания является непри-

водимой. Пусть D — подмножество векторов v, образующих подсети Γ(v) со связной конфигурацией, для

которых τ0(v) 6 τ̂0. Тогда Ω\D — подмножество векторов структур v, для которых τ0(v) > τ̂0, включая

случаи нарушения связности, для которых полагаем τ0(v) =∞.

Эволюцию сети Γ можно рассматривать как два протекающих параллельно процесса: процесс отказов

систем обслуживания с мгновенным их восстановлением при выполнении определенного выше условия

и вложенный в него процесс обслуживания и переходов требований в сети между исправными системами

обслуживания.

Предполагается, что средняя длительность переходного процесса в сети, вызванного изменением век-

тора v ∈ D, настолько меньше средней длительности функционирования Γ(v), что можно пренебречь

этим процессом, и считать, что каждая из подсетей Γ(v) переходит в стационарный режим за время функ-

ционирования с фиксированной структурой. Тогда стационарные характеристики сети Γ(v) могут быть

получены известными методами [8].
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Случайный процесс отказов систем обслуживания с мгновенным их восстановлением в случае вы-

полнения заданного условия может быть описан цепью Маркова с непрерывным временем и множеством

состояний D. Перенумеруем состояния множества D таким образом, что v(1) — состояние структуры сети,

при котором все системы работоспособны, нумерация остальных состояний — произвольная. В дальней-

шем, если из контекста ясно, о каком состоянии идет речь, то нумерация состояний будет опускаться.

Пусть D̃ ⊂ D — подмножество состояний v(i) ∈ D, из которых возможен переход в состояния под-

множества Ω\D. Для состояния v(i) ∈ D̃ обозначим через Ti ⊂ Ω\D подмножество смежных состояний

таких, что v ∈ Ti тогда и только тогда, когда ‖v(i) − v‖ = 1 и τ0(v) > τ̂0. Интенсивность перехода из

v(i) ∈ D̃ в подмножество состояний Ti равна

α(v(i), Ti) =
∑

v∈Ti

L∑

k=1

γk(v
(i)
k − vk).

Интенсивность переходов из v(i) ∈ D в v(j) ∈ D модельной цепи Маркова

α(v(i), v(j)) =

{∑L

k=1 γk(v
(i)
k − v

(j)
k ), если ‖v(i) − v(j)‖ = 1

0, иначе,

и интенсивность выхода из состояния v(i) ∈ D, при i 6= 1,

α(v(i)) =
L∑

k=1

γkv
(i)
k .

Мгновенное восстановление систем при выполнении условия τ0(v) > τ̂0 в модели означает, что для

состояний v(i) ∈ D̃, при i 6= 1, осуществляется переход в состояние v(1) с интенсивностью

α(v(i), v(1)) = α(v(i), Ti).

Реализация этого принципа управления процессом восстановления означает, что для состояния v(1)

интенсивность выхода α(v(1)) уменьшается на суммарную интенсивность перехода из v(1) в состояния

подмножества T1.

Обозначим инфинитезимальный оператор цепи Маркова через A = (αij), где

αij = α(v(i), v(j)), для v(i), v(j) ∈ D, i 6= j,

αii = −α(v
(i)).

Пусть M — модельная цепь Маркова, определенная на множестве D инфинитезимальным оператором

A, d = |D|— мощность множества D. Стационарное распределение вероятностей состояний цепи π =
(π(v)), v ∈ D, является решением уравнения πA = 0 с условием нормировки

∑
v∈D

π(v) = 1.

Тогда стационарные характеристики систем обслуживания сети Γ определим по формуле

χk =
∑

v∈D

χk(v)π(v), k = 1, . . . , L,

где χk — интегральная характеристика системы Sk, χk(v)— интегральная характеристика системы Sk сети

обслуживания Γ(v) со структурой v, а среднее время реакции сети Γ

τ0 =
∑

v∈D

τ0(v)π(v).

Представляет интерес определение времени функционирования сети между моментами восстановле-

ния. С этой целью обозначим через M∗ поглощающую цепь Маркова, отличающуюся от цепи M наличием

поглощающего состояния v(1). Очевидно, что инфинитезимальный оператор A∗ цепи M∗, отличается от

оператора A только строкой, соответствующей состоянию v(1) и имеет вид:

A∗ =

[
0 0

S
′ S

]
,

где S
′ — вектор интенсивностей поглощения размерности (d − 1) × 1, S — субгенератор, матрица интен-

сивностей перехода в множестве невозвратных состояний размерности (d − 1) × (d − 1), 0— нулевой

вектор размерности 1 × (d − 1). Начальное распределение цепи M∗ положим равным β = (βi)
d−1
i=1 , где

βi = α1i+1/(−αii).
Известно [9], что время до поглощения имеет фазовое распределение с математическим ожиданием

равным −βS−1
1, где 1— единичный вектор-столбец. Тогда м. о. времени между моментами восстановле-

ния структуры сети равно g = −βS−1
1+ (−α11)

−1.
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Классификация и свойства функциональных связей элементов в
последовательностях∗

Твердохлебов В. А.
tverdokhlebovva@list.ru

Институт проблем точной механики и управления Российской академии наук, Саратов, Россия

Исследуется одна из фундаментальных характеристик последовательностей, представленная структурой функ-

циональных связей элементов. Вводится классификация Z-рекуррентных форм, которые точно определяют

функциональные связи между наборами элементов в последовательности при условии. В Z-рекуррентной фор-

ме структура функциональных связей элементов фиксируется и распространяется на всю последовательность с

разделением на определяющие и определяемые элементы. Основными исследованными свойствами являются

такие отношения между Z-рекуррентными формами, которые представляют для выполняющегося Z-рекуррент-

ного определения последовательности с использованием конкретной Z-рекуррентной формы всё множество Z-

рекуррентных форм, с использованием которых представляются функциональные связи элементов в последо-

вательности.

Ключевые слова: элемент, последовательность, функциональная связь, Z-рекуррентная форма, Z-рекуррент-

ное определение последовательности, порядок Z-рекуррентной формы

Введение

Каждая последовательность имеет формальные образы, по которым она может быть представлена в за-

дачах распознавания последовательностей и в задачах определения свойств последовательностей. К таким

простейшим образам последовательностей относятся подмножества всех подпоследовательностей рас-

сматриваемой последовательности и подмножества, из которых построены подпоследовательности. Прин-

ципиально более мощными в теории и приложениях являются образы последовательностей, в которых

определены функциональные связи элементов с интерпретацией в приложениях функциональных связей

как причинно-следственных связей событий, представленных элементами последовательности. Например,

для последовательности ξ1 = 〈a, a, b, c, a〉 множество Θξ1 подпоследовательностей определяется следую-

щим образом: Θξ1 = {〈a1〉, 〈a2〉, 〈a5〉, 〈a1, a2〉, 〈a1, a5〉, 〈a2, a5〉, 〈a1, b3〉, 〈a1, c4〉, 〈a2, b3〉, 〈a2, c4〉, 〈b3, a5〉,
〈c4, a5〉, 〈a1, a2, b3〉, 〈a1, a2, c4〉, 〈a1, a2, a5〉, 〈a1, b3, c4〉, 〈a1, b3, a5〉, 〈a1, c4, a5〉, 〈a2, b3, c4〉, 〈a2, b3, a5〉,
〈b3, c4, a5〉, 〈a1, a2, b3, c4〉, 〈a1, a2, b3, a5〉, 〈a1, a2, c4, a5〉, 〈a1, b3, c4, a5〉, 〈a2, b3, c4, a5〉, 〈a1, a2, b3, c4, a5〉},
где последовательность ξ1 представлена в форме ξ1 = 〈a1, a2, b3, c4, a5〉. Функциональные зависимости

во взаиморасположении элементов в последовательности определяются, во-первых, разбиением каждой

подпоследовательности последовательности ξ1 на две части (одна из области определения, а другая из об-

ласти значений функциональной зависимости) за исключением одноэлементных подпоследовательностей,

а, во-вторых, использованием общей для всех подпоследовательностей структуры функциональных связей

элементов. Даже для небольших по длине последовательностей множество подпоследовательностей ока-
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