
исследования в случае реакции комплексообразования алюминия максимальное внимание необходимо

уделить скорости потока реагента и расстоянию между донорными атомами, а при определении нитри-

тов реакцией диазотирования — скорости потока реагента, энтальпии образования реагента и количеству

гидратирующих молекул воды.
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Анализ открытых экспоненциальных сетей массового обслуживания
с динамическим управлением входящими потоками требований,

поступающими из нескольких источников
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Рассматриваются открытые экспоненциальные сети массового обслуживания с требованиями одного класса и

одноприборными системами обслуживания. В сети осуществляется динамическое управление входящими по-

токами требований, поступающими из нескольких источников, путем выбора из заданных множеств значений

интенсивностей соответствующих потоков. Целью управления является уменьшение математического ожи-

дания длительности реакции сети для требований, поступающих из каждого источника. Предлагается метод

вычисления стационарных характеристик рассмотренных сетей с управлением.

Ключевые слова: открытые экспоненциальные сети массового обслуживания, динамическое управление вхо-

дящими потоками требований, интенсивность входящего потока, анализ сетей массового обслуживания

Введение

Одним из методов управления потоками в сетях массового обслуживания, наряду с управлением

маршрутизацией и интенсивностями обслуживания, является управление входящими потоками в откры-
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тых сетях [1–6]. Целью оптимального управления в открытых сетях массового обслуживания может

являться, например, минимизация математического ожидания длительности реакции сети, максимизация

пропускной способности сети [1–3] или среднего дохода от функционирования сети [5, 6]. Динамическое

управление в сетях массового обслуживания обеспечивает заданные значения характеристик качества в

процессе функционирования сети, например, распределение нагрузки в сети (распределение требований

по системам сети) [7] или уменьшение математического ожидания длительности пребывания требований

в подсети и вероятности пребывания сети в состояниях, в которых число требований в подсети превышает

заданное [8].

В данной работе рассматривается открытая экспоненциальная сеть массового обслуживания с требо-

ваниями одного класса и одноприборными системами. В сети осуществляется динамическое управление

входящими потоками требований, поступающими из нескольких источников. При управлении в тече-

ние интервалов времени фиксированной длительности для каждого источника требований используются

разные интенсивности входящих потоков требований. Вектор интенсивностей потоков требований из

источников является параметром метода управления сетью. Интенсивность потока требований каждого

источника может принимать одно из двух значений, соответствующих нормальной и сниженной нагруз-

ке, создаваемой этим источником. Целью управления является уменьшение и приближение к заданным

значениям математических ожиданий длительностей реакции сети для требований из каждого источника.

Предлагается метод вычисления математического ожидания длительности реакции и других стационарных

характеристик рассмотренной сети с управлением.

1. Описание сети

Рассматривается открытая экспоненциальная сеть массового обслуживания с L системами массового

обслуживания Si типа M/M/1 с интенсивностями обслуживания µi, i = 1, . . . , L. Из K источников

S0k, k = 1, . . . ,K , в системы сети Sj , j = 1, . . . , L, поступают пуассоновские потоки требований одного

класса с вероятностями θ0j,k; обозначим вектор Θ0k = (θ0j,k). Переходы требований между системами

сети определяются вероятностями θij , i, j = 1, . . . , L; обозначим матрицу Θ = (θij). Введем вероятность

νij , i, j = 1, . . . , L, первого достижения требованием, выходящим из системы Si, системы Sj ; матрица ν =
(νij) вычисляется по формуле ν = (I − Θ)−1Θ, где I — единичная матрица. Требования возвращаются в

источники из системы Si, i = 1, . . . , L, с вероятностями θi0. Полагаем θ00 = 0.

Интенсивность потока требований λ0k из источника S0k является параметром метода управления се-

тью обслуживания и может принимать значения из множества {λ′
0k, λ

′′

0k}, где λ′
0k < λ′′

0k, k = 1, . . . ,K .

Вектор δ = (λ0k)
K
k=1

назовем стратегией управления; обозначим ∆ множество всех стратегий управле-

ния, |∆| = 2K .

Для синхронизации управления интенсивностями потоков в сеть обслуживания введем последова-

тельность интервалов времени фиксированной длительности ϕ. Считаем, что длительность интервала

времени ϕ намного больше длительности переходного режима сети обслуживания, вызванного измене-

нием интенсивностей потоков требований из источников. Таким образом, предполагается, что в течение

интервала времени ϕ сеть функционирует в стационарном режиме.

В момент окончания очередного интервала времени ϕ определяется оценка вероятности Pr{τk(δ) >

τ∗k}, где τk(δ) — длительность реакции сети для требований из источника S0k, k = 1, . . . ,K , при стратегии

управления δ; τ∗k — заданная максимальная длительность реакции сети для требований из источника S0k.

Если выполняется неравенство

Pr{τk(δ) > τ∗k} > 1− γ ,

где γ — заданная вероятность (например, γ = 0.2; 0.1; 0.05), то в течение следующего интервала времени ϕ
из источника S0k, k = 1, . . . ,K , в сеть будет поступать поток требований с интенсивностью λ′

0k. В

противном случае, в течение следующего интервала времени ϕ из источника S0k в сеть будет поступать

поток требований с интенсивностью λ′′
0k.

2. Метод анализа сети

Определим математическое ожидание (м. о.) длительности реакции сети τ̄k(δ), k = 1, . . . ,K , для

требований из источника S0k при стратегии управления δ. Для этого сначала вычислим интенсивности

входящих потоков λik в системы сети, i = 1, . . . , L, k = 1, . . . ,K:

λik = αikλ0k .

Вектор αk = (αik) вычисляется по формуле

αk = (I −ΘT)−1Θ0k .

Обозначим: λi — интенсивность входящего в систему Si потока требований, ψi — коэффициент ис-

пользования системы Si, ūi — м. о. длительности пребывания требований в системе Si, σ
2
ui

— дисперсия
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длительности пребывания требований в системе Si, n̄i — м. о. числа требований в системе Si, i = 1, . . . , L.

Имеем

λi =
K
∑

k=1

λik; ψi =
λi
µi

; ūi =
1

µi(1− ψi)
; σ2

ui
= ū2i ; n̄i =

ψi

1− ψi

.

Условием существования стационарного режима сети является выполнение неравенств ψi < 1 для

всех i = 1, . . . , L. Тогда

τ̄k(δ) =
1

λ0k

L
∑

i=1

n̄ipik, k = 1, . . . ,K ,

где pik — вероятность поступления в систему Si требований, поступивших в сеть из источника S0k,

pik = λik/(µiψi).
М. о. длительности реакции сети τ̄(δ) и пропускная способность сети Λ(δ) при стратегии управления δ

определяются по формулам

τ̄(δ) =
1

Λ0

L
∑

i=1

n̄i; Λ(δ) =

K
∑

k=1

Λk(δ) ,

где

— Λ0 — интенсивность суммарного входящего в сеть потока требований, Λ0 =
K
∑

k=1

λ0k;

— Λk(δ) — пропускная способность сети для требований из источника S0k, k = 1, . . . ,K;

— Λk(δ) =
L
∑

i=1

λik.

Определим дисперсию σ2
τk
(δ) и квадрат коэффициента вариации C2

τk
(δ) длительности реакции сети

для требований из источника S0k, k = 1, . . . ,K , при стратегии управления δ [9]:

σ2

τk
(δ) =

L
∑

i=1

αikσ
2

ui
+

L
∑

i=1

L
∑

j=1

cij ūiūj ; C2

τk
(δ) =

σ2
τk
(δ)

(τ̄k(δ))2
,

где

cij =

{

αik(2νii + 1− αik), если i = j;

αikνij + αjkνji − αikαjk, если i 6= j.

Заметим, что значения характеристик систем, входящие в формулу для σ2
τk
(δ), зависят от стратегии управ-

ления δ.
Процесс перехода сети между состояниями, соответствующими разным стратегиям управления, опи-

сывается цепью Маркова Ξ с дискретным временем и множеством состояний ∆. Начальное состояние

эволюции цепи соответствует стратегии управления δ = (λ′′
0k)

K
k=1

. Определим вероятности p(δn, δm), δn,

δm ∈ ∆, перехода цепи Ξ:

p(δn, δm) =
K
∏

k=1

pk(δ
n, δm) ,

где

pk(δ
n, δm) =

{

1, если Pr{τk(δ
n) > τ∗k} > 1− γ, δmk = λ′

0k или Pr{τk(δ
n) > τ∗k} < 1− γ, δmk = λ′′

0k;

0, в остальных случаях.

Для нахождения вероятности

Pr{τk(δ
n) > τ∗k} = 1− Pr{τk(δ

n) < τ∗k}

определим функцию распределения случайной величины τk(δ) по первым двум моментам, которая явля-

ется двухпараметрической функцией эрланговского типа [9, 10]:

F (t) = Pr{τk(δ) < t} = 1−

(

a2
a2 − a1

)d−1

e−a1t +
a1
a2
e−a2t

d−2
∑

l=0

[

(

a2
a2 − a1

)d−1−l l
∑

s=0

(a2t)
s

s!

]

,

где

a1 = d
[

τ̄k(δ)
(

1 +
√

(C2
τk
(δ)d− 1)(d− 1)

)]−1

; a2 = d
[

τ̄k(δ)
(

1−
√

(C2
τk
(δ)d− 1)/(d− 1)

)]−1

;

d = d1/C2

τk
(δ)e .
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Обозначим через P = (p(δn, δm)), δn, δm ∈ ∆, матрицу вероятностей перехода цепи Ξ. Стационарное

распределение π = (π(δ)), δ ∈ ∆, цепи Ξ является решением уравнения π = πP с условием
∑

δ∈∆

π(δ) =

1. Тогда для сети с управлением входящими потоками требований, поступающими из K источников,

соответствующие стационарные характеристики определяются выражениями:

τ̄ ck =
∑

δ∈∆

π(δ)τ̄k(δ); Λc
k =

∑

δ∈∆

π(δ)Λk(δ), k = 1, . . . ,K,

τ̄ c =
∑

δ∈∆

π(δ)τ̄(δ); Λc =
∑

δ∈∆

π(δ)Λ(δ) .

3. Пример

Рассмотрим сеть с параметрами: L = 10, K = 3, λ01 ∈ {1, 2}, λ02 ∈ {0.5, 1}, λ03 ∈ {1, 2}, (µi) =
(2.0, 1.0, 2.5, 3.0, 2.9, 1.8, 2.4, 2.7, 2.5, 3.4). Маршрутные ненулевые вероятности имеют значения: θ01,1 =
0.3, θ02,1 = 0.2, θ04,1 = 0.5, θ01,2 = 0.3, θ04,2 = 0.7, θ01,3 = 0.4, θ04,3 = 0.2, θ08,3 = 0.4, θ12 = 0.3,

θ14 = 0.3, θ15 = 0.4, θ23 = 1, θ36 = 0.5, θ37 = 0.5, θ45 = 0.5, θ48 = 0.5, θ53 = 0.6, θ56 = 0.2, θ59 = 0.2,

θ67 = 0.7, θ6,10 = 0.3, θ70 = 1, θ85 = 0.2, θ89 = 0.8, θ9,10 = 1, θ10,0 = 1. Заданы следующие максимальные

длительности реакции сети для требований из разных источников: τ∗1 = 3, τ∗2 = 3, τ∗3 = 3; γ = 0.15.
В таблице приводятся значения стационарных характеристик сети с управлением и без управления,

вычисленные аналитически (АМ) по формулам, приведенным в данной работе, и значения, полученные

в результате имитационного моделирования (ИМ) сетей. Для сети без управления предполагается, что в

процессе функционирования сети всегда используются значения λ01 = 2, λ02 = 1, λ03 = 2.

СТАЦИОНАРНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СЕТИ

Сеть с управлением

Метод τ̄
c

1 τ̄
c

2 τ̄
c

3 τ̄
c

Λ
c

1 Λ
c

2 Λ
c

3 Λ
c

АМ 13.791 11.940 10.647 12.163 6.354 3.294 6.032 15.681

ИМ 13.901 12.027 10.726 12.218 6.355 3.296 6.031 15.681

Сеть без управления

Метод τ̄1 τ̄2 τ̄3 τ̄ Λ1 Λ2 Λ3 Λ

АМ 24.256 20.767 18.385 21.210 8.472 4.392 8.043 20.908

ИМ 24.380 20.866 18.464 21.237 8.469 4.399 8.046 20.914

Из таблицы видно, что в сети с управлением м. о. длительности реакции сети уменьшается почти

в 2 раза по сравнению с сетью без управления, при этом пропускная способность сети уменьшается

на 25%. Сравнение результатов аналитического и имитационного моделирования показывает приемлемую

для практических приложений точность предложенного метода анализа сетей с управлением.

Заключение

В рассмотренной в данной работе сети массового обслуживания вектор интенсивностей потоков требо-

ваний из источников является параметром метода управления сетью. Условие, что интенсивность потока

требований каждого источника может принимать значения из множества, включающего только два по-

роговых значения, соответствующих нормальной и сниженной нагрузке, не является ограничивающим

условием для применения предложенного метода управления сетью обслуживания. Результаты работы

могут быть обобщены на случай любых конечных дискретных множеств значений интенсивностей вхо-

дящих потоков требований, поступающих из нескольких источников.
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Рассматриваются математические модели сложных систем, подсистемы которых имеют определённые предпо-

чтения на множестве состояний системы (так называемые многоцелевые системы). Предлагаются теоретико-

игровые подходы для определения понятия оптимальности состояния многоцелевой системы. Эти подходы

основаны на некоторых обобщениях идеи равновесия, широко используемой в теории игр. При этом целе-

вая структура в математических моделях изучаемых многоцелевых систем задается при помощи бинарных

отношений предпочтения на множестве состояний системы. Найдены достаточные условия существования

допустимых состояний для многоцелевых систем некоторых важных типов.

Ключевые слова: многоцелевая система, допустимое состояние, оптимальное состояние многоцелевой

системы

1. Математическая модель многоцелевой системы
В настоящем докладе изучаются математические модели сложных систем, подсистемы которых имеют

определенные предпочтения на множестве состояний системы. Мы предполагаем, что сложная система

Ω состоит из элементарных подсистем N = {1, . . . , n}, причем для каждой элементарной подсистемы

i ∈ N должно быть задано некоторое множество Xi ее возможных элементарных состояний. Далее,

под состоянием системы понимается любой набор (xi)i∈N состояний всех ее элементарных подсистем.

Таким образом, пространство X всех состояний системы Ω может быть представлено в виде декартова

произведения состояний входящих в неё элементарных подсистем: X =
∏

i∈N

Xi. В качестве структуры,

оценивающей эффективность тех или иных состояний системы, рассматривается некоторое множество

R— множество результатов системы, при этом любой результат системы Ω однозначно определен ее

состоянием. В рамках математической модели последнее требование сводится к существованию некоторой

функции F , определённой на множестве всех состояний системы и принимающей значения во множестве

результатов системы, то есть F : X → R. Мы предполагаем, что каждая элементарная подсистема i ∈ N
может сравнивать по предпочтению некоторые пары состояний системы. Математически это предположе-

ние состоит в задании для каждого i ∈ N некоторого бинарного отношения предпочтения ρi на множестве

R результатов системы Ω Таким образом, изучаемая система может быть представлена в виде следующего

набора объектов:

Ω = 〈N, (Xi)i∈N , R, (ρi)i∈N , F 〉 (1)

с указанной выше интерпретацией компонент этого набора. Класс математических моделей систем вида (1)

далее называется классом многоцелевых систем.

Мы считаем, что для рассматриваемых многоцелевых систем натуральное число n фиксировано, при-

чем n > 2; |Xi| > 2 для всех i ∈ N и |A| > 2. Многоцелевая система Ω называется конечной, если

все множества Xi, i ∈ N конечны. В общем случае отношения предпочтения ρi предполагаются ре-

флексивными, а другие свойства этих отношений оговариваются дополнительно. Отметим также, что с

помощью функции реализации F отношения предпочтения ρi, i ∈ N могут быть перенесены с множества

результатов системы Ω на множество ее состояний.

Замечание. В теоретико-игровой терминологии системы, принадлежащие классу многоцелевых систем,

принято называть играми, элементарные подсистемы системы Ω — игроками; элементы множества Xi —

стратегиями игрока i ∈ N , элементы множестваR— исходами игры, отношения ρi, i ∈ N — отношениями

предпочтения игроков, F — функцией реализации (см. [1–4]).

2. Оптимальные состояния многоцелевой системы в форме их допустимости для семейства
подсистем

Перейдем теперь к определению оптимальных состояний системы Ω. Под подсистемой многоцелевой

системы Ω естественно понимать любую её часть, снабжённую такими же структурами, как и основная

система Ω, а именно, — пространством состояний и отношением предпочтения на множестве состояний
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