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Рассматривается замкнутая экспоненциальная сеть массового обслуживания с одним классом требований, в

которой осуществляется динамическое управление маршрутизацией требований. В течение интервалов време-

ни фиксированной длительности используются различные маршрутные матрицы. Управление маршрутизацией

требований производится в системах обслуживания на основе локальной информации о состоянии сети, име-

ющейся в этих системах в момент принятия управляющих решений. Методом имитационного моделирования

исследуется функционирование рассматриваемой сети массового обслуживания с управлением и оценивается

влияние использования локальной информации о состоянии сети на стационарные характеристики сети.
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Введение

Динамическое управление маршрутизацией в сетях массового обслуживания является одним из ме-

тодов повышения эффективности функционирования сетей обслуживания и улучшения характеристик

качества их функционирования. В сетях массового обслуживания используется централизованное и де-

централизованное управление маршрутизацией требований. В первом случае управление осуществляется

централизованной системой управления на основе информации о состоянии сети [1–3]. При децентра-

лизованном управлении маршрутизация требований в сети выполняется на основе имеющейся в каждой

системе информации о состояниях смежных систем обслуживания [4, 5].

В данной работе рассматривается замкнутая экспоненциальная сеть массового обслуживания с од-

ним классом требований и одноприборными системами обслуживания. В сети применяется интервальный

метод динамического управления маршрутизацией, в соответствии с которым в течение интервалов вре-

мени фиксированной длительности (тактов) используются различные маршрутные матрицы. В отличие

от сетей, описанных в [1, 2], в рассматриваемой сети отсутствует централизованная система управления,

собирающая и хранящая информацию (глобальную информацию) о состоянии сети и осуществляющая на

основе этой информации маршрутизацию требований между системами сети. Напротив, в каждой системе

обслуживания имеется информация (локальная информация) о текущем состоянии сети. Эта информация

обновляется в процессе функционирования сети с помощью передачи между системами обслуживания,

так называемых, системных требований. В момент принятия управляющего решения маршрутизация тре-

бований основывается на локальной информации о состоянии сети, имеющейся в системе обслуживания.

1. Описание сети

Пусть N — экспоненциальная сеть массового обслуживания с L одноприборными системами массово-

го обслуживания Si, i = 1, . . . , L, и Q требованиями. Состояние сети определяется вектором s = (si),
i = 1, . . . , L, где si — число требований, находящихся в системе Si. Обозначим множество состояний сети

N через X , множество номеров систем — I = {1, . . . , L}. Для каждого состояния s ∈ X задается числовая

характеристика V (s), называемая потенциалом состояния, которая определяет значимость пребывания

сети в данном состоянии для достижения требуемых значений заданных характеристик качества ее функ-

ционирования. Состояние, при пребывании в котором достигаются наилучшие значения характеристик

качества функционирования сети, обозначим через s◦ = (s◦i ), i = 1, . . . , L, и назовем базовым. Предпо-

ложим, что состояния в множестве X упорядочиваются по убыванию потенциалов, и базовое состояние

имеет наибольший потенциал.

В каждой системе Sk, k ∈ I , имеется информация о состоянии сети в виде вектора sk. В момент

времени 0 функционирования сети N информация о состоянии сети известна (задана) во всех систе-

мах. В процессе функционирования сети информация в системе о состоянии сети обновляется после

поступления, так называемых, системных требований. Системные требования содержат информацию об

изменениях числа требований, произошедших в системах сети N . После завершения обслуживания обыч-

ного требования в системе Si и его перехода (на основе алгоритма маршрутизации) в систему Sj , i, j ∈ I ,

в системе Si генерируются L системных требований, которые поступают в эту систему. Содержание си-

стемного требования, предназначенного системе Sk, k = 1, . . . , L, определяется вектором xk = (xk
l ),

l = 1, . . . , L, где xk
l = −1, если l = i; xk

l = 1, если l = j; xk
l = 0 для остальных l. При поступлении си-

стемного требования xk в Sk и завершении его обслуживания в этой системе формируется информация о

новом состоянии сети s′k = sk +xk, s′k ∈ X . После этого системное требование уничтожается (покидает

сеть).
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Будем называть системные требования требованиями 2-го класса, а обычные требования — требовани-

ями 1-го класса. Сеть N является открытой для требований 2-го класса и замкнутой для требований 1-го

класса. Далее, когда не уточняется принадлежность требования определенному классу, то подразумевается

обычное требование, т. е. требование 1-го класса. В качестве дисциплины обслуживания в системах сети

рассматривается обслуживание требований в порядке абсолютного приоритета с дообслуживанием. Более

высокий уровень приоритета имеют требования 2-го класса.

Требования 1-го класса обслуживаются в системе Si, i ∈ I , с интенсивностью µ1

i , а требования 2-го

класса — с интенсивностью µ2

i . Причем предполагается, что µ2

i значительно больше µ1

i . Заметим, что если

µ2

i →∞ для всех i, то системы обслуживания имеют достоверную и актуальную информацию о состоянии

сети. Переходы требований 1-го класса между системами сети определяются заданной неприводимой

маршрутной матрицей Θ1 = (θ1ij), а переходы требований 2-го класса — Θ2 = (θ2ij), i, j = 1, . . . , L.

Множество X разделим на подмножества Y и Z доминантных и ординарных состояний, причем потен-

циалы доминантных состояний превосходят по величине потенциалы ординарных состояний; X = Y ∪Z.

В процессе функционирования сети N производится управление маршрутизацией требований (требова-

ний 1-го класса). Основной целью управления является увеличение значения стационарной вероятности

π(Y ) пребывания сети N в множестве доминантных состояний Y .

Реализуется интервальный метод управления, в соответствии с которым при функционировании сети

различаются нормальные и коррективные такты. Все такты имеют фиксированную длительность ϕ (ϕ —

положительная константа). Функционирование сети в момент времени 0 начинается в состоянии s◦ в

нормальном такте. За нормальным тактом следует коррективный такт, и далее такты чередуются. Сово-

купность нормального и следующего за ним коррективного такта будем называть циклом. Таким образом,

процесс функционирования сети N представляется последовательностью циклов.

В нормальном такте маршрутизация требований осуществляется с использованием маршрутной мат-

рицы Θ1, а в коррективном такте используются матрицы передач ν(s) = (νij(s)), i, j = 1, . . . , L [1, 2].

В коррективном такте, если завершается обслуживание требования в системе Si, i ∈ I , то на основе

известной в данной системе информации о состоянии сети si определяется система Sj , j ∈ I , куда будет

направлено требование из Si. Для этого выполняются следующие действия.

1. Формируется множество Ωi(s
i) всех состояний сети, порожденных состоянием si и переходом требо-

вания из Si в Sl, l ∈ I .

2. Определяется номер системы j ∈ I , переход требования в которую из Si обеспечит переход сети из

состояния si в принадлежащее Ωi(s
i) состояние, имеющее наибольший потенциал по сравнению с

другими состояниями множества Ωi(s
i).

3. Полагается νij(s
i) = 1, а νil(s

i) = 0, l 6= j, l ∈ I , т. е. требование направляется из системы Si в

систему Sj .

2. Результаты имитационного моделирования сети

Для исследования сети N применяется метод имитационного моделирования [6,7]. Разработана имита-

ционная модель сети [8], с помощью которой вычисляются оценки основных стационарных характеристик

сети, таких как: π(Y ) — стационарная вероятность пребывания сети в множестве Y , s̄i, i = 1, . . . , L, —

математические ожидания (м. о.) числа требований в системах сети, ūi, i = 1, . . . , L, — м. о. длительно-

стей пребывания требований в системах сети. Также вычисляются P — оценка вероятности ошибки при

принятии управляющих решений в течение коррективных тактов и R — оценка м. о. числа управляющих

решений в единицу времени. Ошибкой при принятии управляющих решений называется ситуация, когда

изменение маршрутной матрицы в коррективном такте осуществляется на основе локальной информации

о состоянии сети, несоответствующей действительному состоянию сети.

Рассматривается сеть N с параметрами: L = 5, Q = 5, (µ1

i ) = (0.3, 0.2, 0.3, 0.3, 0.2); ненулевые

элементы матрицы Θ1 имеют значения: θ1
12

= 0.3, θ1
13

= 0.4, θ1
14

= 0.3, θ1
23

= 0.5, θ1
25

= 0.5, θ1
35

= 1,

θ1
42

= 1, θ1
51

= 0.7, θ1
54

= 0.3. Полагаем, что Θ2 = Θ1, а µ2

i = Kµ1

i , где K — коэффициент пропорцио-

нальности, K > 1. Множество X содержит 126 состояний. Полагаем, что s◦ = (1, 1, 1, 1, 1), потенциалы

состояний равны V (s◦) = 1, V (s) = 1/
√

∑L

i=1
(si − s◦i )

2, s 6= s◦, s ∈ X . При формировании множеств

Y и Z используется вектор b = (bi) = (1, 1, 1, 1, 1) граничных значений числа требований в системах.

Состояния s ∈ X , для которых справедливы неравенства |si − s◦i | 6 bi, i ∈ I , относятся к множеству Y ,

остальные состояния — к множеству Z. В результате в множество Y включаются состояния с номерами

1, . . . , 51.

В таблице приводятся значения оценок стационарных характеристик сети N при длительности такта

ϕ = 100 и различных значениях коэффициента K. Все результаты имитационного моделирования получе-

ны с доверительной вероятностью 0.95 с доверительным интервалом 5% от значения оценки. Для сети N0

без управления (при отсутствии требований 2-го класса и коррективных тактов) соответствующие оценки

характеристик имеют следующие значения: π0(Y ) = 0.27, s̄0
1
= 0.60, s̄0

2
= 1.20, s̄0

3
= 0.53, s̄0

4
= 0.38,

s̄0
5
= 2.29, ū0

1
= 5.05, ū0

2
= 9.88, ū0

3
= 4.86, ū0

4
= 4.47, ū0

5
= 13.55.
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ОЦЕНКИ СТАЦИОНАРНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК СЕТИ N ПРИ ϕ = 100

Характе-

ристика

Коэффициент K

10 15 20 25 30 35 40 50 100 500 1000

π(Y ) 0.16 0.22 0.27 0.29 0.30 0.32 0.33 0.34 0.34 0.34 0.34

s̄1 0.31 0.37 0.42 0.44 0.46 0.47 0.49 0.50 0.53 0.55 0.55

s̄2 0.90 1.01 1.06 1.09 1.11 1.11 1.13 1.15 1.16 1.16 1.16

s̄3 0.35 0.42 0.47 0.51 0.52 0.54 0.55 0.57 0.61 0.62 0.63

s̄4 0.18 0.22 0.25 0.27 0.29 0.30 0.30 0.32 0.34 0.34 0.34

s̄5 3.26 2.98 2.81 2.70 2.62 2.57 2.53 2.46 2.35 2.33 2.33

ū1 6.12 5.73 5.54 5.36 5.26 5.16 5.11 4.96 4.72 4.44 4.41

ū2 28.77 14.94 13.61 12.77 12.18 11.67 11.37 10.97 9.92 9.11 9.06

ū3 6.17 5.81 5.60 5.46 5.32 5.24 5.14 5.04 4.83 4.62 4.62

ū4 5.27 4.99 4.78 4.67 4.58 4.49 4.41 4.32 4.12 3.95 3.93

ū5 49.17 35.14 28.53 24.88 22.52 20.94 19.78 18.15 15.27 13.52 13.33

P 0.96 0.93 0.90 0.86 0.84 0.80 0.78 0.73 0.54 0.17 0.10

R 0.27 0.35 0.41 0.45 0.49 0.51 0.53 0.57 0.64 0.69 0.69

Как видно из таблицы, при увеличении µ2

i , т. е. при увеличении K, возрастает π(Y ), в частности,

при K = 50 значение π(Y ) достигает максимального значения 0.34, что соответствует увеличению π(Y )
на 25% по сравнению с π0(Y ), вычисленной для сети без управления. Также вследствие уменьшения

м. о. длительностей обслуживания требований 2-го класса (которые «задерживают» обслуживание требо-

ваний 1-го класса) уменьшаются s̄5 и ūi, i = 1, . . . , 5, и увеличивается значение оценки R м. о. числа

управляющих решений, принимаемых в момент завершения обслуживания требований 1-го класса.

При µ2

i → ∞, т. е. при K → ∞, вероятность ошибки P → 0, что соответствует принятию управля-

ющих решений на основании локальной информации о состоянии сети, совпадающей с действительным

состоянием сети. Результаты моделирования показывают, что даже при относительно высокой вероятности

ошибки P существенно улучшаются характеристики качества функционирования сети N по сравнению с

характеристиками сети N0, например, при K > 50 P 6 0.73, при этом π(Y ) = 0.34.

При малых значениях µ2

i , т. е. при больших значениях м. о. длительностей обслуживания требований

2-го класса, может существенно ухудшаться качество функционирования сети N , даже по сравнению с

сетью N0 без управления, например, при K = 10 π(Y ) = 0.16 < π0(Y ).
При фиксированном K с увеличением длительности такта ϕ значение π(Y ) увеличивается, но при этом

также увеличивается и значение R. Например, при K = 15, ϕ = 500 имеем π(Y ) = 0.30, R = 0.38. Таким

образом, длительность такта ϕ следует выбирать исходя из заданного ограничения на R. В частности, при

условии R < 0.7 можно взять ϕ = 100 для всех приведенных в таблице значений K.

Заключение
Метод имитационного моделирования находит широкое применение при исследовании систем со слож-

ной структурой, большим числом параметров и сложными алгоритмами функционирования, для которых

не всегда может быть построена аналитическая математическая модель. Примером такой системы является

рассматриваемая в данной работе сеть массового обслуживания с динамическим управлением маршру-

тизацией. Для нее с использованием метода имитационного моделирования были получены оценки ос-

новных стационарных характеристик качества функционирования сети и исследована их зависимость от

параметров метода управления. Результаты моделирования позволяют сделать вывод о практической при-

менимости метода динамического управления маршрутизацией, основанного на локальной информации о

состоянии сети массового обслуживания.
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Доказательство корректности и сертификат НОД
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В этой статье мы описываем способы проверки правильности найденного наибольшего общего делителя

(НОД). Сертификат НОД создается во время его вычисления и с помощью полученного сертификата можно

произвести верификацию вычисленного НОД быстрее, чем его повторное нахождение. Мы установили, что

коэффициенты Безу являются лучшим выбором в качестве сертификата НОД. Верификация с их помощью

выполняется до 11 раз быстрее, чем вычисление НОД.

Ключевые слова: алгоритм Евклида, коэффициенты Безу

Введение

Число e делится на d без остатка, обозначаемое как d|e, если существует такое целое число n, что

выполняется e = n ∗ d. Число c является общим делителем чисел a и b, если c|a и c|b. Наибольший общий

делитель двух целых чисел a и b есть наибольшее целое число, на которое a и b делятся без остатка, и

обозначается как g = НОД(a, b).

Пусть мы нашли g = НОД(a, b). Каким образом можно проверить, что мы вычислили g корректно? Оче-

видно, что проверки условий g|a и g|b недостаточно, а проверка, что все числа большие чем g не являются

общими делителями a и b не эффективна. Хотя доказано, что алгоритм Евклида работает корректно [1],

мы не можем быть уверены, что он имплементирован правильно. Также подобная проблема возникает

при получении НОД по сети или путем считывания из файла, когда не гарантируется, что значение НОД

не было изменено. Таким образом, возникает вопрос о проверке правильности вычисленного НОД.

Введем такое понятие, как сертификат НОД — данные, с помощью которых можно проверить кор-

ректность найденного НОД быстрее, чем вычисляя его повторно. Процесс проверки правильности НОД

с помощью сертификата будем обозначать как верификация. В этой статье мы покажем несколько способов

создания сертификата и верификации НОД чисел u и v, имеющих длину N .

1. Сохранение результатов итераций алгоритма Евклида

В этом разделе опишем простой способ представления сертификата корректности НОД, схожего с про-

веркой простоты числа с помощью алгоритма Аткина—Морейна [2]. Для этого мы используем алгоритм

Евклида вычисления НОД [3]. В нашем методе генерации сертификата и верификации используется тот

факт, что корректность работы алгоритма Евклида доказана. Таким образом в качестве сертификата мы

используем результат работы каждой итерации алгоритма Евклида: a, b, ba/bc, a mod b, а во время верифи-

кации мы просто проверяем, что каждый шаг алгоритма Евклида был выполнен правильно. В алгоритме 1

описано создание сертификата, который возвращается как список массивов. Используя его, мы можем до-

казать корректность НОД с помощью алгоритма 2. Вместо алгоритма Евклида можно использовать любой

метод вычисления НОД из [4–8], произведя в них небольшие изменения для генерации сертификата и

верификации НОД.

В сертификате будут храниться O(log b) записей, что равно числу итераций в алгоритме Евклида [3].

Алгоритм 1. Алгоритм Евклида, возвращающий НОД и его сертификат

Input: a, b: a > b
Output: НОД(a, b), сертификат

CERTIFICATE := [] // инициалиация списка

while b > 0
(div,mod) := (ba/bc, a mod b)
Append(CERTIFICATE, [a, b, div,mod]) // добавление массива в список

(a, b) := (b,mod)
g := a // вычисленный НОД

return g,CERTIFICATE
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