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П Р Е Д И С Л О В И Е

Настоящее учебное пособие содержит более 350 задач по основнш 
разделам нурса теории вероятностей, читаемого на механико-матема
тическом факультете CI7.

Пособив состоит из 10 параграфов. В начале каждого параграфа 
приводятся краткие теоретические сведения и формулы, необходимые 
для решения задач, а также наиболее типичные задачи с решенная. 
Задачи расположена в порядке возрастания их трудности: в начале 
даны такие, которые закрепляют материал лекционного iqrpca, а наи
более трудные задачи, требующие творческого подхода, помещены в 
конце. Почти все задачи снабжены ответами, указаниями или решенин- 
ыи.

Необходимость выхода такого пособия продиктована тем, что мно
гие существующие сборники задач по теории вероятностей либо не со
держат всех тем читаемого курса, либо узко направленны. Кроме то
го, в настоящее время испытывается нехватка задачников по теории 
вероятностей в вузах.

Авторы надеются, что данное пособие частично (в пределах уни
верситета) сможет заполнить эти пробелы и послужит улучшению 
преподавания теории вероятностей при целевой интенсивной подготов
ке студентов ( ЦШС ), которая ведётся на механико-математическом 
и физическом факультетах Саратовского госуниверситета.

Авторы далеки от мысли, что пособие лишено недостатков и будут 
благодарны за любые критические замечания, которые можно присылать 
по адресу: 4I060I, г. Саратов, ул. Астраханская 83, & 7 , механи
ко-математический факультет, кафедра теории вероятностей и матема
тической статистики.



§ I .  ВЕРОЯТНОСТНОЕ ПРОСТРАНСТВО 

Дискретное вероятностное пространство

Вероятности»! пространством называется тройка ( S i , У  , Р ), 
где Л  - пространство элементарных событий, У - 6  - алгебра 
подмножеств множества SL  , Р - вероятностная мера на S t .  Эле
мент 00 € Si. называется элементарным событием, элемент А € У  
называется событием; Р (А ) - вероятность события А . Выбор ве
роятностного пространства ( S i  , У  , Р ) и в особенности множест
ва S I  является важным моментом при решении конкретных задач.

Дискретнш вероятностным пространством называется пространство 
( Л . У  , Р ) , в  котором множество SL конечное или счетное: Si а 
= В этом случае У  состоит из всех подмножеств мно
жества Si , а вероятностную меру Р достаточно задать на всех 
элементарных событиях: •P(u);,')- Pi, , О , 'и 1,2,...и £  pt = l.
Если А ^ У . т . е .  А = {w , то Р (А }г 2 Г|̂
Элементарные события , входящие в А , называются благоприят
ствующими появлению события А .

Классическое вероятностное пространство

Частнда важным случаем дискретного вероятностного пространства 
является пространство (S i-, У  • Р ), удовлетворяющее условиям:
а) множество J T . = { o 3 i , W * }  -конечно;
б) все элементарные события равновероятны, т.е . P(w/) = Р(Юг) =
- P(vJn ) - L/n  ; для любого события А = {w ^  ,

, т.е . вероятность события А есть отноше
ние числа элементарных событий, благоприятствующих появлению собы
тия А , к числу всех элементарных событий. Такое пространство 
называется классическим.



Элементы комбинаторики

При нахождении вероятностей в схеме классического определения 
широко используется комбинаторика.

Пусть имеется множество X -  . Размещением из
ft элементов множества X  по ic элементам (коротко из п по к ) 
называется любой упорядоченный набор ( 2 : , ос- ) элементов

п (из *г элементов по к ) 
определяется формулой Art = + . В частности, размещение
из П элементов по Я называется перестановкой, а число всех пере
становок ?к вычисляется по формуле Р„ - гг ! .

Сочетанием из п, элементов по К называется любое подмножест
во * содержащее к элементов. Число всех сочетаний CJL
(из уь элементов по к ) вычисляется по формуле ^!/k!(ft-K)!

Например, если в кинотеатр, в котором имеется { I кресел, вошло 
K(K£ri) зрителей, то А^ - число различных способов разместить
зрителей по а креслам. Или: пусть требуется из п, студентов ото
брать К студентов для строительного отряда. Тогда С ̂  - число 
способов сформировать отряд. ■Л ^

В комбинаторике часто используется формула Стирлинга:

Геометрические вероятности

Важный класс моделей вероятностных пространств, не являющихся 
дискретными, составляют так называемые геометрические вероятности. 
Пусть - некоторая ограниченная область евклидова п.-мерного 
■пространства Rn ; у  - мера Лебега на Ra , Ъ- & - алгебра 
всех измеримых подмножеств множества SL . Вероятность события 
А в определим как Р  (A) -JH (AV^ (-&)-

Построенное вероятностное пространство ( S I > Ъ  • Р  ) будем на
зывать геометрическим.

ПРИМЕРЫ
Поимев I .  Брошены две игральные кости. Найти вероятность сле

дующих событий: а) сумма выпавших очков равна восьми; б) сумма вы
павших очков - нечетная, причем на грани хотя бы одной из костей 
появилась "тройка".

Р е ш е н и е .  Построим вероятностное пространство ( Л }У? Р ) ,
5
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взяв в качестве S i  множество всех nap ( S  j  ), где I и j  неза
висимо друг от друга принимают значения от I  до 6. Всего имеется 
36 исходов ( п  = 36), все они равновероятны, а) Событие А есть 
множество { ( 2 ,6); (3 ,5 ); (4 ,4 ); (5 ,3 ); (6 ,2) }  , т.е . событию А 
благоприятствует 5 элементарных событий (К. = 5). Искомая вероят
ность выразится как Р(А)= 5/36. б) Пусть В  - событие, состоящее 
в том, что выпало нечетное число очков, причем хотя бы на одной 
грани появилась "тройка". Очевидно

в  = {(2 ,3 ); (4 ,3 ); (6 ,3 ); (3 ,2 ); (3 ,4 ); (3 ,6 )} .
Таким образом,, Р  (В ) = 6/36 = 1/6.
Пример 2. Из колоды в 36 карт наудачу вынимаются четыре. Ввес

ти пространство элементарных событий, а также найти вероятность 
того, что среди вынутых карт а) будет только один туз, б) будут 
представители всех мастей.

Р е ш е н и е  . Предположим, что все карты в колоде каким-то 
образом занумерованы от I  до 36. В качестве множества элементар
ных событий 51 возьмем все сочетания множества { I ,2, . . . ,  36} по 
4 элемента. Очевидно, множество S i  содержит П = СД элементов,
которые считаем равновероятными. Таким образом, мы построили клас
сическое вероятностное пространство, а) Найдём число всех элемен
тов множества Si , содержащих один туз. Это число К = 4 СД  (к
четырем различным тузам мы можем присоединить С^г различных 
"троек" карт, не содержащих тузы). Таким образом, .
б) В колоде имеется 4 масти по 9 карт каждой масти. Поэтому К> 
(число "четверок", содеражщих карты всех четырех мастей) равно 94.
Тогда р = 94/ С Д .

Пример 3. Два студента условились встретиться в определенном 
месте между 12 и 13 часами дня. Пришедший первым ждёт второго в 
течение 1/4 часа, после чего уходит, а) Найти вероятность того, 
что встреча состоится, если каждый студент наудачу выбирает момент 
своего прихода, б) Каково должно быть время ожидания, чтобы веро
ятность встречи была равна 0,9?

Р е ш е н и е .  Построим геометрическое вероятностное прост
ранство ( см. рисунок). Обозначим через ос момент прихода 
I -го студента, через ^ - момент прихода 2-го студента. Числа 
ос и U. независимы друг от друга и лежат в отрезке [ 12, 13]. 

Для простоты можно считать, что ос и и лежат в [о, I  ] . Таким 
образом, пространство элементарных событий <51 есть множество
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точек единичного квадрата: Л  = {Сэс̂ и1) : 0 £ i  t О £  ̂  ̂1}.
Пусть А  - время ожидания. Встре
ча произойдёт, если 
Это множество на рисунке заштрихо
вано. а) Если А = 1/4, то пло
щадь заштрихованной полосы равна 
I  - (3/4) = 7/16* т.е . вероят
ность встречи р = 7/16.
б) Если время ожидания А , то 
площадь S  заштрихованной полосы 
равна i  ~ (1 - Аг . Так как вероятность встречи равна площади S  • 
то А найдём из уравнения I  - ( I - А У - 0,9. Отсюда (I-  А )1= 0,1

А = I  - УоТГ с= о,б8.

З А Д А Ч И

Классическое вероятностное пространство

1.1. В книге 300 страниц. Чему равна вероятность того, что нау
дачу открытая страница будет иметь порядковый номер, кратный 7?

1.2. Бросаются две монеты. Какое событие более вероятно: а) мо
неты упадут одинаковши сторонами; б) монеты упадут разными сторо
нами?

1.3. В урне 3 белых, 2 черных и 5 красных шаров. Чему равна ве
роятность того, что наудачу вынутый шар окажется: а) красным; 6) не 
черным?

1.4. Из урны, содержащей п  перенумерованных шаров; вынимают 
по одному ( п  раз) шары и записывают их номера. Найти вероятность 
того, что будет записана последовательность номеров 1 ,2 , . , . ,  п. , 
если: а) шар вынимают и откладывают в сторону; б) выдутый шар воз
вращают в урну (шары после этого каждый раз тщательно перемешива
ют).

1.5. Даны отрезки длиной 2, 5, 6 , 10. Чему равна вероятность то
го, что из наудачу взятых 3-х отрезков можно построить треугольник?

1.6. Наудачу выбрано простое число, не превосходящее 20. Како
ва вероятность того, что оно имеет вид:
a) A It + i  ; б )  А К + 3 ; в ) 6 К  + 5 ( К = 0 , 4 , . . . . )  %

1.7. Буквенный замок содержит на общей оси 5 дисков, каждый из 
которых разделён на 6 секторов с различными нанесенными на них



буквами. Замок открывается только в том случае, если каждый диск 
занимает одно определенное положение относительно корпуса замка. 
Определить вероятность открытия замка, если установлена произволь
ная комбинация букв.

1.8. Из множества О, I ,  2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8, 9 наудачу выбрано 
число после чего составлено уравнение - О.
Какова вероятность того, что корни этого уравнения окажутся :
а) действительными числами; б) целыми рациональными числами;
в) действительными иррациональными числами?

1.9. В кошельке лежат три монеты достоинством по 20 копеек и 
семь монет по 3 копейки. Наудачу берется одна монета, а затем 
извлекается вторая монета, оказавшаяся монетой в 20 копеек. Опре
делить вероятность того, что и первая извлеченная монета имеет 
достоинство в 20 копеек.

1.10. В партии из X  изделий Н  бракованных. Наудачу выбира
ют К изделий. Определить вероятность того, что среди этих изде
лий будет t бракованных ( б ).

1.11. Из множества { l , 2 , . . . ,  п} случайно выбрано число С . 
Найти вероятность того, что а) С делится на фиксированное на
туральное число К ; б) С является точным квадратом. Найти пределы 
полученных вероятностей при я  00 •

1.12. Батарея, состоящая из К орудий, ведёт огонь по группе, 
состоящей из Ь самолётов (К ^ б ) .  Каждое орудие выбирает себе 
цель случайно и независимо от других. Найти вероятность того, что 
все орудия будут стрелять по одной и той же цели.

1.13. В ли£т семиэтажного дома на первом этаже вошли три чело
века. Каждый из них с одинаковой вероятностью выходит на любом из 
этажей, начиная со второго. Найти вероятность следующих событий:
А - все пассажиры выйдут на пятом этаже; В - все пассажиры выйдут 
одновременно (на каком-либо этаже); С - все пассажиры выйдут на 
разных этажах.

1.14. Партия из 100 деталей проверяется контролером, который 
наугад отбирает 10 деталей и определяет их качество. Если среди 
выбранных контролёрам изделий нет ни одного бракованного, то вся 
партия принимается; в противном случае она посылается на допол
нительную проверку. Какова вероятность того, что партия деталей, 
содержащая 10 бракованных изделий, будет принята контролёром?

1.15. В процессе монтажа прибора к 2 зажимам необходимо опре
деленным образом присоединить 3 проводника. Найти вероятность 
того, что монтажник правильно выполнит присоединение с первой по-
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пытки, если: а) т у  ничего не известно о схеме соединения; б) ему 
известно, что к каждому зажиму должен быть присоединен хотя бы 
один проводник.

1.16.B некоторых сельских местностях России существовало когда- 
то гадание: девушка зажимает в руке шесть травинок так, чтобы кон
цы травинок торчали сверху и снизу; подруга связывает эти травин
ки попарно между собой сверху и снизу в отдельности. Бели при этом 
все шесть травинок оказываются связанными в одно кольцо, то это 
должно означать, что девушка в текущем году выйдет замуж. Опреде
лить вероятность того, что травинки при завязывании наудачу обра
зует кольцо.

1.17. В отделение связи, имеющее 4 канала связи, поступило 4 
телеграммы. Телеграммы случайным образам распределяются по каналам; 
каждая телеграмма с одной и той же вероятностью передаётся по лю
бому из четырех каналов. Найти вероятность того, что на один из 
каналов попадут 3 телеграммы, на другой - одна, а два оставшихся 
канала будут не загружены.

1*18. В ящике лежат красные и черные носки. Если из ящика нау
дачу вытягиваются два носка, то вероятность того, что оба они 
красные, равна 1/2. а) Каково минимально возможное число носков 
в ящике? б) Каково минимально возможное число носков в ящике, ес
ли число черных носкоз четно?

1.19. (Задача была предложена И.Ньютону С.Пипсом в 1693 году). 
Игрок бросает шесть игральных костей и выигрывает, если выпадет 
хотя бы одна единица. Игрок бросает двенадцать игральных костей и 
выигрывает, если выпадут хотя бы две единицы. У кого больше ве
роятность выиграть?

1.20. (Парадокс де Мере). Показать, что более вероятно получить 
хотя бы одну единицу при бросании четырех игральных костей, чем 
хотя бы одну пару единиц при 24 бросаниях двух костей.

1.21. Е городе проживает 1 человек. Один из них, узнав но
вость, сообщает се другому, тот - третьему и т .д .,причем передача 
новости осуществляется следующим образом: человек, которому сооб
щена новость, случайным образом выбирает одного из п, жителей и 
сообщает ему новость, тот поступает точно так же и т.д. Найти 
вероятность того, что новость будет передана раз без а) воз
вращения к человеку, который ее узнал первым; б) повторного сооб
щения кому-либо.

1.22. Функция от *г переменных i f c i , имеет *t гю 
непрерывную производную в точке (сс° х£/) . Чему равна веро-
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ятность того, что J 0*1 , 2 „) ъ раз дифференцируема в этой 
точке только по переменной аг4 ?

Геометрическая вероятность

1.23. В круг радиуса Я  наугад бросается точка. Найти вероят
ность того, что точка попадёт внутрь вписанного квадрата.

1.24. Найти вероятность того, что сумма двух наудачу взятых чи
сел из отрезка [- I.il больше нуля, а их произведение отрицатель
но.

1.25. Какова вероятность того, что корни квадратного уравнения 
Х 2' + 2 бос + С = О вещественны, если ( 6  , С ) - наугад выбран
ная точка из квадрата с центром в начале координат и стороной 2 В  ?

1.26. В одной из популярных в Америке игр игрок бросает монету 
с достаточно большого расстояния на поверхность стола, разграфлен
ную на однодюймовые квадраты. Бели монета (3/4 дюйма в диаметре) 
попадёт полностью внутрь квадрата, то игрок получает награду, в 
противном случае он теряет монету. Чему равна вероятность выигры
ша, если монета упала на стол (считать, что вероятность попадания 
центра монеты в область квадрата пропорциональна площади этой об
ласти; прямые, с помощью которых разграфлен стол, считать бесконеч
но тонкими).

1.27. Какой толщины долина быть монета радиуса Ъ (из однород
ного материала), чтобы вероятность ее попадания на ребро (при под
брасывании) равнялась 1/3?

1.28. Самолёт, имеющий радиолокатор с радиусом действия К , 
осуществляет поиск со скоростью V  в достаточно большом районе с 
площадью S  , в любой точке которого может всплыть на время Т  
подводная лодка. Какова вероятность обнаружения подводной лодки, 
если лодка обнаруживается при попадании в зону действия радиоло
катора, а время Т достаточно мало (Т< ( S _ JTRZ)/ 2 R. V ') ?

1.29. Расстояние от пункта А до пункта В автобус проходит за 2 
минуты, а пешеход - за 15 минут. Интервал движения автобусов 25 
минут. Пешеход в случайный момент времени отправляется из А в В. 
Какова вероятность того, что в пути пешехода догонит очередной 
автобус?

1.30. Какова вероятность того, что из трех наудачу взятых 
отрезков длины не более £ можно построить треугольник (длины 
отрезков равновозможны от 0 до С- ).

1.31. На отрезке длиной Ь наудачу ставятся две точки, в
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результате чего этот отрезок оказывается разделенным на три части. 
Определить вероятность того, что из трех получившихся частей отрез
ка можно построить треугольник.

1.32. -В квадрат с вершинами (О,С), (0 ,1 ), (1,0) (1,1) наугад 
брошена точка. Пусть ( сс, U ) - ее координаты, а) Доказать, что 
для любых о £ [0 ,4 ] справедливо равенство

Р (а < а ;  у = Р(х<а] в).
б) Найти для Z € ]  0 ,1 [ :
I )  P ( l* - y i  <■ г ) ;  2) Р(а-у < z )j
з )  P C m i n f o . i f } * ? ) ;  4 )  P ( m o x [ a  u ] c z ) ;

5) P (a + ^ < 2 z ) .

§ 2. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ

События А , В , А ;,..., рассматриваемые ниже, принадлежат 6- 
алгебре <jF фиксированного вероятностного пространства (£ , J , Р ).

У с л о в н а я  в е р о я т н о с т ь .  Если Р (5 ) > О, 
то условной вероятностью Р СА/ В ) события А при условии, что 
событие В произошло, называется Р(Д/ В) - Р(АВ)/ Р (Б).

Т е о р е м ы  с л о ж е н и я  и у м н о ж е н и я  
в е р о я т н о с т е й .  Пусть А и £> - случайные события.
Тодда Р (А + В ) ~ Р (А)+ Р(В) - Р(ЛВ) . это равенство называ
ют формулой сложения (для двух событий). Если А и Б несов
местны ( А и В называются несовместными, если А В = J3  ), то 

Р(А + В) = Р(А) + PCS).
Если Р(А) >0, , тогда

Р(АВ) - Р(А) Р(В I А) = Р(В)Р(А| В).
Это равенство называют формулой умножения (для двух событий).

Пусть Ai} - случайные события, п.- конечно,
П 2 . Тогда п

Р(А^.>.4 A n > Z Z P (A O  - Y 1  P(Ait A iJ +
1 - * 1<ч^1г£ n

- Z Z  P f A ^ A J -  ... + ( - l ) n_1

Это равенство называют формулой сложения для *г. событий. Если 
А*, ... , А ^ попарно несовместны (т.е. А  ̂А ; = 0 } j ,
l > j  *  4 , 5 и- >.  т о г да

PfA. ... A j.



P(A i+  ... + Ал) = P ( A i) + ... + P (A a ). 
Пусть A^,..,А Л такие, что PlAi... Aa ) > 0 . Тогда 

P(A4 Аг ... A „) = P(Ail P(At/ A,) P fA jA i AJ... P(A JA ^ .A , . , ) .

Это равенство называют формулой умножения для гъ событий.
Н е з а в и с и м о с т ь  с о б ы т и й .  События Ai,...,An. 

называются независимыми в совокупности, если для любых индексов
4 ^  с1г < £ а, .... кг.-, P(Atj... A£J=  PfA^)... Р(’А;К').

События А и о называются независимыми, если
Р(АВЬ Р (А )Р (В ) .

События A j , Ап. называются попарно независимыми, если для 
любых I Ф  ̂ А ■ и А; независимы. Из попарной независимости не 
вытекает независимость в совокупности.

Ф о р м у л ы  п о л н о й  в е р о я т н о с т и  
и Б е й е о а . Пусть А * , , А к - полная группа попарно несов
местных событий, т.е. Р(Ас) > О :

А4-+ Ai + ... •+ An. = j А ̂  A j = 0, *■ т* ̂ »
Формула полной вероятности: для любого события А

Р (А )= Г 1  P (A L)P (A /A i).С = i
Формула Бейеса: для любого события А , такого, что Р(А) > О,

р г д . т -  p tA iA imAQ-  ,

События A j ,..., An. t образующие полную группу, часто называют 
гипотезами. При нахождении вероятности события А по формуле 
полной вероятности вводят п, гипотез Ad) . Ввод ги
потез неоднозначен и зависит от события А и от мастерства иссле
дователя.

ПРИМЕРЫ

Поимею I.  Двое охотников увидели зайца и одновременно выстре
лили. Вероятность попадания для перюого охотника = 0,6, для 
второго охотника Рг = 0,7. Какова вероятность, что заяц будет 
убит только одной цулей?

Р е ш е н и е .  Введём множество элементарных событий
S i = {(0,0); (0 ,1 ); (1 ,0); (1 ,1 ) }  .
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Элементом SI является двумерный вектор, координаты которого ли
бо 0, либо I:  0 на ь-м месте ( I  = 1,2) означает промах I -го 
охотника, I  на i -м месте означает попадание I -го охотника. 
Введём вероятностную меру, положив

PiClO*) Ра(и^),

где = f  Ч  • еоза wi e i *i  i I  1- Рд , если ОТ: = о.
Нам цужно найти вероятность события

А * {(0 ,1 ); (1 ,0 )} .
Имев* P(AV P ((0 ,I)) + р ((1 ,0 )) - (I-  Р4) Р2 +Р1Ц-^)-
= 0,4* 0,7 + 0,6* 0,3 = 0,46.

З а м е ч а н и е .  Задачи, подобные рассмотренной в примере I ,  
решаются чаще всего без введения множества элементарных событий 
S I . Приведём другое радение задачи. Введём события:

A*-={ I -й охотник попал в зайца} ;
А ={2-й охотник попал в зайца} ;
д в { в зайца попал только один охотник).

Очевидно, _  __
А- А1 А1 + А^А*,

( A i означает событие, противоположное АI ). Используя "интуи
тивную" независимость событий Ai и А* (т.е. попадание или промах
I-го охотника не зависит от попадания или промаха 2-го охотника), 
змеем _

Р(А)= P(Aj Аг)+ P(Ai Аг) = 0,4-0,7+ 0,3 • 0,6 * 0,46. 
Пример 2. Произведён залп из трех орудий и два снаряда попали 

в паль. Какова вероятность, что I -е орудие попало, если вероятнос
ти попаданий для орудий равны соответственно Р1 = 0,6; Рг • 0,5; 
Р3= 0,7.

Р е ш е н и е .  Введём множество элементарных событий SL =
= {(Ох, Шг> uJjJ , -  принимает значения либо о, либо I:  I
означает попадание 1-го орудия, 0 - промах и-го орудия
( I  = 1,2,3). Например, вектор (1,0,1) означает, что I -е ж 3-е
орудия попали, а 2-е промахнулось. Зададим вероятностную меру, 
доложив

P((u>i,Wt ,u)s)) = Pi(u)i) Рг (Шг)Р3 tu)3),



Событие Д = { ( 1 ,1 ,0) ;  (1 ,0,1 ) ;  (0,1 ,1 ) }  произошло (два снаря
да поразили цель). Обозначим через В* событие, состоящее в тем, 
что I -е орудие попало. Очевидно,

£1= { ( 1 ,0,0); (1 ,0,1 ); (1 ,1 ,0) ; (1 ,1 ,1 ) }  .
Находим условную вероятность:

р(В| д) = „Р = P(tt.XtQ)? +____________________
1 Р( (1,1,0))+  P ( ( I , 0, I ) )+ P ( ( 0, I ,D )
= 0.6 • 0.5 - 0.3 ч- 0.6 . 0.5 ♦ 0.7________________

0,6-0,5 *0,3 + 0,6 *0,5 *0,7 + 0,4 *0,5-0,7 
З а м е ч а н и е .  Эту задачу можно решить, используя формулу 

БеВеса.
Пример 3. В пирамиде 10 винтовок, из которых 4 снабжены опти

ческими прицелами. Вероятность того, что стрелок поразит мишень 
при выстреле из винтовки с оптическим прицелом Р* равна 0,9, 
из винтовки без оптического прицела Рг - 0,7.
а) Найти вероятность того, что мишень будет поражена, если стре
лок произведёт один выстрел из наудачу взятой винтовки.
б) Стрелок поразил мишень из наудачу взятой винтовки. Что вероят
нее: стрелок стрелял из винтовки с оптическим прицелом или без 
него?

Р е ш е н и е .  Введём полную группу попарно несовместных собы
тий Aj, А г . Событие А*- стрелок стрелял из винтовки с оптичес
ким прицелом, Аг - стрелок стрелял из винтовки без прицела.

А - событие: цель поражена. Имеем
Р (А 1)=0,4 ; Р (А0-0 ,6 ; P(A|Ai) = 0,9; Р(А / Аг} = 0,7.

а) По формуле полной вероятности
Р(А)= P(At)P(A /А*) + Р(Дг)Р(А/Аг) = 0,4-0,9 + 0,6-0,7 = 0,78.

б) По форцуле Бейеса

Р Ш -  fW W pPw °  = ± -r\ * J 0.7& 13
Поим ап 4. Два охотника пошли на охоту, увидели медведя и 

одновременно выстрелили. Медведь убит, но в шкуре одна дыра, т.е. 
попал только один из охотников. Вероятность попадания первого 
охотника равна 0,8 ( Р4= 0,8), а второго - 0,4 ( ?г = 0,4). Шку
ру продали за 70 рублей. Как поделить деньги?

Р е ш е н и е .  Введём вероятностное пространство 
& =  { (0,0) ;  (1 ,0) ;  (0,1 ) ;  (1 ,1 ) } ,  

где "О” означает промах, а " I ” - попадание. Например, (0,1)
14



означает - первый охотник промахнулся, а второй попал. Вероятност
ную меру введём так:

бытие, состоящее в том, что первый охотник попал, а второй промах
нулся. Тогда P(Aj)= 0,8-0,6 = 0,48. Аналогично, А* = {(0,1)} ; 
PfAi )- 0,2-0,4 = 0,08. Так как P(Ai/A):P(Ai/A)= Р(А,) : Р(Аг)= 6:1, 
то 1-й должен получить в 6 раз больше второго. Таким образом, всю 
сумму нужно разделить на семь частей и первому охотнику отдать 6 
частей, т.е. 60 рублей, а второму - 10 рублей.

2.1. Брошены две игральные кости. Найти условную вероятность 
того, что выпали две пятерки, если известно, что суша выпавших 
очков делится на пять.

2.2. Бросаются две игральные кости. Рассмотрим события: А - 
на первой кости выпало нечетное число очков, Е  - на второй кос
ти выпало нечетное число очков, С - сумма очков на обеих кос
тях нечетна. Показать, что события попарно независимы, но не яв
ляются независимыми в совокупности.

2.3. Среди 25 экзаменационных билетов 5 "хороших” . Два студен
та по очереди взяли по одному билету. Найти вероятность того, что:
а) первый студент взял "хороший” билет; б) оба студента взяли "хо
рошие” билеты; в) второй студент взял "хороший" билет.

2.4. Два стрелка производят по одному выстрелу по одной и той 
хе мишени. Вероятность поражения мишени первш стрелком равна 0,7, 
зторым - 0,8. Найти вероятность того, что в мишень попадёт:
а) хотя бы один стрелок (событие Cj ); б) только один стрелок (со- 
бнтие C-i); в) только первый стрелок (событие С3 ).

2.5. Вероятность хотя бы одного попадания в цель при 4 незави
симых выстрелах равна 0,9984. Найти вероятность попадания при 
одном выстреле.

2.6. В урнах находятся шары, отличающиеся только цветом, причем 
в первой урне 5 белых шаров, I I  черных и 8 красных, а во второй

PCtW i.W a))-  Р4 (WO Рг(«>0>

где
Произошло собв

ЗАДАЧИ

Формулы сложения и умножения
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соответственно 10, 8, 6. Из обеих урн наудачу извлекается по одно
му шару. Какова вероятность того, что оба шара одного цвета?

2.7. В урне 10 шаров. Вероятность того, что 2 извлеченных шара 
окажутся белши, равна 2/15. Сколько в урне белых шаров?

2.8. Двое поочередно, бросаю монету, причем выигрывает тот, у 
кого раньше появится герб. Определить вероятность выигрыша для 
каждого игрока.

2.9. По цели производится п. независимых выстрелов. Вероятность 
попадания при w -м выстреле равна , I  = 1,2 , . . . ,  la. Найти 
вероятность того, что при п- выстрелах будет не менее двух попа
даний.

2.10. Пользуясь теоретико- вероятностнши соображениями, дока
зать тождество

. а -m (и- тКп.-m-i) . (n-m)(n-m-i)—2i п.
1 +  г г - 1 +  ( п - ± ) ( п - 2 )  ( n - t K R - г ) . . .  т  п а '

7 к  а 8 а  н г  е . Из урны, содержащей п. шаров и среди них 
юг белых, наудачу вынимаются шары без возвращения. Найти ве

роятность того, что рано или поздно будет вынут белый шар.
2.11. (В.Фаллер). Вассмотрим семьи с тремя детьми. Обозначим 

буквами "и" и "д" соответственно мальчика и девочку, в на первом 
месте будем указывать старшего ребёнка. Пусть каждая из восьми 
возможностей "ш м ", "над", . . . ,  "ддд" имеет вероятность 1/8. Рас
смотрим события: А - в семье не более одной девочки, В - в 
семье имеются дети обоих полов. Показать, что а) события А и В 
независимы; б) если рассматриваются семьи с двумя или четырьмя 
детьми, то А и В зависимы.

2.12. Сообщение, передаваемое по каналу связи, состоит из п, 
знаков (стволов). При передаче каждый знак искажается (независи
мо от других) о вероятностью Р . Для надёжности сообщение дубли
руется (повторяется) < раз. Найти вероятность события А - 
хотя бы одно из переданных сообщений не будет искажено ни в одном 
знаке. Сколько раз должно быть передано сообщение для того, чтобы 
Р (А") стала меньше р* ?

2.13. В жюри нз трёх человек два члена независимо друг от дру
га принимаю правильное решение о вероятностью Р , а третий для 
принятия решения бросает монету. Окончательное решение определяет
ся большинством голосов. Кроме того, некий судья принимает правиль
ное решение с вероятностью Р . У кого вероятность принятия пра
вильного решения будет большей: у жюри или судьи?
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2.14. В урне п  одинаковых шаров с номерами от I  до п . Шары 
извлекаются по одному без возвращения. Найти вероятность того, что 
хотя бы при одной извлечении номер шара совпадает с номером опыта.

2.15. Передаётся сообщение, состоящее из п  двоичных символов 
"О" и " I " .  Каждый из символов с вероятностью Р ( Р  мало) иска
жается (заменяется на противоположный). Для!'подстраховки" сообще
ние передается два раза . Если оба сообщения совпали, информация 
считается правильной. Найти вероятность того, что несмотря на сов
падение сообщений, оба они оказались ошибочными.

2.16. Два из трех независимо работающих элементов вычислитель
ного устройства отказали. Найти вероятность, что отказали 1-й. и
2-й элементы, если вероятности отказов соответственно равны

Pi =0,2; Рг= 0,4; pi= 0,3.

Формулы полной вероятности и Бейеса

2.17. Б тире пять пронумерованных винтовок, вероятности попа
дания из которых в мишень для данного стрелка равны соответствен
но 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9. Определить вероятность того, что
а) стрелок при одном выстреле попадёт в мишень, если он берет одну 
из винтовок наудачу; б) стрелок стрелял из винтовки под номером 
четыре, если из наудачу взятой винтовки он попал в мишень.

2.18. Имеются две партии изделий по 12 и 10 штук, причем в каж
дой партии одно изделие бракованное. Изделие, взятое наудачу из 
первой партий, переложено во вторую, после чего выбирается науда
чу изделие из второй партии. Определить вероятность извлечения 
бракованного изделия из второй партии.

2.19. Предположим, что 5 мужчин из 100 и 25 женщин из I000O 
являются дальтониками. Наугад выбранное лицо страдает дальтониз
мом. Какова вероятность того, что это мужчина? (считать, что муж
чин и женщин одинаковое количество).

12.20. Прибор может работать в двух режимах: I )  нормальном и.
2) ненормальном. Нормальный режим наблюдается в 80$ всех случаев 
работы прибора; ненормальный - в 20/2. Вероятность выхода прибора 
из строя за время Ь в нормальном режиме равна 0,1 ; в ненормаль
ном - 0,7. Найти вероятность выхода прибора из строя за время t .

2.21. На трех дочерей - Юлю, Марину и Леду - в семье возложена 
обязанность мыть посуду. Посколы^ Юля старшая, ей приходится вы
полнять 40$ всей работы. Остальные 60$ работы приходятся поровну 
на Марину и Лену. Вероятности разбить что- нибудь из посуды ( в те-
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чение одного иытья) для Юли, Марины и Лены равны соответственно: 
0,02; 0,03; 0,04. Родители не знают, кто дежурил вечером, но они 
слышали звон разбитой посуды. Какова вероятность того, что посу
ду мила: а) Юля; б) Марина; в ) Лена?

2.22. Бросается монета и если она падает так, что сверху ока
зывается герб, вынимаем шар из урны I ;  в противном случае - из 
урны 2. Урна I  содержит 3 красных и I  белый шар. Урна 2 содержит 
I  красный и 3 белых шара, а) Какова вероятность того, что вынутый 
шар красный? б) Какова вероятность того, что шар вынимался из ур
ны I ,  если он оказался красным?

2.23. В первой урне содержится 10 шаров, из них 8 белых, во 
второй урне 20 шаров, из них 4 белых. Из каждой урны наудачу 
извлекли по одному шару, а затем из этих двух шаров наудачу взят 
один шар. Найти вероятность Р того, что из двух шаров будет вы
бран белый.

2.24. Известно, что 96# выпускаемых заводом изделий отвечает 
стандарту. Упрощенная схема контроля признает пригодней стандарт
ную продукцию с вероятностью 0.98 и нестандартную с вероятностью 
0,05. Определить вероятность того, что изделие, прошедшее упро
щенный контроль, отвечает стандарту.

2.25. Имеются три партии деталей по 20 деталей в каждой. Чис
ло стандартных деталей в первой партии, второй и третьей партиях 
соответственно равны 20, 15, 10. Из наудачу взятой партии извле
чена деталь, оказавшаяся стандартной. Деталь возвращается в эту 
же партию и вторично из нее извлекается деталь, которая снова ока
залась стандартной. Найти вероятность того, что детали извлека
лись из третьей партии.

2.26. Студент знает не все экзаменационные билеты. В каком 
случае вероятность вытащить неизвестный бидет будет для него 
наименьшей: когда он тащит билет первым или последним?

2.27. (Задача-щутка). Один властелин, которому наскучил его 
звездочет с его ложными предсказаниями, решил казнить его. Одна
ко в последний момент он дал звездочету шанс для спасения жизни. 
Звездочету было велено по двум урнам распределить четыре шара: 
два белых и два черных. Палач выберет наутад одну из урн и из нее 
вытащит шар. Бели шар будет черным или урна окажется пустой, то 
звездочета казнят, если белый - ему сохранят жизнь. Каким образом; 
звездочету нужно разместить шары в урнах, чтобы обеспечить себе 
максимальную вероятность быть спасенным?

2.28. Два игрока, А и В> , имеющие соответственно капитал о-
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и 6 , играют в азартную игру, состоящую из отдельных партий. Каж
дая партия с вероятностью 1/2 оканчивается выигрышем первого иг
рока. После каждой партии проигравший уплачивает I  рубль выиграв
шему. Игра продолжается до разорения одного из игроков. Найти ве
роятность того, что разорится второй игрок,
Решить эту задачу при условии, что игрок А выигрывает с веро
ятностью р> 1/2 и проигрывает с вероятностью С̂ ~ i- p .

2.29. Для поисков пропавшего самолёта выделено десять вертолё
тов, каждый из которых может быть использован для поисков в одном 
из двух возможных районов, где самолёт может находиться с вероят
ностями соответственно 0,8 и 0,2. Как следует распределить верто
лёты по районам поисков, чтобы вероятность обнаружения самолёта 
была наибольшей, если вертолёт обнаруживает находящийся в районе 
поисков самолёт с вероятностью 0,2 , а поиски осуществляются каж
дым вертолётом независимо от других? Найти вероятность обнаружения 
самолёта при оптимальной процедуре поисков. ^

2.30. Пусть некоторое насекомое с вероятностью(л / к ! )в  (А>0) 
кладёт К яиц, а вероятность развития насекомого из яйца равна

р . Найти вероятность того, что у насекомого будет: а) потомст
во; б) будет только один потомок.

2.31. Вероятность того, что молекула, испытавшая в момент t- 0  
столкновение с другой молекулой и не имевшая других столкновений 
до момента t , испытает столкновение в промежуток времени 
[t,t+ 4-t](At>0), равна A it + 0 ( i i )  . Найти вероятность того, 
что время свободного пробега (т.е. время между двумя соседними 
столкновениями) будет больше t  .

2.32. Считаем, что при размножении бактерий делением (на две) 
вероятность ее разделения в промежуток времени дЬ равна С1д£ +
+ о (д1) и не зависит от числа имеющихся бактерий, а также от чис
ла предшествующих делений. Найти вероятность того, что если в мо
мент времени 0 была I  бактерия, то в момент х окажется К бак
терий.

§ 3. НЕЗАВИСИМЫЕ ИСПЫТАНИЯ БЕРНУЛЛИ. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРИИ 

Определение пространства независимых испытаний Бернулли

Вероятностным пространством И независимых испытаний Бернулли 
будем называть пространство [ S i  . J , Р ), где - множество

ft - мерных векторов 0J  = ( 00* Ц)^), координаты которых
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принимают лишь два значения: 0 или I ,  т.е. 5l a (o , l ]  х (o ,l}x ...  
. . . x { o tl }  ( Yi раз) или

= ((a) = (Wi.j ...j СОц.) • U7i  ̂> • • - >
а вероятностная мера p определяется следующим образом: пусть 
р какое-нибудь число из [o ,l] , Cj,-= 1— р, К= 1 и/ 1 - U)t + LO^ 

тогда РСой) = pKcj,n'_K . Коордашату СО £, будем называть зна
чением 1-го испытания в'векторе 60 . Если 6t)̂ = I ,  то говорят, 
что при I -м испытании в векторе со имел место "успех". Число 
р называется вероятностью успеха в одном испытании. Введём собы-

ТИ6
б •• | ш |г  к ) ( к *  гО,

А к, - множество вектотюв со , имеющих ровно К успехов. Фор
мула Бернулли:/» \ п К -s.р (М  = Р„СЮ - Спр ц. .
Очевидно л п

р ( я  j = z :  pn(*ci = z: c j  Р% п-“ = (р п > п- *■■
к= о к=о

ПРИМЕРЫ

Пример I .  Какова вероятность, что при 100 подбрасываниях моне
ты "орел" появится ровно 30 раз?

Р е ш е н и е  . Введём множество
«Si = {со — С со £ ? ..., u)i00) ■ u)L в {о, i}

UOi = I  означает, что при I -м подбрасывании монеты выпал "орел". 
Вероятность появления "орла" при одном испытании, очевидно, рав
на 1/2. Поэтому по формуле Бернулли имеем

Пример 2. Станок штампует детали. Вероятность того, что деталь 
выйдет бракованной, равна 0,005 Какова вероятность того, что 
партия из 1000 деталей содержит: а) ровно 8 бракованных; б) не 
более 8 бракованных деталей?

Р е ш е н и е .

Р (8) = С.* 0 (0,005) *(0,995) 992.
1000 Пооо I ’ ' '

б) Пусть событие А - (число бракованных деталей не более 8} ,
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Piooo ( ^  ”  вероятность того, что среди 1000 деталей окажется ров
но К бракованных. Тогда, очевидно,

S \s  t, dOOO-K
PfA') = p{l«j|*ej = Z 7  <£„(<>,005)к (О,<W5)

К™ о

Предельные теоремы

Из примеров I  и 2 видно, что формула Бернулли неудобна для ее 
практического применения. Задачи, подобные приведённым в примерах 
I и 2 , легко решаются при помощи так называемых предельных теорем.

Т е о р е м а  П у а с с о н а .  Если последовательность поло
жительных чисел ра такова, что пр̂  А < оо прИ п ; то

Lm  Г* Р* q "*к = J l  р " ЛП _» оо л Frv /Л £ j >
где cj-a = i- P a .

Из теоремы Пуассона следует, что если гг велико и р мало, то 
г.* к a-к \к
СЛ р у ~ -ĵ -, в  , где Л = Пр . функция к!®

табулирована.
В тершнах вероятностного пространства теорему Пуассона можно 

сформулировать следующим образом: пусть (Ь 2„ , З й , Йг) - последо
вательность вероятностных пространств независимых испытаний Бер
нулли, в которых вероятность "успеха" Р = Ра при одном испытании
зависит от числа испытаний П.. Если П.ри->Л<«» при п -* 00 , то

(W  Р (к) = fcm p{|w j - К }  = £  Q '\

Пример 2 (продолжение решения). По таблицам, приведенным в при
ложении, находим численные значения вероятности событий для пунк
тов а) и б ). с* _ s
*> P .oJ1' *  Т! е ’  *  ° ' 065;
о) р И ) = 2 Г  -ко, 932.

*=0

Л о к а л ь н а я  т е о р е м а  М у а в р а - Л а п л а с а .  
Если вероятность "успеха" р , 0 < р < I , при одном испытании в 
Yb независимых испытаниях Бернулли не зависит от числа испытаний
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КЪ , ТО ДЛЯ К  £  Y l р (  | U) 1 = к }  - РЛ (<) - -И

j i  _ Х г К-*цр

Таком образом, для достаточно больших п.

P” w ” v W ' , '=c'>'функция Ч’ (х) табулирована.
И н т е г р а л ь н а я  п р е д е л ь н а я  т е о р е м а  

М у а в р а - Л а п л а с а .  Для любых целых |Q н К2 } К, < к , 
введём событие К_,*|ц)и Кг} • Вероятность события А* ,̂
Рввч® p(Ajnc)= ^ . <г' ’ 146 р *• вероятность
"успеха" при одном испытании, эта формула неудобна для практичес
кого применения.

Теорема (интегральная теорема Муавра-Лапласа). Если вероятность 
"успеха" р , 0 р < I , при одном испытании не зависит от числа 
испытаний п , то для любых целых К L < к г <: п.

taw p i  К4* 1ш^к2] = tam Т>{а^ -|̂ 1 ~ |гр,  ̂ 6} =
XI- * Г . J П-*«>Л ' ffip o T  J

= 7 = 7 1 Q T dbfc ^ Ф(£) ~ Ф ( а)>

где ki-np 0 _  Kt - Yip <
a= ^ i t " V fc H - ’ ’

функция ф (сс)= j= r ]  Q 2 o li табулирована. Из этой теоремы 
следует, что при достаточно большом П.
P n  *  Р $ к 4 s  |5| *  к 2}  *  ф  ( f )  - ф ( а ) ,

а также для любого £*0

£ } * 2 Ф  № ) 'Отношение '*=£К называется относительной частотой появления "ус
пеха" При Ц НезаВИСИЫЫХ испытаниях.

З а м е ч а н и е .  Теорема Пуассона используется обычно при 
р ^ 0,1 и ripcj, э. В случае, когда npfy> 9, используют 

предельные теоремы Муавра-Лапласа (см .: Хельд А. Математическая 
статистика. М., ИЛ, 1956. С. 585).

Пример 3. Вероятность поражения мишени при одном выстреле рав
на 0. 8. Найти вероятность того, что при 100 выстрелах а) мишень 
будет поражена ровно 75 раз; б) не менее 75 раз в не более 90 раз;
в) не менее 75 раз; г ) не более 74 раз.
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Р е ш е н и е ,  а) Воспользуемся локальной теоремой Муавра-1а- 
плаоа. В нашем случае имеем ЙП
Х/П-рС̂’ -Х/юО-О̂ -С̂ г’ = 4-, х=   ц  = - 4,25;
P1oo^5) = 0>25-4»(i,25) = 0,25-0,1*26 - 0, 0* 6.
б) Для вычисления p {? 5 ^-lwl^ Qo} воспользуемся интегральной тео
ремой Муавра-Лалласа. Имеем

р{15^1й)| £90} = Ф(6) - Ф(О),
15- &0 / , г .  Q 9 0 - 8 0где а =   ц—  = -4,25, б = ---- --- = i >5-

Таким образом,
Р |15 <• |£51£ 9о} = ф(1,5)+ ф (1,2 5)=0,*зг2. + 0,Ь9**= 0,?2?6.

Мы здесь воспользовались нечетностью функции Ф ( х) .
в) Р(1й>|г15} = Р | Й 1  ^ 100} =

г  ф ( 5 ) +  ф » , 2 5 )  = 0,5+0,39/14 *  0 ,8 9 *4 ,

г) l w U ? * } . =  ф ( 8) - Ф (Ч
где а  = - = -20-, 6 - - 1,5 ')
$\Ъ6 |Й| = ф(20) ~ Ф (1 ,5 ) = 0,5-0,*3i2= 0,0668.

Поймет 4. Монету подбрасывает 900 раз. Найти вероятность того, 
что относительная частота выпадения "орла" отклонится от 1/2 по 
абсолютной величине не более чем на 0,02.

Р е ш е н и е .  По условию в - 0,02; п= 900; р = CJ.* 0,5. 
Следовательно,

= 0,02 ■ -&■* 1.е.
Р iljiw т 1  ̂ ° ,ог) *  2 Ф М  = o,mi

З А Д А Ч И

ЗЛ . Два равносильных шахматиста играют в шахматы. Что вероят
нее: выиграть две партии из четырех или три партии из шести (ничьи 
во внимание не принимаются)?

3.2. Определить вероятность того» что номер первой встретившей
ся машины не содержит: а) цифры 5; двух и более пятерок; в) ровно 
двух пятерок; г) содержит две пятерки.

3*3. Пусть вероятность попадания в цель при одном выстреле 
равна 1/5. Производится 10 независимых выстрелов, а) Какова веро
ятность попадания в цель по меньшей мере дважды? б) Какова услов
ная вероятность попадания в цель по меньшей мере дважды» если жз-
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вестно, что» по крайней мере» одно попадание произошло?
3.4. Вероятность некоторого изделия быть бракованным равна 

0,005. Чему равна вероятность того, что среди 10 ООО наугад взя
тых изделий 40 бракованных?

3.5. Книга в 400 страниц содержит 40 опечаток. Какова вероят
ность, что на случайно выбранной странице не менее 2 опечаток?

3.6. В первые классы должно быть принято 200 детей. Определить 
вероятность р того, что среди них окажется 100 девочек, если ве
роятность рождения мальчика равна 0,515.

3.7. Среди семян пшеницы 0,6$ семян сорняков. Какова вероятность 
при случайном отборе 1000 семян обнаружить: а) не менее 3 семян 
сорняков; б) не более 16 семян сорняков; в) ровно 6 семян сорня
ков?

3.8. В каждом из п независимых испытаний "успех” происходит 
с одной и той же вероятностью р , а "неудача" - с вероятностью 
^ - 1 -р (последовательность ^ испытаний Бернулли). Обозначим 
через вероятность того, что (^ч- к )-й "успех” цроизой-
дёт при (7.+ К)-м испытании, Ъ *. 1 ,2 , . . . ,  П ; К= 0 ,1 , . . .  ;
( ^  + К ) < п . Найти £ (К р).

3.9. (Задача возникла из шутливого замечания Штейнгауза о при
вычках Банаха во врученном ему адресе). Некий математик всегда но
сит в правом и левом карманах по коробке спичек. Когда ему нужна 
спичка, он наугад выбирает один из карманов. Пусть в начальный

»

момент каждая коробка содержала iru спичек. Найти вероятность то
го, что когда математик вытащит впервые: а) из левого кармана пус
тую коробку в коробке из правого кармана будет ровно т  спичек;
б) пустую коробу, в другой коробке будет m спичек 
Считать, что при одном вынимании коробки из нее извлекается одна 
спичка.

3.10. Вероятность выигрыша по одному лотерейному билету 0,01
( р= 0,01). Сколько нужно купить билетов, чтобы выиграть хотя бы . 
по одному из них с вероятностью р*; не меньшей, чем 0,95?

3*11. Имеется 100 станков одинаковой мощности, работающих не
зависимо друг от друга в одинаковом режиме, при котором их при
вод оказывается включенным в течение 0,8 рабочего времени. Како
ва вероятность того, что в произвольно взятый момент времени ока
жутся включенными от 70 до 86 станков?

3.12. Отдел технического контроля проверяет 475 изделий на 
брак. Вероятность того, что изделие бракованное, равна 0,05. Най
ти с вероятностью 0,95 границы,в которых 0удет заключено т  бра
кованных изделий среди проверенных.
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3.13. Известно, что вероятность рождения мальчика равна прибли
зительно 0,515. Какова вероятность того, что среда 10 ООО новорож
денных число мальчиков будет не больше, чем число девочек?

3.14. Вероятность появления события при одном опыте равна 0,3.
С какой вероятностью можно утверждать, что частота этого события 
при 100 опытах будет лежать в пределах от 0,2 до 0,4.

3.15. При бросании монеты 4040 раз (опыт Бюффона), герб выпал 
2048 раз. Найти вероятность того, что при повторении опыта Бюффона 
частота появления герба отклонится по абсолютной величине от 1/2 
(вероятности появления герба при одном испытании) не более, чем в 
опыте Бюффона.А, А.

3.16. Сколько нужно произвести опытов, чтобы с вероятностью 
0,9 утверждать, что частота интересующего нас события будет отли
чаться от вероятности появления этого события, равной 0,4, не бо
лее, чем на 0,1?

3.17. Вероятность попасть в мишень при одном выстреле равна 
0,8. Сколько нужно произвести выстрелов, чтобы с вероятностью 0,9 
можно было ожидать, что мишень будет поражена не менее 75 раз?

3.18. В урне содержатся белые и черные шары в отношении 4:1. 
После извлечения шара регистрируют его цвет и шар возвращается в 
урну. Чецу равно наименьшее число извлечений УЪ, при котором с 
вероятностью 0,95 можно ожидать, что абсолютная величина отклоне
ния частоты появления белого шара от его вероятности будет не бо
лее, чем 0,01?

3.19. Отдел технического контроля проверяет стандартность 900 
деталей. Вероятность того, что деталь стандартна, равна 0,9. Най
ти с вероятностью 0,95 границы, в которых будет заключено число
m  стандартных деталей среда проверенных.

3.20. Игральную кость бросают 80 раз. Найти с вероятностью 0,99 
границы, в которых будет заключено число irvu выпадений шестерки.

3.21. Среди коконов некоторой партии 2С$ цветных. Какова веро
ятность того, что среди 100 случайно отобранных из партии коконов 
15 цветных? Не более 30 и не менее 15 цветных?

3.22. Учебник издан тиражом 100 ООО экземпляров. Вероятность 
того, что учебник сброшюрован неправильно, равна 0,0001. Найти 
вероятность того, что тираж содержит:
I)  ровно 5 бракованных книг; 2) менее 3-х бракованных книг:
3) хотя бы одну бракованную книгу; 4) более 2-х бракованных 
книг.
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§ 4. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ. ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
НЕЗАВИСИМОСТЬ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН. ОБОБЩЕННАЯ ПЛОТНОСТЬ

функция распределения вероятностей

Пусть ( S i , W , Р  ) - вероятностное пространство. Случайной ве
личиной называется вещественная функция 5 *. S i —* R. , удовлетво
ряющая условию: для любого эс.£ R.

|и)£ Л I  (U ))< x }~  € У.
Функция Р (з )  = р { ^ < л  }  называется функцией распределения 
вероятностей случайней величины В  •

Свойства функции распределения вероятностей:
1) F(x ) ^ 0 для любого СС€ R  ;
2) F(-x) - неубывающая, непрерывная слева;
3) F {~ °°) = О, .где  F C * 00) - ^ ^  F  (з.) ;
4) Р\а^% < 6} = F(G) - F(a).
I f  Всякая функция распределения вероятностей F(oc.) однозначно 
представима в виде

f (х) •= G Ы  + 2 (х>-+ И (з),
где G [х) - абсолютно непрерывная функции, 2 (з .) - сингуляр
ная функция, т.е. непрерывная функция, имеющая почти всюду произ
водную, равную нулю, И (з) - функция скачков.

Квантидвю порядка сС, ol€  JO , 4L , случайной величины % с
функцией распределения вероятностей F ? (з ) называется такое ее 
значение , для которого

^ot)^  °̂ -> (,Хо<.+
Квантиль порядка оL= 1/2 называется медианой случайной величины S .

Дискретные и абсолютно-непрерывные случайные величины

Случайная величина "£ называется дисжреГгной, если ее функция 
распределения вероятностей FCx) есть^функция скачков, т.е. если 
существует конечное или счетное множество А = { Од, ®г>... }  
и числа Pi, Р2} ... (Pi, - скачок функции F (х ) в точке Q-i ),
такие, что р.>о, z £ 4 pi = I  У  Р (з) - Z a. <сс Pi ■
Числа называются озпцестве!шыми значениями случайной величи-
нн Д . /



Если множество S \  не более чем счетно, то любая случайная 
величина на вероятностном пространстве ( Sh  , &  , Р  ) дискретна. 
Дискретную случайную величину удобно располагать в виде таблицы 
(называемой рядом распределение):

1 0.1 а2 » 1 * ,■ 0.\л. щ % %

р P i Р*
у

У
Ж

г Рп. а * •

где в верхней стрелке указаны существенные значения случайной ве
личины, расположенные в порядке возрастания, т.е . о.± < а.г < ... , а 
в нижней строчке - их вероятности: р (S  - &;,) = . Если рк > р.
для всех./ L, то значение а  к0 называется наивероятнейшим значением 
или модой случайней величины Случайная величина может иметь
несколько мод.

Примеры дискретных случайных величин.
I .  Равномерно распределенная случайная величина:

а* 1 1 «
Р L/n l/rt t * 1 i/ h.

2. Биномиально распределенная случайная величина (биномиальное 
распределение):

€ 0 1 • « » fl
P Po Pi • ft ft P*L

где р = 0 < р < 1, 1 - Р
3. Случайная величина, распределенная по Пуассону (Пуассонов- 

ское распределение):

1 0 l 2 ft • ft n ft ft •
Pi e_x '2£o-b 2, e « ft • £  nl c

Случайная величина |  называется абсолютно непрерывной» если 
ее функция распределения F (ос) абсолютно непрерывна, т.е. для 
почти всех ас (в смысле Лебега) существует производная F (оО = 
~ j  (°0  ^ 0 и функция f  (ос) восстанавливается по своей производ
ной: л

F  СО = J  j  W  i t ;
— oo

( (x) называется плотностью распределения вероятностей случайной 
величины . Всякое значение случайной величины & •, в
котором плотность распределения вероятности X (х) ймеет макси-
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мум, называется модой этой случайной величины.
^Примеры абсолютно непрерывных случайных величин.

1. Равномерное распределение [а  ё ] - это случайная величи
на с плотностью распределения вероятностей

{Сое) = \т= ь '
J  О, X f £ [ a # ] .

2. Нормальное распределение с параметрами ( cl, Ь  ) ( 6 •> 0 ) - 
это случайная величина с плотностью распределения вероятностей

J lx) = VaT6e
3. Показательное распределение - это случайная величина с 

плотностью распределения вероятностей
О, О,

Ае~ , о, (х >о)

Независимость случайных величин

Вое рассматриваемые ниже случайные величины определены на одной 
и том же вероятностном пространстве (So , $  , Р ). Пусть имеется 
п. случайных величин . Вектор !  = (£*, ..., $п) называется
случайнш. Функция
^  “ • 13-л) - Р |и )^  Д ’• • •• >

называется функцией распределения вероятностей случайного вектора 
% или совместным распределением случайных величин ... , g a . 

Если вое - дискретные, то, случайный вектор £ называется 
дискретно!. Для дискретного £

м*.-,*.).!: г :
5 а\ < а"<зсп.

где суммирование ведётся по всем возможным существенным значениям
} каждой из случайных величин, для которых a-i < осt Л- <

< . Если существует неотрицательная функция 4 (oti ) .., ? згп)
такая, что а „ .

F r (ЗС^.-^Лп) = J  ••• J  - ^ п'
_  -СО -оо ,  .

то ^ называется абсолютно непрерывным, функция •
называется плотностью распределения вероятностей случайного век
тора £ .
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Свойства функции F f :
1) для любого i/=i,2, v i

Л > ^l+J )'* я fcrYYL F X ***)̂ |l) = 0,
D£• —* -oe

_ t
~̂g - Fg СО • 'г*н\

где § - ..., I J -  случайный вектор размерноо-
ТИ п. - L ;

2) функция распределения F^  ( oll)  случайной величавы £ опре
деляется по совместному распределению Fg {а*,..., оск) следующим 
образом:

'=W 0£̂  = Fg С*»,•“ , *«», * i , F g

3) для любых неотрицательных чисел ^ ..Л *  1
P t s i S S i ^  + hi, Fg (ЗГ1,..,Лн),
где A^Fg (*д,...,эО® Fg

••• Ьц+i - AJ>t+1f I t *  ^  ••• j^*0V
Если 1 - абсолютно непрерывный случайный вектор с плотностью 

распределения вероятностей J- - , то для любой области
GcOP1 P{(S4,...,S je  G }« Jj£ ri,...,a i.)d *4... <b*.

Gi
Определение 4Л . Случайные величины ,♦ ., ? In . называются не-

зависимши, если _ _  , ч
F | * FjC*»)... Р5л(о:и).

Для независимости абсолютно непрерывных случайных величин . 
..̂ 1*. необходимым и достаточным условием является выполнение равен-

Для дискретных случайных величин Д?а,..., 5*. , принимающих
значения Q̂ l)? **• п.),необходимым и достаточна! усло
вием независимости является выполнение равенства
P ( J , . a ' 0; V - a f \  -  i * . *
* P C J ,  -  a i ' ^ P t s .  P U * -  a.1."’ ) ,
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Функция распределения вероятностей (ос) судаы двух неза
висимых случайных величин I  и J  определяется в виде

Г ° °  &

Если случайные величины § и •? абсолютно непрерывны и jg-*h(£
j  в, (■*•)• j ч (^0 - плотности распределения вероятностей, соответ 
ственно,величин , % , !? , то

о о  ^  U  ОС?

Обобщенная плотность распределекк/; вероятностей

Используя понятие обобщенной функции определим плотность рас
пределения вероятностей произвольной случайной величины. Приведём 
определение так называемых "не быстро растущих” обобщенных функщ

р

которые составляют важный подкласс множества всех обобщенных фуге 
ций. Через S ( R )  обозначим пространство бесконечно дифференцируй 
мнх функций ¥ таких, что

S u p  <  Оо

Xfc R
для всех целых п и т  с топологией, определяемой этой полунор
мой (Ч производная функции ЧЧ-х)). Множество
линейных непрерывных на £  (R ) функционалов будем называть множе 
вом "не быстро растущих" обобщенных функций. Таким образом, "не 
быстро растущая" обобщенная функция - это линейный непрерывный н; 
S (IR) функционал. Будем в дальнейшем их называть просто обобщены; 
ми функциями. Если Т € £ ' (R ) - обобщенная функция, то значение 
функционала Т на функции \ S  (Ю  будем обозначать <Т, > или
JoT (х)Ч’ (х) doc . Производной Т от обобщенной функции Т назь 
вается обойденная функция, определяемая <Т; (?> = - < Т;  ̂ >. 

Примеры обобщенных функций.
1. Если .f ^ /.eiSR )  - функция, локально интегрируема :̂ на
R  , то под обобщенной функцией Tj , порожденной j , бу£$м по 

нимать следуххдий функционал.
<Ti } Ч> - J  ̂{ptYf [х) dec, 4>e i9 (R ) .

V  — С7»

2. Пусть F {ос.) - функция распределения вероятностей некоторой 
случайной величины 5 , Тс - обобщенная функция, порождаемая
F U ) :  30



< T p ,  = J f Cx W - x ) d a , «P6SCR).

Обобщенная производная Tr - p определяется следущим образом:

<Тр,^> - -<TF j r> =  - jFC x )4 'Cx)dx»pCx)dFte),(4.2 )
— О» О©

3. Через будем обозначать 8 - функцию Дирака, сосредо
точенную в точке СХ, определяемую

<5а>* > ~  *(С0 , f c S (R ) .
В дальнейшем вместо Т  ̂  будем писать ,

Определение 4.2. Обобщенной плотностью распределения вероятнос
ти случайной величины |  с функцией распределения F  (х) будем 
называть обобщенную производную Тр - р функции F ( a ) . Таким об
разом, ° 0

<р,Ч > = J Ч (X) Р [X) dx - j  Ч(х) d F (х ).
— ОО - о о

Теорема 4.1. Пусть функция распределения вероятностей F (* ) 
дифференцируема на множестве RN U Q-f К < и для Х б  R \
^Cl* F(oc)=|(x). Тогда обобщенная1,плотность Р “ Тр может быть 
представлена в виде к

Р = j-^^Zp i (4.3)
где - скачок функции FCX) в точке ( i * К V

Обратно, если обобщенная плотность распределения вероятностей 
р определяется формулой (4.3), то функция распределения вероят

ностей F fct) восстанавливается по р следующим образом:

F W '  + Рг,-
— оэ 0*1 ̂  ОС

Если F W  есть функция скачков со скачками { р о  в точках 
М  , то P = ? P i  Я®* •

Операция свертки функций J  и |  , заданных на R  , опреде
ляется как оо оо

Оо ~ °°
Пусть sa. - оператор сдвига, определяемый для обычной функции в 
виде Ра J  W  ~ 1[(х ~ » Д®я обобщенной функции Т  - в виде
<ХпТ  = <Т.Т „  ̂ . Дли любой обобщенной функции Т  имеемvt J * —'01
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Т *  - $а.*Т  - Z a J.
В частности, 8 * Т - Т  * S  - Т  (. & = $<>),

* а *  h  - ^а+6 Га,в € R ).
Если Рх = 1 Г р ^ а к , р^, £  cj,. JV  .т о

р1 * рг P^ i  &а к + в } -
Для независимых случайных величин S  и £ с обобщенными плот

ностям и р* такие справедлива формула (4.1 ), т.е.

Pl+? = Р** Р£‘

Виды сходимости последовательностей случайных величин

Пусть {£ * )  - последовательность случайных величин, заданных ш 
вероятностном пространстве ( S I  , .У , Р  ).

С х о д и м о с т ь  п о  в е р о я т н о с т и .  Последова
тельность { S * } - сходится по вероятности к случайной величине 
% ,  если для любого £> О р{15п- I I  >£} 7-* 0 при П .

Пищут £.
С х о д и м о с т ь  \ п о ч т  и н а в е р н о е .  Последова

тельность { §кЗ - сходится к М почти наверное, если
р^& т£й= £ ]  •= 4- , ципут — н ► g.

С х о д и м о с т ь  п о 4 р а с п р е д е л е н и ю .  После
довательность { М  сходится к \ 1 ' по распределению, если Fn(x)-» 
-*F(x), n-* во. во всех точках непрерывности функции FGx), где 
F*. (ос) - функция 

Пищут
Говорят, что последовательность функций распределений гп Ох) 

сходится слабо к F I* ) ( F  ), если для любой Ч (х) 6 С (R )

Связь меиду сходимостями может быть выражена следующим образо*

' \
К а т  F* (х ) — * F (3-), П — * 00 , во всех точках непрерывности
функции F [х) , то Fh(*) СА~ » F(x).

ПРИМЕРЫ
Птямяш т. Вероятность того, что стрелок попадёт в цель при од

ном выстреле, равна 0,7. Стрелок стреляет до первого промаха.
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Пусть ^ - число истраченных стрелком патронов, а) Составить за
кон распределения случайных величин £ . б) Найти наивероятней
шее число истраченных патронов. /

Р е ш е н и е .  Случайная величина £ понимает значения 1,2, 
3,4,... . Введём множество /
Л  = {(0); (1 ,0); (1 ,1 ,0); . . .  ; (1 ,1 , ../ , 1 ,0); . . .  }  ,
где 0 на I -м месте означает промах L -№ патроном, I  означает по
падание. Например, (1 ,1 ,...,1 ,0 ) (всегр К единиц) означает, что 
стрелок \К раз попал и на ( ± )-м'разе промахнулся. Очевидно,

р (0)= 0,3; p (i)=  0,7; Р ( (Д ,... ,1 ,0 ) )  = (0,7)* 0,3 .
Случайная величина £ • Л  — > Ik /определяется как i  ( ( i , . . . ,  4, О)) 
- К + 1 , / к
а) Имеем

i 2 3 /t4 ♦ 9 •I !C 1 • • •

p 0,5 0,7-0,5 0,7г- О.з/
/

0,7 K ♦ 0,3 • # •

б) К 0 - i  - наивероятнейшее значение случайной величины.
Поимев 2. Неподвижная точка А находится на высоте h над 

концом 0 горизонтального отрезка О В длины t . На отрезке ОБ 
наудачу выбрана точка М • Найти функцию распределения вероятнос
ти и плотность (если последняя существует) угла cL между линия
ми АО и AM .

Р е ш е н и е .  Случайная величина cb принимает значения между 
О и (Aftotcj Ь[\ъ. В качестве множест
ва элементарных событий Л  естест
венно взять отрезок вещественной 
оси [ 0,&] . Из рис. 1 видно, 
что
tL{3 ) = Ouzd^xfh (0£гс<1).

Найдём функцию распределения вероятностей случайной величины. Из
рис. 2 видно, что для любого 2
F U b  Р

£  ̂о ,

\\дг, z£
I

i ,  l >  c u o t g  k

5-8366

d - aidy

!■
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Плотность распределения вероятностей случайной вед а «С рав
на

■v к > 2 € [О, azcta-£_], I  cosFi Ch.*
О, Z ^ [0,Q2c ij^ _ ].

Птдмап 3. Плотность независимых случайных величин £ и £ 
определяется следующим образом:

О, х #  О,
-CUEae , х> о, (а?о).^(х)

Найти плотность распредедення ^  = Д/£ .
Р е ш е н и е .  Пусть £ принимает значения по оси <£ , а 

£  принимает значения по оси У . Обозначим (рис. 3)
Я) * ((*,у); £  < н, ос>0, ^>о}.

Очевидно, для Н 6 О
Сг) - Р {у  < г } = 0.

Для 2 ?о  , используя независи
мость величин I  I  Ч , находим:

Rj(*)- Р | у  < г }  = Р {(5> £)£& } = =

,(jДх)<Ьj L tf iJ if*  a f j e ' ^ d x  J  e "a* =
• 1 -  °  -•«*

0,
1

2 * 0.
. a j u -  - i

f s U l '  2 , 0
 ̂ 1(17г?

Примета 4. Функции распределения вероятностей независимых слу
чайных величин Д и £ имеют вид:

Г 0, a  £ О,
Л€.]0, 4 ] '

F i ta )H & a ,  *€]■£,■!■], F^ xb '

i

0, 0С<0,

i, х>1.4
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Найти обобщенные плотности случайных величин 5, Ч ж £  = М + 
а также функцию распределения ,5  .

Р е ш е н и е .  Найдём производные от функций Fg С*) и F* Ос):
ГО, Х £ 0,

L(oO=F_Cx)= -
i,  Х * [0, 1 ],
О, Щ О .Ц .

% ? т .
Обобщенные плотности величин |  к |  будут определяться выраже
ниями

Р| = i-5 (*■) + 4  ^ у  J
Ps -  Р5 *  ?Ч = + Т ^ ) *  J r  &  4

(J g « .  - i j ) w  *  j  ifj Сэс-^ Jf  (g )< ty  = ( x ~ $ d y 2  ^

Делая X - J . t , подучаем:

x' i

0, X * 0,
a, 0 < X < Tf»

2x- ^  ^ < DC< >
3 1 / тг  ̂ 4
4 * a '
^ - x , l  >
3 -  2oc, S ^ x < A ,

(0, X ? f .v » 2
Плотность распределения вероятностей £̂> ныеет вид

О,

2а .

г-х,
3-2х,

0.

X  £ о,
О <  х  <  

- | < х  < f >

J< X  < i ,
1 < х< f ,ч
|< Х  < f ,

Y > 1 .X * 2. *
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u > .  I

2 «у —  ̂Q -S . у / 35.x o c _ _ ,  T < l i r
.  *» х > з/г .

Пример 5. Дана последовательность { | J  независимых случайных
величин, принимающих значения 0 и I  о вероятностью 1/2. Найти рас
пределение случайней величины % - У~ t  t .

l= i 3i
Р е ш е н и е  ..Введём случайные величины , пришманщие

значения 0 и //2‘ о вероятностью 1/2. Тогда g Vi • Функции
0, 14  0,
</2, 0 <13 i/2l,
1, а> 1/2г

есть функции распределения вероятности величин . /V  =
 ̂ JL [  ft + ^4т) ~ °^0<̂ ен̂ ,ая плотность . Введём последова

тельность величин aSI 'J I T  f t  . Очевидно, £= ^ m S
и /£ i ” * о р Я’>вв iB iТак как 0 з  ” i  , то д  "  М . Обобщенная плотность

Sn имеет ушд . 2п
р5и=

Для любой непрерывной на R функции /  г„ *

** 1 л ГЭто есть интегральная суша Римава функции г на отрезке [од],
когда отрезок [од] разбит на 2 м" равных частей, поэтому

 * j * —

Таким образом, Ps^ сходится слабо к функции
1, ОС € [О, ij ,

•>  < 7 0  .

1 f ос) — [0,1] 1 0.



Это есть плотность равномерно распределенной на [ o . l j  случайной 
величины Л •

Пример 6. Некоторый прибор, проработавший время i  , может 
выйти из строя в течение времени ~\t, с вероятностью
р^ .Д т )  = ^ ( i )  A"t -+ cLд t 2 , где / Ш  - неотрицательная непре

рывная на ( 0, ) функция. Найти функцию распределения и плот
ность срока службы.

Р е ш е н и е .  Пусть Д - случайная величина, значение которой 
есть срок службы прибора, F  ( t )  - Р (М  < i )  - ее  функция 
распределения вероятностей. По условию задачи имеем

так как вероятность того, что прибор откажет в промежуток време
ни от V до Ь + , равна произведению вероятности событий:
"прибор доживет до момента i  " и "прибор откажет в интервале 
L I, i+Ai-J". Разделив записанное равенство н& л i  и устремляя
At к 0, получаем F'(-6) - 1- F ( i )  3 . Отсюда ^
- CnCiB-F M l  =oi < M d u  или i - F(t)= С axp (- Jf(u )du )-  

Полагая i  = 0 , находим С - 1 . Окончательно °

F(-t) = i- QKfir J 44«)du).

З А Д А Ч И

Функция распределения вероятностей. Дискретные величины 
4.1. Дан ряд распределения дискретной случайней величины S  :

а) 5 -2 - I 0 I 2
Р 0,1 0,2 0,2 0,4 0,1

б) % -3 I 3 4
Р 0,3 0,2 ОД 0.4

в) 2 3 6 7
Р од 0,3 0,1 0,5 “  )

г) 5 -3 0 1 3
Р 0,4 0,2 0,3 ОД

>

д) -5 2 3 4
Р од 0,4 0,3 0,2

" »

оС = О*

d  = 2,
Ы — "“3,

о(. “  3 f

Г '  1 ;
j3= 3,5;

р  = 6;

J3 = 0*5;

Требуется: I )  записать функцию распределения вероятности величины 
£ ; 2) записать обобщенную плотность; 3) найти ряд распределения

6-8366
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случайной величины f  - £ г ; 4) найти p U 6 g<jD, ?(**%*<?)■
4.2. Опыт состоит из трех независимых бросаний монеты, при каж

дом из которых герб выпадает с вероятностно 0,5 ( р = 0,5). Для 
случайного числа появлений герба построить: а) ряд распределения;
б) функцию распределения.

4.3. В партии из шести деталей имеется четыре стандартных. Нау
дачу отобраны три детали. Составить закон распределения случайной 
величины £ - числа стандартных деталей среди отобранных.

4.4. В партии из 10 деталей имеется 8 стандартных. Наудачу ото
браны три детали. Составить закон распределения числа стандартных 
деталей среди отобранных.

4.5. В партии 10$ нестандартных деталей. Наудачу отобраны че
тыре детали. Написать ряд распределения числа нестандартных дета
лей среди отобранных четырех.

4.6. Баскетболист бросает мяч в корзину. Построить ряд распре
деления и функцию распределения числа попаданий мячом в корзину 
при двух бросках, если вероятность попадания равна 0,4.

4.7. С вероятностью попадания при одном выстреле 0,7 охотник 
стреляет по дичи до первого попадания, но успевает сделать не бо
лее 4 выстрелов. Пусть £  - число промахов, а) Найти ряд распреде
ления 5 . б) Найти вероятность событий: £ < 2; 5 $ 3; 1< £^3.
в) Построить функцию распределения.

4.8. Производится два независимых выстрела по мишени. Вероят
ность попадания при каждом выстреле равна р . Пусть £ - разност: 
между числом попаданий и числом промахов. Построить ряд распреде
ления I .

4.9. Задана функция распределения дискретной случайной величи
ны И :

а) Найти вероятность сок&тий £ = 1; 5 = 2; 2 < 5 $ 4. б) По
строить ряд распределения случайной величины и ее обобщенную 
плотность.

4.10. Задана функция распределения дискретной случайной величи

0, X £ I ,
0,25, I < X $ з ,

0,4, 3 < X S: 4,

О 00 4 < X ^ 5,
I , X > 5.
й £ = I ; 5 == 2; 2 < 5

ны

=
/

О, X  ^ 2 ,
0,3 , 2 ^ X  ^ 3,
0,5, 3 <- X  ^  4,

l l ,  X  > 4
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а) Найти вероятность событий: I  <>g < 3; 2 < £ ^ 3. б) Постро
ить ряд распределений случайной величины В  и ее обобщенную 
плотность.

4.I I .  После ответа студента по вопросам экзаменационного биле
та экзаменатор задаёт студенту дополнительные вопросы. Преподава
тель прекращает задавать дополнительные вопросы, как только сту
дент не ответит на очередной вопрос. Вероятность того, что студент 
ответит на любой дополнительный вопрос, равна 0,9. Требуется: 
а) составить закон распределения случайной величины I  - числа до
полнительных вопросов; б) найти наивероятнейшее число заданных 
студенту дополнительных вопросов.

4Л2. Два стрелка поочередно стреляют по мишени до тех пор, по
ка один из них не промахнётся. Вероятность попадания для первого 
стрелка равна ,а для второго- |̂ . Найти законы распределения коли
чества выстрелов, произведенных каждым стрелком.

4ЛЗ. Последовательные ускоренные испытания приборов на надёж
ность проводятся до первого отказа, после чего испытания прекра
щаются. Найти обобщенную плотность вероятности случайного числа 
испытаний приборов, если вероятность отказа для всех приборов рав
на 1/2.

Функция распределения вероятностей.
Произвольные случайные величины

4*14. Доказать, что любая функция распределения обладает сле
дующими свойствами:
1) tom a  J  4 d F (н) = 0, ос.-* х
2) tom  а  [°°4 d F te) = 0.

■У —ь. П V Z.
х ~ * * °  а

4.15. Случайная величина % задана функцией распределения
О, X  6 2 ,

г (х) J (х - 2)2, 2 < ОС 6 3.
/ ( I ,  X > 3.

Найти вероятность того, что £ примет значение в интервале: 
a) [ i ;  5/2] б) [5/2; 7/2] . Найти плотность вероятности §

4.16. Дана функция распределения вероятностей Fv случай
ной величины % . содержащей один или два неизвестных парамет
ра ( d и о ) :
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а)
f5 №  = 1

б)
(х ) =

О, Х<  I
Ь%*\ I  < ОС < <Х

Li, х  ^ а
0 ,  ОС - I

а (х - 2х-з}, -ка I
1. х  $ I

( <£ = 0; J S = I . I >

в)
г)

д)
е)

Fs(x) * а + Ь -о л Ж а  х
а+  6 , х   ̂ о

F5( * M а+$ег Х ос ? 0

Fcx)= а + «X

Fk(x) = 4 s t t ,

1 + Ix l
О, X  £ о

(  *С =  0 ;
? ш22 к• *ОII/■

(  CL= I ; / . 3 ) }
i

( . t  =  - 2 ; f i . i ) ;

( <*. = 0 ; £ = 1/4)о < х * а
I ,  х ^ а .  '

Найти: I )  Л и о ; 2) плотность распределения вероятностей;
3) вероятность того, что при 3-х независимых наблюдениях случайная 
величина примет значения в промежутке [оС в ]  ровно один раз; не 
менее одного раза. J

4.17. Случайная величина Л распределена по: I )  закону Кош - 
- j-(x) = а(£+хг)~\ 2) закону Лапласа - J f c )  = а , е , \> 0,
3) закону Рэлея

J'l* ) =

аа.е-Мхг

10,

Х>0,

Х й о .
Определить а  i  р {0 б 5 <г}.

4.18. .Дея» плотность вероятностей j  (*) абсолютно непрерывней

а)

б)

в)

г )

д)
;М =

J ( * b
Найти: I)  & 
медиану.

х  е ] а .  i/4 ]
х  < Па, i/4 ]
X <  I
X >  I
|Х1 <  I

|Х| ?  I

1x1 6 а
|Х|

X  €. t- I .  2 ]
х  ^ [- 1 , 2 ]

2) фут<1Гл» распределения вероятностей; 3) мЬду и 
40



4.19. Дана обобщенная плотность вероятности р(эс) , содержа-

— "  Л : “ ( t - Uа)

где
o,

б) р(х)=](х)+лЦ, rsinSx,
rae j ( * H  0.
в) pCx) = j(x) ■+ U,

loci i  I ,  x  Ф 0,
ixl > I; 
x £ [o, Uf] ,
X  i  [0, 1 ] i

где j-(ac) * |

г) р(Х)=ЙСх)чЛ%

f№ x ? \

0,

где d - C o t )  =

O C Z c S in X  f

д) pW  =;Н*МХ?иг(

где
, *

o,

o,
-2oc.

x| £ I ,

W  I ;  

X €  [ 0 , i ]  ,

X  i  [o, i] ;

X  < o,

Oc. > o.
Найти: I )  Л  ; 2) фунвдию распределения вероятностей ( - § -
функция Дирака, сосредоточенная в точке £•).

4.20. Дана плотность вероятности случайной величины £ :
О, х* о,

d c x b  J aacV2ot. а > о.
Найти: I )  X ; 2) функцию распределения; 3) вероятность попадания 
случайной величины в интервал ] 0, 1/2 [ .

4.21. Плотность вероятности случайного времени безотказной ра
боты радиоаппаратуры имеет вид

[ 0, i  <■ О,
i e -4. т е 1 * t 0.

Найти: а) вероятность безотказной работы аппаратуры в течение вре
мени Т ; б) функцию распределения.

4.22. Случайная величина эксцентриситета детали характеризуется
функцией распределения Рэлея:

_  х г
F c x b i - e ^ 1 Сх ^ о), F(to= о (х*со .

Найти: а) плотность вероятности; б) медиану и моду распределения.
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4.23. Функция распределения Вейбулла
О, *£0.

Ft3d = _  %*1-е Хо. а>о.

Ft* )*

в ряде случаев характеризует срок служоы элементов электронной ап
паратуры. Найти: а) плотность вероятности ; б) квантиль по
рядка р ; в) моду распределения.

4.24. Дана функция распределения случайной величины Щ, :
0, ос  ̂ - а,

b i axcsLni ,  -а<ос * а ,
1, ос > а,

Определить: а) < % < f }  ; б) квантиль ос ;

в) плотность вероятности j*(a) случайной величины Д ; г) моду и 
медиану распределения.

4.25. Дана плотность вероятности случайной величины Д :

+ (оО =■ —ы---- тзг\j4 ч- е
(закон гиперболического секанса). Найти: I )  постоянную А ;
2 ) вероятность того, что в двух независимых наблюдениях I  примет 
значения, меньше единицы.

4.26. Может ли при каком-либо значении аргумента плотность 
^Сэс) случайной величины £ быть: а) больше единицы? б) неогра
ниченней? Ответ обосновать.

4.27. Вероятность того, что молекула, испытавшая в момент
t  - 0 столкновение с другой молекулой и не имевшая других столк
новений до момента t  , испытает столкновение в промежуток вре
мени [ t ,  t  + A t ] равна A*t + о (At) . Найти: а) функцию распре
деления времени свободного пробега; б) вероятность того, что.время 
свободного пробега будет больше Т .

4.28. Известно, что вероятность выхода из строя электронной 
лампы в течение времени At равна К At + o (A i) ( о (д-t) - бес
конечно малая более выского порядка, чем At ) и не зависит от 
времени t- , которое лампа проработала до интервала A t. Како
ва вероятность выхода лампы из строя в течение времени Т ?

функции от случайных величин

4.29. Две случайные величины - - независимо дрдя* от
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друга принимают значения 0 или I .  Их ряды распределения имеют 
следующий вид:

Е 0 а £ о 1
р Pi

>
р % Рг

Построить ряд распределения для £ , где:
а) 5 * 5± §2 ; б) I  = £А - ? г ; в) £ = .

4.30. Случайные величины  ̂В г независимы, их ряды распреде
ления имеют вид:

S i 0 I 2 3 . I _ 3___I1—4—
р 0,2 0,3 0,4 0,1 Р 0,7 0,2 0,1

Построить ряд распределения случайной величины М : 
а) 1  * m ln. { 5г}  ; б) S - m ax  { £ * , ? г } .

4.31. Показать, что если случайная величина М имеет непре
рывную строго возрастающую функцию распределения F (*.), то слу
чайная величина 9 = F (Д) имеет равномерное распределение на 
отрезке [о, I ] .

4.32. Точка брошена наудачу в круг радиуса 2 . Найти функцию 
распределения и плотность расстояния точки до центра круга.

4.33. Ножки циркуля, каждая длиной 10 см, раздвинуты на слу
чайный угол Ч , значения которого равномерно распределены в ин
тервале [о, 3 ] . Найти функцию распределения вероятностей и 
плотность вероятности расстояния между остриями ножек.

4.34. На окружности с центром в начале координат и радиуса R 
случайно берется точка. Пусть % - случайная величина, равная 
ординате этой точки. Найти: а) функцию распределения случайной 
величины % ; б) p ( l E K R / 2).

4.35. На окружности радиуса R. с центром в начале координат 
наудачу убрана точка. Найти функцию распределения и плотность 
вероятности площади квадрата со стороной, равной абсциссе этой 
точки.

4.36. В полукруге радиуса R. наудачу выбирается точка, кото
рая вместе с концами ограничивающего диаметра образует треуголь
ник. Найдите функцию распределения вероятности площади этого 
треугольника.

4.37. Пусть I  - случайная величина, равномерно распреде
ленная в интервале [о, I]. Найти плотность вероятности: а) пло
щади квадрата, стороны которого Е ; б) объемы куба, ребро кото
рого Д .
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4.38. На отрезок [О, I ]  брошено Сточек ( % i , . . . , !  ft). Счи
тая, что точки брошены наудачу (т.е. каждая из них расположена не
зависимо от других и раопределена равномерно в [о , I ]  ), найти:
а) функцию распределения вероятностей случайной величины

5̂ = max и & т  F* (х ) ; б) функцию распределе-
Р  П“»  <*» п

ния вероятностей (ос) случайной величины *7П - 5П;
и um  Fh (х).Ц-*оо (п

4.39. Пусть абсолютно-непрерывная случайная величина Д имеет 
плотность з’(З '). Найти плотность распределения случайной величины:
а)  ̂ = й.& + 6 f a  , 6 - вещественные числа; б) g - //Д ;
в) Ч - Ьу. % ; г ) Ч - Д 2 .

4.40. Случайная величина Д распределена по показательному 
закону: , „(О , х  SO,

Найти плотность вероятности случайной величины / , если:
а) £ = Г %  i б) f = ; в) f  = ; г ) .

4.41. Дана плотность вероятности случайной величины<?. 
Найти плотность вероятности случайней величины у = 6пМ.

4.42. Пусть функция распределения случайной величины Д. рав
на F* (х) . Найти функцию распределения случайной величины £ , 
если: а) у - + 4  ( Л Ф о ) , б) % = М*

4.43. J  и 9 независимы, jg - дискретная случайная величина, 
принимающая значения 0 и I  с вероятностями 1/2 (Р  ( I  - 0) =
г p (g * {)*  l/ l ), а %  - равномерно распределенная на [о, I ]  . 
Нейти плотность или обобщенную плотность вероятности случайной ве
личины: а) = Ж ■+ %  ; б) ^  ^  *
в) 3  - Д •/ ; r ) X  -

4.44. Случайная величина Д подчиняется закону распределения 
Коши: j

T i T T F T *
Найти плотность вероятности случайной величины у  : а ) у * I - S  ;
б) \ = а | 2 (а>0); в) у = агсЬу Д ; г ) y - i / t .

4.45. Дана плотность независимых случайных величин Д и У :

■ % (* ) .  { J ;  I  е ‘ ' '

Найти плотность распределения ^  =
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4.46. Случайная величина £ распределена по нормальному зако
ну с параметрами ( л-, 6 ). Найти плотность вероятности случайной 
величины Ч- Ф  ( Ю  , если: а) &= 0; 6 = I , V(х) - «г*; б) <*•= О,
6 = 1 ,  М х)= лг ; в ) л= 0, 6 = I ,  <Avt)= loci ; г ) У(х)=сгы-с/.

4.47. Случайные величины S Lu независимы, распределены нор
мально с параметрами (0,1) кащдая. Найти плотностьвероятности 
случайной величины £ : а) £ = Дг + д* ; б) £ - у + .

4.48. Случайные величины |  i  J  независимы и равномерно рас
пределены на отрезке [0 ,1 ]. Найти плотность распределения £*= J£ .

4.49. Определить плотность вероятности случайной величины 
Ч - г » если , 5г - независимые случайные величины,

плотности вероятности которых имеют гад:
i  2 ? Г 0, *<<?>

г > - а? О.

4.50. Случайная величина распределена равномерно на отрез
ке [0,1] ,  распределена по показательному закону

Ж  О,
в .  ОС > О.

Найти плотность вероятности случайной величины f  - $ ± +
4.51. Случайные величины ^  и ^ независимы и распределены:

а) по закону Пуассона I  А

Р ( | - К P U » 0 - - 7 T e ‘ ‘

б) равномерно на отрезке [о д ];
в) по показательному закону: ^ 0С< О

^  * | О;
г) по нормальному закону с параметрами соответственно (Q± } 6^) 
и ( 0г 7 6 г) . Найти закон распределения их суммы,

4.52. Случайные величины 5Aj ...., независимы (в сово
купности) и каждая из них равномерно распределена на отрезке 
[0 ,l], Найти плотность вероятности случайной величины ... ,5^ .

4.53. Функции распределения вероятностей независимых случайных 
величин £ и заданы выражениями
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£ II

°>

Z£,

а $0, 
a fe] 0, i/чЛ,
a 6 ]iA ,ф]. F. Ca) = •1 i -гг х>

X 4 0,

. 1, X > 1/г; Ш DC> i ;
б) г0, ЭС ^ 0, r 0, a  ̂ o,

FSW ,  1 Ь  *'«]<>, О. Fb (x) 5 •а, ac€ [o,l],
[*. a>i; 4, H V •

Найти обобщенные плотности величин 5, 5 +
Многсмерные распределения

4*54.
случайного вектора ( g , £ ): 
а)

б)

в)

г)

t 5
I 3 5

-i 0,17 0,13 0,25
2 0,10 0,30 0,05

г S
10 15 -_2Q. 85

3,4 0,04 0,12 0,08 0,05
6,1 0,30 0,09 0,21 0,11

\ I
-I 0 .............. 2 4

2,5 0-2 0,15 0 0,05
3,1 0.1 0,02 0,1 0,1
4 0,05 0,05 0 0

?
I

-2 -I I
-i 0,1 0,2 0
0 0,2 0,1 0,05
I 0,05 0,1 0,2

<̂ i = о»
. - - I :

= 4;
с 0 .

с̂ = к ;  
*,= 2 ; /а

21;
4.

*. - 1 ;Лг
Л
Л

= з*t
* 3.

- 2 ; 
^4- - i;

Л
/■

= 0; 
- 0.

tНайти: I)  законы распределения составляющих % и £
2)  ̂< д|; 3) будут ли |  и  ̂ незавиоаш?
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4*55. Дискретная случайная величина 5 имеет рад распределения:
-2 - I 0 1 I  _ 2

р 0.2 0.3 0,2 0,2 0,1
Построить ряд распределения случайней величины 2 : t =̂  +  ̂;
б) \ = % г ; в )   ̂ = 2 + i  ; г )  f  = 2

4.56. Случайный вектор ( ^  , Д2 ) задав таблицей

-2 - I 0 I

- I 0,01 0,02 .0,05 0,03
0 0,03 0,24 0,15 0,06
I 0,06 0,09 0,16 0,10

Найти закон распределения случайной величины У(£Л , Д4 ) :
a) f  = А* * **. ; б) ?  * ; » ) ? *  ~ •
г)

4.57. Пусть функция распределения FC^.y) случайного вектора 
( ?  , ч ) имеет вед _хг_г.г

J 1 -оГ^-о- а  *, х>о, о,
F(*»^ ~ j о, х<о или  ̂ <■ О.

Найти: а) функции распределения F» Сх) , г  ̂ (^) случайных ве
личин J  \ ооответственно; б) р | i  ^ 5 * 2, L* \ & 2 }.

4.58. Дана плотность распределения вероятности случайного век
тора ( |  , £ ), содерхащая неизвестную постоянную С :
а)

б)

'се"5(х+*>

I о.
CSia(ac+4),

Х< О или  ̂< 0;

(*,«>« [о. | № Н  
( J.8> t  f ° . ? ]  *  t ° .  v >

в)

г)

д)

- (i + xMCM + ’
i  (x^) = Cexp{- (зЛ f ) f  2} ;

j. • CCOtoCOSj, U .0  € to. | J X [°. \
0. i  [a  f  j  * [o,  f ] .

Найти: I )  С ; 2) функции распределения вероятностей случайного 
вектора и его координат; 3) р {(S , £) € QOj Ĵ  Е 0,1] }  ; 4) будут 
ли координаты случайного вектора независимы?
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4.59. Пусть Ъ ~ |(зс, . Плотность 
вероятности случайного вектора ( £ ♦ Ч ) имеет вид

fM sx co s j,  и , } )  t  г ,

Требуется: а) найти функцию распределения вектора ( 5 , £ );
б) плотности распределения вероятностей L  (х ), ^  (и) случайных 
величин £, \ ; в) определить Р {•? <• 2 5 } • ‘

4.60. Дана плотность вероятности j  (х,^) системы случайных 
величин ( I t , &2). Найти плотность вероятности случайной вели
чины: a) 'i - - %z ; б) I  - | 4- 5г . Рассмотреть также в
каждом пункте случай, когда и %г независимы и имеют плотнос
ти вероятности j i  С*), 5 г (#) соответственно.

4.61. Пусть г *' 0 3 • Определить
плотность вероятности случайного вектора ( ^  , 1г , 13 ), если 
функция распределения этого вектора имеет вид

| ( i - e - a i ) a - e - eJ K i - e - c ‘ ) ,  (х .ц , О  е  й ,

1 0, ( х .Я . г ^ а .
4.62. Плотность распределения вероятности случайного вектора 

( Д , ]? ) задана выражением

M U )  =
a 0L > О.1 + ос.г+хг г̂ +

Требуется: а) найти & ; б) определить функцию распределения 
вектора ( J  » \ )* в ) найти вероятность того, что ( 5 , 2 ) при
мет значение в прямоугольнике Я) с вершинами 0 (0 ,0 ), А (0,1 ),

В ( \ [ Т , I ) ,  С( V31. 0) ; г) определить плотности вероятнос
тей случайных величин $ и у в отдельности; д) выяснить, зави
симы или нет и £ .

4.63. Случайный вектор ( % , £ ) равномерно распределен в кру
ге радиуса (ч с центром в начале координат. I )  Определить: 
а) плотность вероятности вектора ( | , ? ); б) плотности вероятнос
тей каждой случайной величины 5 и £ ;
в) Р 5 I  ̂ R /2 0  ̂ У  ̂ R ./3 ] . 2) Зависимы или нет £

1 I  ■
§ 5. чипдпши ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Пусть % - случайная величина, заданная на вероятностном про
странстве ( £ Ъ  , J  . Р  )•



Математическим ожиданием (или средним значением) случайной вели
чины |  называется число М % , равное

M t ■= J | М  р (  d w ) ,
Si

если интеграл, стоящий в оравой части, существует. Пусть F (х) - 
функция распределения случайной величины % и ^

J  |х| of F (x ) ^ 00 . тогда М% = j  ocdFCx).— оо -со
Частные случаи:
а) если & - джяфетная случайная величина, принимающая сущест

венные значения a i, аг , ••• > ft»,... и Р„ = Р  (, 5 = й Л) , то 
M S’ Z t T i a t P i i

0) если % - абсолютно непрерывная случайная величина с плот
ностью распределения вероятностей J-(х ), то

J <̂ о с >
-  ОО

в) если обобщенная плотность величины % имеет ввд
р(а)= ;[(* )+ £ Г  A i f a i ,  IfiO, 

Mf> = j  x l(x ) cfx+2 3  A - a L.
-oo * i = i

Основные свойства математического ожидания: дня любых случай
ных величин % и 2 и любой постоянней С. I .  МС= С ; 2. М (С|)? 
= С М Е  ; 3. М(1 <0-М5+М|); 4. Если £ я I  независимы, то
И ( И ^ = Ms- Щ  ; 5. Если £ = Cj(f) , то Mjf = J  Q(g(u))>)р (du)>

Величина ^ к , равная , называется моментом К-го по
рядка, а M (S - М|)* называется центральные моментом К-го 
порядка случайной величины £ . Центральный момент 2-го порядка 

= М (£ - M s)2 называется дисперсией Д , а 6 - V  <0 £ ' 
называется среднеквадратическим отклонением.

Основные свойства дисперсии: I .  ^ О ; 2. ®С  = О ;
3. £) ; 4. Для независимых £ и 9 + =
= + Щ  ; 5. Ъ  % = М ^2 - iMs)2

Величина
м Г ( * -  М Ш - М е )1

Г
называется коэффициентом корреляции случайных величин £ и £ .
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Свойства f :  I .  -I ^ £ I ;  2. Если % и ^ независимы,
то 0; 3. 1^1=1 тогда и только тогда, когда одна из случай
ных величин является линейным преобразованием другой.

Пусть случайная величина Д имеет моменты до четвертого по
рядка включительно. Величины
Л 1 }  M(S - и $ )% г fa

s " <si = \ f (m W  ' K '  &  C2>«1
называются соответственно коэффициентом асимметрии и коэффициен
те»! эксцесса случайной величины Д . Коэффициенты асимметрии и 
эксцесса часто называют просто асимметрией и эксцессом. Эти вели
чины характеризуют степень отличия функции распределения 
случайной величины £ от функции распределения ф  (*) нормально 
распределенной случайной величины с параметрами (ОД), для которой 
A s = Е  ̂ - О . Величина Е * характеризует "крутизну" кривой плот

ности fj(x) по сравнению с f H(oO - ФЧ^с) • Если распределение 
||(х ) симметрично относительно Н% , то А5 = 0.

Основные числовые характеристики системы )г случайных вели
чин I  f ,..., I  и- вычисляются по следующим формулам: 
абсолютно-нрпрерывный вектор I  = 5*) с плотностью рас
пределения вероятностей Д ** , ... ,

О о  . РО

~  j  "  j  ^*0 d x n ,
-00 -<*> дисперсия ^

Я)%. - К ц *  б£  ̂ J1 0 -со -00
корреляционные моменты оо со

М Ь Г  M | j ) J  = J t e - M O *

x(а^- (ocl t ... x n)d x x ... docn •

Аналогичным образа* вычисляются моменты для дискретных случайных 
величин, где интегрирование заменяется суммированием по всем воз
можным значениям случайных величин,. Например, для двух случайных 
величин I  и ?  , принимающие соответственно значения 

aj , Лл, аз , . • • и ёг, €л, ... ,

gj)>
00  00 ^>оо оо

a,P ij> мг ' Ц  ^i s i  <J L i - i I - i 0
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<=*=> о о

%  = 6g = Х Х  X I  - M sX p u ,

й ? - ^  - z z r ,  ' * i  - м ? ) г Рч.

к * /  - £  2 Z  (<*; - M s W j  - •J=i Ir
Вторые^центральные моменты составляют корреляционную матрицу

где ^Kji, • Матрица из коэффициентов
корреляций Д: = К-- 6^1 6-1 называется нормированной корреляцион
ной матрицей.  ̂ 1 *

Если *f (хА  ̂..^осп) - измеримая функция п  переменных и  ̂ =
= ^ (S i,..., 50» то Для абсолютно непрерывного случайного в^кт#- 
pa I  - ( £ * , I J  с плотностью распределения J  (осА, осп)

ОО оо
"  ]  ••• •••» °0 ] { (* 1, ... Jx n  »-оо _ оо V

О» .К
J [ (̂^1, ♦ • - Mî  J i ■**1>3гп)̂ эс1... Jocn̂

-О О  -Ов

Для дискретных случайных величин интегралы заменяются соответст
вующими суммами.

Числовые характеристики основных законов распределения:
1) если Д - биномиально-распределенная случайная величина
р(б, = к) * С а рк CJ,11 , где р - вероятность успеха при

одном испытании, <{, - 1 - р , то М% - п р , 7D5 - rtpcj, •,
2) если & - случайная величина, распределенная по Пуассону с 

параметром Л :рС& = к) = _ ^ _ е _А t *о Mg * A, « А ;1ч •
3) для нормально распределенной случайной величины £ с пара

метрами (ь и 6 Mg = ?)g  - 6*

ПРИМЕРЫ

Пример I .  Производятся многократные испытания некоторого эле
мента на надёжность до тех пор, пока элемент не откажет. Вероят
ность отказа элемента в каждом опыте равна ОД. Найти: а) матема
тическое ожидание случайной величины Ч> - числа опытов, которые 
надо произвести; б) $)д .

Р е ш е н и е .  Составим закон распределения:
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5 I 2 3 V< • • •
P

0 0 0,1 0,9*0,I 0,9*0,I • • • 0,9“^  0,1 # ¥ •

a) M l
К=1

О < р < I ,  тогда
ОО ^ P )= Z I  Р* = p/и- Р) . Отсюда

К Р * '1 - f  (Р^= 1 / U  - р ) ‘ .
к- 1

К=i
Используя эту формулу, получаем:

б)
М | » 0,1 2 1  к ( о , 9 )К~1 = о, 1/ ( 0,1)г = 10.И“ i оф

= (М |^ г '  - 100.

<■ Р < I  :,р со
вычислим ргмму

4(р) = £ kV 1, Я ( М р  = 2Г^рк- р/и-рИ
*яА / О / 0 о * гОтсвда ^ (Р Ь  (ц г^ г) = ( i ! ^  . Таким образом N 5 -

= 1,9/(о, 4)г= 190, 7>|=90.
Пример 2. Случайная величина J  задана плотность» распреде-ЯШЯНННМВМЯММ ¥ 2»  ̂ 1 ев ■ *

лення j  (а.) * ах  е”* х  при пс > 0 ( j 5(x) = о, х  < О . Зная
M l найти & , оС и 2̂ 1 .

Р е ш е н и е  . • Параметры (X и «С находятся из условий
Г  у -(**)* . ГJ  а х  е ofx - 1 •, J  а х
О о

Делая замену (скх)г * ъ  , мы приводим записанные интегралы к 
гамма-фунвции Эйлера: ^  ^

Г(т) - J е-* I cti (kvi>o')
О

Известно Г  (m+d-) * гн! , Г  (n+ y ) “
Из данных условий находим

541 e _(eCX)Z < /* . М * .

dx - j j t r -  j е 'Ч  2 d£ = (Xi f L) ’
# 00 . 0где . f -.t

(e n - i) ! !
2n V a T .

2cL
откуда

a -
a*#, S+l

r m
d. -
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Ms! = j"
s+г -{axr , асе € ах = а

S-tl
а г ( ^ )

X i z 2 = 1 .
2cts+3

S+ i
2<£s+1 ot* 2ol

S  +  i
2ol.2

З а м е ч а н и е .  Некоторое из законов вида i s (=с) имеет опре
деленные названия: (*•) называется законом Рэлея, $2 (х ) - зако
ном Максвелла.

Поимев 3. Вершина С прямого угла прямоугольного равнобедрен
ного треугольника соединяется отрезком пржой с произвольной точ
кой М основания; длина основания 2 . Найти математическое ожида
ние длины отрезка ОМ .

Р е ш е н и е .  Для того, чтобы длина СМ была меньше х , 
точка долина попасть на отрезок
р а длина которого равна Б

х 1 - 1 '.  Пусть 5 - слу
чайная величина, равная длине С М
(рисунок) 0, a i l ,  

i x 2-i\ xetvrr],
1. х>\ПГ.

a t

4
Ml- J

«Г

Замена:
i  V x 1 - l _____________

x = clvt, dx = Shictt , Vx* - i' = sVut,
azcch l - о, azeck fp  = Cn {£* VT"),

£п(1+\|г) l*U+\[D
I  = J okH d t = y j  (U c h 2 i)M  - J & i ( i  + \|T)

о 0

+ 4  sk(C*i (1*4/7)) * 2 + fz
г  ....... 2 (i + \TT)

З а м е ч а н и е .  При вычислении интеграла мы воспользовались 
формулами и обозначениями:
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Shi - eS-€^
c iib  =

e* + e~b
(синус s косинус гиперболи-г. a

ческие). - sh»*̂  = 1 *, 2ck*t * i-» ch.Z.'fc.
Пример 4. Случайная величина S задана функцией распределения

‘ О, х £ О, 
х 
чFt*) = 0<Х £ 1,

X  > 1 .
1 2а*’

Найти: а) М% , «DJ; б) коэффициенты асимметрии и эксцесса.
Р е ш е н и е .  Функция Ft*) в точке х  = 1 терпит скачок, 

равный 1/4. Найдём обобценную плотность величины JL :

F U) » j-C*) =
р(х) = j (х) ч i/ч Si.
М5 = 4 -1 х^ + J ♦

О, X  £ О,
i/4, X £ [0 ,i],
i!x\ х > J,

£
k

il
%
£
k

• *s не существует, так как интеграл
б) коэффициенты асижетрии и эксцесса не с у щ е с т в у ю т .

Пример 5. Дано распределение вероятностей дискретного случай-

&
j cbc

"х"

ного вектора ( 5 , ? ):
1 I -2  — 1 3
- I 0,1 0,1 0,3

I 0,2 0,1 0,2
Найти: а) корреляционную и нормированную корреляционные матрицы; 
б) будут ли % и t  независимы, некоррелированы?

Р е ш е н и в . а) Составим таблицы

Е I 2 3
М|= 2,2

- I I
Р 0,3 0,2 0,5 Р 0,5 0,5
%г I 4 9 №?= 5,6 ? I

%■-М* -1,2 -0,2 0,8 Р I

?
-F 0.1 0,1 0,3
I 0,2 ОД 0,2

 ̂= 0-, Ъ>[ - I- Кгг> 5,6-и,г)г» о,?6 = ки>
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Ki2 = [(-1,2)0,d - 0, 2 • 0,1 + 0,S-0,3j(_l ) 4 (-i,2)0,2-Q2-Qi+ 0,8- 0,2,
0,2

- - о г p = - . —~ •ti > > J l i  V 0, ? 6
б) % и ? коррелированы и, следовательно, зависимы.

Пример 6. Лана плотность распределения случайного вектора (S, £):

ЗС< О кед Ч < о.
[ е  ос^о, 4 * 0 .

Найти: I )  корреляционную матрицу; 2) будут ли J  и 1 независимы, 
некоррелированы?

Р е ш е н и е .  Найдём плотности распределения (%) и h (х) 
величин I  и Ч . Имеем ^
Js (а) = k  (a) = f  (а) = е 'а J  e^djj » х * 0 ,

4(х) = О, 3L < о -,
со

Ms ~ М? = j o c e ^ d x - d ;

M s2 * M y2 * Г * * 6' *  dx=a.

Отсвда *  *ц  *  кгг ’
ю ОО

К1г *  км - H (a-i)(jj-O e‘ *  в‘ * d x d p o .

б) J (х. у) = j^Cx) ; J  i  |  независимы.

З А Д А Ч И

Числовые характеристики дискретных случайных величин

5.1. Найти математическое ожидание, дисперсию, среднее квадра
тическое отклонение и моду случайной величины, заданной законом 
распределения:
a) _§ 1 3 5 7 9 б )? 0 I 2

Р 0,4 0,3 0,2 0,1 Р 0,3 0,5 0,2
в) Л. -2 -I 0 I  - 2

Р 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1
5.2. Случайные величины £t и 5г независимы, причем

М1г=5, . Найти Му и 'Эу , если:
а) ч = 3 ^  + 2г ; б) у  ̂ 254 + - 2 ; в) у = + 6$г + С ,
где Cl, &, С - постоянные величины.
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5.3* Математическое ожидание и дисперсия случайной величины £ 
равны соответственно 2 и 5. Найти математическое ожидание и диспер
сию случайной величины ? : а)  ̂= 2.1 ; б) *7 = + ? ;
в) £ - 3 | + 1 ; г ) £ - 3 1 - 2 .

5.4. Дана дискретная случайная величина I
£ -2 I 2
р Рг | 2 Ра

Найти: а) вероятности Р*., Р2 , ?ъ , если^известно,что М£ =1,
&% s 1#5; б) MSioJ | , Mcos^  ̂ J в) третий и тре

тий центральный моменты величины 5 .
5,5* Пусть -5 - дискретная равномерно распределенная случай

ная величина, принимающая значения 1 ,2 , , , , ,  w * Найти:
Ms.Ste, M e * *  о се Го д .].

5.6. Дана дискретная случайная величина
I - I 0 1 2
Р н Рг Pi Рч

Найти: а) вероятности P i, Р», Ра, Р* , если известно, что 
М *  =0,9, Ms2 =1,7, M i*  = 2,7; б) M s4 .

5.7. Дан ряд распределения случайной величины
S 2 4 6 8
Р 0,4 0,3 0,2 0,1

Найти: а) начальные и центральные моменты первых четырех порядков;
б) асимметрию и эксцесс згой случайной величины.

5.8. задачи закон распределения дискретной случайной величины
В и функция V? (X) ••

а) & -I 0 I
Р 0,3 0,5 0,2

If (ос) = 1 х | + 1;

б) 5 -2 ............ - I . 0 ______I ______ 2
Р 0,10 0,15 2,5 0,40 0,10

,  ¥С*)»2
|х|

Найти: M 'KS).
5.9. Для того чтобы узнать, сколько в озере рыб, отлавливают 

1000 рыб, метят их и выпускают обратно в озеро. При каком числе 
рыб в озере будет наибольшей вероятность встретить среди вновь 
пойманных 150 рыб 10 меченных?

5.10. Отдел технического контроля проверяет изделия на стан
дартность. Вероятность того, что изделие стандартно, равна 0,9. В 
каждой Наитии содержится пять изделий. Найти математическое ожи
дание дискретной случайной величины М> - числа партий, в каждой 
из которых окажется ровно четыре стандартных изделия, если провер
ке подлежит 50 партий.
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5.11. Найти математическое ожидание дискретной случайной вели
чины % - числа таких бросаний 4-х игральных костей, в каждом 
из которых на двух костях появится по единице, если произведено 
10 бросаний.

5.12. Бросает п- игральных костей. Найти математическое 
ожидание и дисперсию суммы числа очков, которые выпадут на всех 
гранях.

5.13. Сколько в среднем раз надо бросать игральную кость до 
появления шестерки? Ответ обосновать.

5.14. Считая, что вес тела с одинаковой вероятностью может 
быть равен любому целому числу граммов от I  до 10, определить, при 
какой из трех систем разновесов: а) 1,2,2,5,10; 6)1,2,3,4,10;
в) 1,1,2,5,10 - среднее число необходимых для взвешивания гирь 
будет наименьшим, если при взвешивании разрешается гири ставить 
только на одну чашку, а подбор гирь при взвешивании осуществляется 
так, чтобы использовать их наименьшее число.

5.15. Найти М | , 3 )В дискретной случайной величины, распре
деленной по: а) равномерному закону на { 1 ,2 , . . . ,  Ж}, б) гипергео- 
метрическому закону р (1 « к )® С м  С.Д'£, / С £ , к=о, I, ...,гт>.{п,м},
в) закону Паскаля p(s* к) = a/A ct-n )144* К » 4, 2,... .

5.16. Производятся независимые испытания и, приборов. Веро
ятность отказа каждого прибора соответственно равны р4,рг ,...,р*. 
Доказать, что математическое ожидание числа отказавших приборов 
равно рА+ рг+ ... + рп.

5.17. Два стрелка независимо друг от друга сделали по Ж  выст
релов в одну и ту же мишень. Вероятность попадания для первого 
стрелка равна р1( для второго - рг. Пусть - число попа
даний обоими стрелками в мишень. Вычислить М 5 , .2)5, если:
а) ЛГ= I ;  б) <AN а .

5.18. Производится ряд попыток включить двигатель. Каждая по
пытка заканчивается успехом (включнием зажигания) независимо от 
других с вероятностью 0,6 ( р= 0,6). Каждая попытка занимает 
время Z . Найти математическое ожидание и дисперсию общего вре
мени Т , которое потребуется для запуска двигателя.
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Числовые характеристики произвольных случайных величин

5.19. Задана функция распределения F (x ) случайней величины 
5 : (О , ОС. £ О,

F tx)= “I хг, 0 £ Х «  1.
( А,

Найти: a) M l, $ 1  ; б) р ] 1/3 < I  < 1/2 } .
5.20. Плотность доопределения абсолютной величины скорости дви

жения молекул имеет вид
J ( v ) -  e "air ( a > o ) .

Найти: а) среднее значение пути, проходимого молекулой в единицу 
времени (ожидаемый пробег молекулы); б) среднее значение кинети
ческой энергии молекулы (так называемую"средних) скорость молекулы").

5.21. Берется произвольная точка Д внутри круга радиуса 
Я и через згу точку проводится хорда ВС под произведши уг

лом 0  к радиусу, проходящему через А . Найти среднюю длину 
этой хорды.

5.22. Случайная величина % задана функцией распределения
F Сх) ;

a) 0, 1 Й ,
F (x)= ■6лхг

.
i < x  « Ve1, 

x ;
6) 0, X  6 - 4,

в)

г )

F « .  Д О -*?1' *  4 °-
* I ,

L i ,  х  > i ;

F (*) = i" * зг Q/bĈ fa;j
0.

F (х) = J
x a i c s i r u x  +  V t -  x 2‘ - i ,

i  ■ 2 + х агсей п х  + Vi- x2

X ^  0,

0 < X * y ,

I  <a $
■x> 4.
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д) О,
F (.эс) •= < “  6 ),

в)

ж)

,‘ - т в
О,

S i n J o c ,

А,
1

О < сх. «  €п.2, 

а  > йп.2
л

ос ^  о ,
. А СК ОС 5 “5“ »

ОС. < О ,

JC> -j-;

F (» )=  z { i+ 4+ 1Л| )

Найти: I )  Ms и , волн они существуют; 2) коэффициент аснм-
метрии и эксцесса.

5.23. Плотность вероятности случайной величины £ имеет вид:
в) j W  = е

— I ас. | (тшягтмгаяятяа Лапласа):^ I f4MVISb 9M4V|M|VM4PMMw  vW IHM Pwllv W  J ■

б) F  cos*
о

в) ,Ah! „
J ^ H v r  v e

о.

-K*V2

1*1

loci > Z .

t ? o ,  

1Г <o

(плотность вероятности скорости молекул газа - закон Максвелла);
г ) зс™ -*

^ ( а ) =  j m | ОС» О,

ос< О;

д)

_Аос
^  5» О (показательное распределение).

о, ос < о
iC»)=  1

I
Найти M i, $ S .

5.24. Вычислить начальный и центральный моменты третьего по
рядка случайней величины £ (т.е. соответственно * М % ,

J* b- !Vf (S  - M l)3, плотнооть вероятности которой имеет вид:
а) о,

ZoL, 
О,

ос<о, 
о £ а  £ i ,  

х  > i :
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б)
i  ex')

yCOSX,

0,

B)
j  ад - X i  o,

0, x> o.
5.25. Случайная величина !i имеет нормальное распределение с 

параметрами ( 0, 6 ). Найти Мвь . К = 1 ,2 ,... .
5.26. Случайная величина В задана шгогностыо распределения

О, X < О,
оспе’ х

I  п !

а »  о .

Найти М ? , .
5.27. Случайная величина £ задана плотностью распределения 

(гамма-распределение) 0.

ru+ i)

X  < О,
X

Найти: а) М 5; б) .
5.28. Дана плотность вероятности случайной величины %

О, х  < О,

0 «ГХ < 1,
1 <а ^ <?.

J. -Y2

v О, -X >2 .
Найти: а) начальные и центральные моменты первых четырех порядков; 
б) асимметрию и эксцесс згой случайной величины.

5.29. Функция распределения случайной величины g имеет вид:
а)

Г О .  эс < о ,

Floc) = l / ос \
ехр (~ 2^*'» эс?0, 6>0 (распределение Рэлея);

б)
F (х) - 2 + зг ° ' ъс' 9 Л  (распределение Коши).

Найти моду М„ (Е ) и  медиану Ме (В-) случайней величины g .
5.30. Зядяи» плотность вероятности j-(x) случайной величины 
£ . Вычислить М 4* ( В) , если:
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а)

;f(x) =

б)
jlx ) =

в)

О, #ч
-ОIVа

0,5, -1 и ,

. о. X > 1,

COSX, Х € [ 0,Й .
<
[ *  № т 1
г

а/х , X  € [i, €1,

0, x ^ [ i ,  е].

V (.xb |эс|+ 1;

Ч»(ос) = £у12с + 1.

М

5.31. Доказать, что если случайные величины % 
независимы, положительны и одинаково распределены, то

1
.IJ+  ...+ Ьп

5.32. Дана числовая последовательность , xt , . ,  а :* , ...
Пусть |  Л (и^ 1) - дискретная, равномерно распределенная случайная 
величина, принимавдая первые и, значения згой последовательнос
ти. Доказать, что если последовательность сходится, то tim М 1*=
= . Верно ли обратное: если существует Cim М 5 ,то
указанная вше последовательность сходится?

5.33. Привести пример двух случайных величин, таких, что:
а) существуют конечные » но не существует конечного

M i1? ; й) существуют конечные M i, Щ  , И S9 , однако
М?^ ф
5.34. Доказать, что если S и % - независимые случайные ве

личины, то = 2)%- Ъ } + (М у )г «0 % , т.е.
Ъчч

5.35. Случайная величина Д принимает конечное число значе
ний ) . .. 1 ос и .. Найти пределы „ ______
а) П т  М и г у М ! ! ! " ” ; б) lim  У М | ? Г '.

п - * о о  ‘ (I - »  оо

5.36. Пусть В  - неотрицательная абсолютно непрерывная слу
чайная величина с функцией распределения F (* ) .  Доказать, что 
если К 5, конечно, то о»

М£ = j [1 - F(x)] с/х.
5.37. Случайная величина Д цринимет только целые неот-
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рицательные значения. Доказать, что
№? = p(£*iO .

5.38. Случайная величина S имеет конечный второй момент 
M E2, х£ R ( R  - множество действительных чисел). Найти

m i |г М (.%- ос) и то значение эс0 , на которая этот минимум доле R
стигаегся.

5.39. Доказать, что если две случайные величины и Sz при
нимают только два значения каждая и с-огг (,£it £г1 - о f то ? ! 
и £г независимы.

5.40. Играется следующая игра. Отрезок [o ,l] разделён на п.
равных частей. Интервалы , 2-Кч 1 Г называются нечетнымиJ а ’ п. L
(или выигрышными), а остальные проигрышными. Игрок наудачу броса
ет TOHî r в отрезок [0,1 J. Бели точка попадает в выигрышный интер
вал, то он выигрывает I  единицу, если попадает в проигрышный ин
тервал, то игрок проигрывает I  единицу, а если точка попадает в 
одну из точек { 0, -$;»•••> } , то он ничего не выигрывает
и не проигрывает. Через 5 ц (х ) обозначим случайную величину, 
равную величине "выигрыша” игрока, а) Показать, что случайные ве
личины и независимы, б) Будут ли независимы и Е4 ?
в) Показать, что случайные величины , если ? n(x)= Sw nSia^x , 
ос 6 [0,1] попарно независимы.

Числовые характеристики функций от случайной величины

5.41. Диаметр круга измерен приближенно. Считая, что его вели
чина равномерно распределена на отрезке [1 ,2 ], найти распределе
ние площади круга, ее среднее значение и дисперсию.

5.42. Тело взвешивается на аналитических весах. Истинное (неиз
вестное нам) значение массы тела равно <% . Вследствие наличия 
ошибок результат каждого взвешивания S l случаен и распределён 
по нормальному закону с параметрами & и 6 . Для уменьшения 
ошибок тело взвешивается п, раз, в качестве приближенного значе
ния массы берут среднее арифметическое результатов ъ  взвешива
ний: а

. к  t i l l -
1=1

I )  Найти характеристики случайной величины ^  : математическое 
ожидание и среднее квадратическое отклонение; 2) Сколько нужно 
сделать взвешиваний для того, чтобы уменьшить в 10 раз среднюю 
квадратическую ошибку? 62



5.43. Случайная величина S равномерно распределена на отрез
ке [0.1]. Рассматриваемся ее функция 9= 2/3} .  Найти Mf?
■ f y  . l '

5*44. Случайная величина Д нормально распределена с пара
метрами (ОД). Рассматривается ее функция и - max(5, 2}.
Найти

5.45. Случайное напряжение IX распределено по нормальному за
кону с параметрами ( т , 6 ). Напряжение IX, поступает на огра
ничитель, который оставляет его равным IX , если ТС £ U0, и де
лает его равным ио, если ТС > U0, т.е. £ - ruin {TCj u0} 
напряжение, снимаемое с ограничителя. Найти

5.46. Случайная точка ( 5 , £ ) равномерно распределена внутри 
круга К радиуса "2 = 1. Найти математическое ожидание и диспер
сию случайной величины ^

5.47. Случайная точка ( 5 , 2 ) равномерно распределена внутри 
квадрата [ 0,1] х [0 ,1 ] . Найти математическое ожидание и диспер
сию случайной величины £  -

5.48. Найти среднее значение и дисперсию произведения двух не
зависимых случайных величин £ и % : а) с равномерными законами 
распределения ( £ - в интервале [o ,l] ; h - в интервале [1 ,3 |;
б) с нормальными законами распределения с параметрами, соответст
венно, ( 6t ) и ( <2г \ 6г ).

5.49. Имеются две независимые случайные величины I  и £ . Ве
личина § распределена по нормальному закону с параметрами (1,2), 
величина \ распределена равномерно в интервале [0,2] .Определить:
I )  М (*♦*) ; 2) M l 9 ; 3) M l*  ; 4) М(5- f )  i 5) 9> U+ f )  ;

5.50. Независимые случайные величины I  и f  имеют плотности 
0j(x) и ]г(х). Найти математическое ожидание и дисперсию случай

ной величины ^  = I ^ - *i I.
5.51. Имеются две случайные величины 5 и £ , связанные 

соотношением ?= 2- 3§ . Известно, что М 5= -4, Ф л  - М- 
Определить: а) ; б) корреляционный момент и коэффициент
корреляции величин £ и £ •

5.52. Рассмотрим случайный вектор ( ), причем
М | 1 = -1, И |г =3, C o v r (5 l t  1г ) = 6. Найти ,

где \ - 3 ^ 1%г + Ц.
5.53. Случайный вектор ( § , ) распределен по закону

- I 0 ...... , I  _________и 0,10 0,15 0,20
I 0,15 0,25 0,15
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Найти: а) М§ , ; б) 2)§ , ; B )C o ir(l,£ ), f  С%.£).
5.54. Задано распределение вероятностей дискретного случайного 

вектора ( £ , 1 ):
I ) I  , 3 5 2) 2 4 6 8

-I 0,1 0,2 0,1 3 0,1 0,2 0,1 0,1
2 0,2 0,3 0,1 6 0,1 0,1 0,2 0,1

3) -2 -1 I  ’ 4) -I 0 _ 2
-I 0,1 0,2 0 2 0,2 0,2 0
0 0,2 0,1 0,1 3 0,1 0,2 0,1
I 0 0,1

«
0,2 4 0,1 0 0,1

Найти: а) корреляционную и нормированную корреляционную матрицы; 
б) будут ли |  и £ независимы, некоррелированы?

5.55. Дана плотность распределения случайного вектора ( ? , t  )•
а) де-3(х+̂

б)

Р ° ’
I о, х< о ИЛИ < о.
f to p  в [о, f ]  * [о, 1“],

^  f ] .

в )

г )

Д) Jt o p *

2/a*(i+x*)(.4 4«il ),
. & ***

—  р  "  2
23Г е 1

COSXCOS^(0C^)6 [ о Л Ь  [°* Я »
и . ^ ) ^ [ о , г ] х [о. f ] .

е) О * о3
L 0> 0С<О ИЛИ ^  *  О*

Найти: I )  корреляционную матрицу; 2) будут ли |  и £ независимы 
некоррелированы?

5.56. Плотность вероятности случайного вектора ( В , £ )

И“ вИВВД J  А ^  , (а ,0  £ » ,
0.
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где А = Const , © - область, ограниченная прямыми зс + у = 1,
х  = 0, и = 0. Найти: а) константу А ; б) М|. , ;

в) ©5 /  © f ; г ) cotftS, jp , J>(S.Jp.
5.57. Найти коэффициент корреляции мезду § и § , если

а) p { i  = 0} = i/3, p { l  = lb i/ a ,  p { g = - i }  = i/б ;
б) £ - равномерно распределена в [  0 ,l] .

5*58, Из урны» в которой YI белых, m черных и К красных
шаров вынимается один шар. Случайные величины 5 , \ S  опреде
лены следующими условиями:

'X , если появился черный
0» если белый шар не появил

ся;
шар,

О, если черный шар не 
появился;

I ,  если появился красный шар,
О, если красный шар не появился.

Построить корреляционную матрицу и нормированную корреляционную 
матрицу системы случайных величин £ , £ , )£ .

5.59. Пусть <*■ i , произвольные константы, при
чем О, Р(5,£)- коэффициент корреляции между £ и £ .
Найти j ^ S  «42 + & )•

5.60. Пусть 5 *, 5г , •• •, 5ю. - последовательность взаимно
независимых одинаково распределенных случайных величин, принимаю
щих с вероятностью р значение I  и с вероятностью % = i - Р зна
чение 0. Положим, ^  = 0, если + В ^  к число четное и ^. = I 
если St + 5; + i = Найти математическое ожидание и дисперсию
* - z z r . 4?i.

5.61. Пусть случайная величина 5 : а) расшределена по нормаль 
ному закону с параметрами (0,1), j? - £ , |7 = g*; б) равномер
но распределена на отрезке [0,23?], ^4= cosgp £ = бш. В .
Найти Со7 (*̂ А> . Являются ли ^  и fj независимыми?

5.62. Пусть случайные величины независимы, одинаково
распределены и имеют конечные вторые моменты. Показать, что слу
чайные величины ^  = gA+ ĝ  , у - - 5  ̂ некоррелированы.

§ 6. ХАРАКТК1МОТИЧЕСКИЕ И ПРОИЗИОДЯИ̂ Е ФУНКЦИИ

Пусть Е - случайная величина с Функцией распределения вероят
ностей F (эО . Характеристической .̂ункцией случайной величины 

называется комплекснозначная функция
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<flO = MeiiE = dFC*),
— CTO

определенная для вещественных "!>.
В частности, если В - абсолютно непрерывная случайная вели

чина с плотностью JOO = F (ос), то
О о

ч (Л) - j  е J  оз «&■.“ во
Если I. - дискретная случайная величина, принимающая значения 
зск с вероятностью рк , то 1Р(£) - У  в *рк-

кЗаметим, что характвристическая функция есть, с точностью до постояь 
ного множителя, преобразование Фурье-Стильтьеса или, что тоже са
мое, преобразование Фурье обобщенной плотности р(х) = F ’Ĉ O.

Основные свойства характеристических функций:
1) Ч*(0) = 1, I ' f W U  1, - оо < i<  ОО ;
2) f  ( i)  - равномерно непрерывна на числовой оси;
3)  ̂vt) - положительно определена, т.е. для любых действитель

ных чисел i ьп ( п. "9 I )  и любых комплексных чисел
Н £ , . . . ,  выполняется неравенство

£  ’f t t t - t j JZ iZ .  ^ 0 ;
4) характеристическая функция *f5 (t) сушы £ = I A+... ■+,£*, незави

симых случайных величин равна произведению характеристических 
функций слагаемых: Ч fctCfc)... ;

5) если у случайной величины £ существует момент порядна И- , 
то характ вристическая функция Ч (■£) имеет о, непрерывных про
изводных и ЧКГ1) (о) = I й-Ms"

6) комплекснозначная функция Ч СО действительной переменной ~Ь 
является характеристической функцией некоторой случайной вели
чины % тогда и только тогда, когда она удовлетворяет свойствам 
I )  - 3) (теорема Бохнера-Хинчина-необходимое и достаточное усло
вие существования характеристической функции случайной вели
чины); __

7) если  ̂Щ - характеристическая функция, то Ч W ,
1 У ( -t) 1 г также характеристические функции;

8) если ( i) ,  ^г(-0 , (t) - характеристические
функции, то для любых с1л таких, что oLKz О и
— — т. W

также является ха
рактеристической функцией.
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Функция распределения вероятностей F (х ) однозначно опре
деляется своей характеристической функцией Ч i t )  . Имеет место 
формула обращения: для любых точек непрерывности функции Ftx)
^  и  ̂ Д Л-*1̂

— i t — 'n t ) c l t '

Если 4 (i) абсолютно интегрируема, то S  - абсолютно непрерывна 
с плотностью распределения вероятностей J  (•*•) ■= F ' (^ ) и

, —■ со
т.е. J- (х) есть обратное преобразование Фурье характеристичес
кой функции Ч it) .

При нахождении характеристической функции или плотности рас
пределения по характеристической функции иногда бывает полезна сле
дующая теорема.

Теорема *  . Пусть функция J-(x) , заданная на всей дейст
вительной оси, может быть продолжена на верхнюю полуплоскость 

JrYL?: О , а ее аналитическое продолжение i  t z) не имеет
особых точек на действительной оси и в верхней полуплоскости удов
летворяет условиям леммы Жордена: ^ (г ) является аналитической
в верхней полуплоскости 3m Z > о  , за исключением конечного 
числа изолированных точек, и равномерно относительно Cl2.g Ъ 
( 0 < cugZ ^ ”34 ) стремится к нулю при 1г1 —* Тогда дяяа>о

- О О

где суммирование ведётся по всем особым точкам функции
» находящимся в верхней полуплоскости. 

П р о и з в о д я щ и е  ф у н к ц и и .  Для неотрицательных 
целочисленных величин удобно пользоваться производящими функциями.

Пусть % - целочисленная неотрицательная величина, для кото
рой = = pKj К & о . Производящей функцией У (М  ве
личины Д называется функция ^

Ч' (А = М Л *  = JZ ?Л*,
к-о

определенная для комплексных  ̂ , для которых | A I < 1 •
Если  ̂It ) - характеристическая функция случайной величины 

% , то, очевидно, Поэтому производящая функ
ция суммы независимых целочисленных случайных величин равна произ-
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ведению производящих функций отдельных слагаемых. Распреде
ление вероятностей случайной величины однозначно определяется ее 
производящей функцией: ^

Р.-ТГ
Величину MS (§'!]... (5-K+i) называют К-м факториальным момен

том. Если К-й факториальный момент конечен, то существует лево
сторонняя производная Н,к(1')и M S ( S - 0  ... (5-K+ i)=  
в частности - ^ " ( l )  + Ч'1 ( i)  — ̂  V U ) ] *

П Р И М Е Р Ы

Поимев I .  Найти производящую функцию числа "успехов" в схеме 
независимых испытаний Бернулли и с ее помощью найти М5 , $5- 

Р е ш е н и е .  Биномиально распределённую случайную величину 
В можно представить в виде сушы незавиешых случайных величин 
S i : S = М 1 + . . .  , где % i принимают значения I  или О

с вероятностями р или <{, соответственно. Найдём производящую 
функцию S i : + , тогда

С?) -  ^ 0 0 . . .

М | = % t o *  np(<J. + p 2 )r,' 1|2, i  = npj
$>§ * Ш  + U )]2;

H'i  - a (n - i ) p 2(q, + рг") п ' г  |? 3 i  « tt (n- i)p *
Таким образом, - r l(n - d )p 2 Л np - Г12р2 = npcj,.

Пример 2. Найти характеристическую функцию случайной величины 
В . имеющей распределение ^(о) - A  q ~ 1 ж| , и по ней

найти Mjj и .
Р е ш е н и е .  о . оо ...

j f* -lx| I 1 ( х(л^ + ̂ ) |  ̂ ~4) .Ш) -- j  е dx* f  J е ck + yj-e dx
- О» - оо О

i ( i i \ i
) ■

= О.
t  - О
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имеет вид = L-Z—^ ф Найти соответствующую ей плотность
1

вероятности
Р е ш е н и е .  оо . ii  “ Ct

Пример 3. Характеристическая функция случайной величины 5

« 1 f 1
№   ̂ 2Г J 7-O O + -t e  J i .

Функция 0- Ci +tl ) удовлетворяет всем условиям теоремы *  ,
функция (i -«■ 2) (i + нг) _i имеет единственный в верхней полуплос
кости простой полюс 2. = I .

=  ( г - П а - С г )  -Их _L_ 
г-^i z* + i  ^ ' I е -

Выг. 
a = L

1 - i a j u  
l

Таким образом, по теореме *  , если

-во А ^

ос <: о, 
г*  6 * = е *

Если же
i*  ~  23Tv

ос > о, то сделаем замену -t = ^ , Тогда
.  0 0i  f J + L U. 4 i f  i + It

J- t x )  -  i3r J  j  4  ц
-со

iuac , „  j 4 12 lea- _в dw - Buz. _ э £ = O,
2-- L

З А Д А Ч И  

Производящие функции

6»I • Найти производящую функцию 
ной величины ё :

V§ СЮ распределения случай-

а) £ 0 I 2 3 . б) I 0 2 5 6
Р 1/6 1/3 1/6 1/3 ' Р 0,2 0,1 0,4 0,3
5 1 - £L | I 2 *  • * К »  » I
Р 2*3-1 2-3-2 2-3-3 * • # 2-3" К -1

6.2. Пусть В  - неотрицательная целочисленная величина с 
производящей функцией . Найти производящие функции величин:

Л + 2; 3 |  ; 4 %  + 5.
6.3. Пусть т  и число испытаний в схеме Бернулли до

появления первого успеха и юъ-го успеха соответственно. Найти 
производящие функции величин ъ  и Т™ , а также Ит , ,
Мт*,, Ю г * .

6.4. Найти производящие функции целочисленных распределений 
случайной величины ^ :
а) равномерного р { В “  ̂3 - 7 7 > К ~ ^
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б) геометрического Р j Е = к.] - РЯ ', к = о,а, .. . ,p+q, - ±,
в) биномиального Р {§ * к )  ® С* p*U-p)n * К* гг,
г )  пуассоновского p {S - к] - ^  е "* , К= о,i# ... .

ф

Используя производящее функции, найти M l и 2>5 .
6.5. Доказать, что: а) суша независимых пуассоновских величин 

имеет пуассоновское распределение; б) суша независимых биномиаль
ных величин с одинаковыми вероятностями "успеха" р является би
номиальной случайной величиной,

6.6. Найти законы распределения, которым соответствуют следую
щие производящие функции:
a) -£U+*)a i 6 )  у ( 1 - Т г ) ’ £ ; в )  е 5*( г ' °  ;

г) ( т  + Т г ) а ; д) I " V 1- г ' .
6.7. Производящая функция распределения случайной величины 5 , 

принимающей значения 0 ,1 ,2 ,..., К , . . .  равна ЧЧ*) . Доказать, 
что при 0 <■ <Х < о л  п t

М Т Т а  * j  г  'ь О

М (ГЛ )7|7Т ) 1 / 1 * ' *  1 J V ' *  t(u> du di.
6.8. Пусть Ufi - вероятность того, что число успехов в после

довательности и. испытаний Бернулли четно. Доказать рекуррентную 
формулу U n - l + р(1-ип_4) (здесь Р - вероятность "ус
пеха" при одном испытании, Q = I  - р ). Вывести отсюда произво
дящую функцию, а из. нее определить значении .

6.9. Целочисленная неотрицательная (о вероятностью I )  случайная 
величина $ имеет производящую функцию Ч'С^). Доказать, что 
если для целого
hf" —r r ' K i ' )  ’  т  , то tS-K+0)= т к .
и i с(г* г=и

Характеристические функции

6.10. Найти характеристическую функцию Я tv) дискретной слу
чайной величины § , имеющей распределение:
а) биномиальное р {Е  = К } = р*(А-р)"~* К= °>i , ...,

№ -Кб) пуассоновское 6 , K=o>i > . . . j
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-.в) геометрическое р { ? - к }  - к ^ о, 4 , 2 ..........
Используя характеристическую функцию Ч ft) , найти Н% , Z)g.

6.11. Найти характеристическую функцию случайной величины 5 , 
принимающей значения 1,2,3,... с вероятностями р{*==к} = Е " к.

6.12. Пусть независимые случайные величины, каж
дая из которых принимает значения I  и - I с вероятностями 1/2. Най
ти характеристическую функцию случайной величины $ +... ■+ 5 п-.

6.13. Доказать, что при каждом натуральном и- функция Ч* ft) =
= c o s a_fc является характеристической.

6.14. Найти законы распределения, соответствующие характеристи
ческим функциям: a) cos-fc ; б) COS2i  ; в ) соакгЬ ;
D Z : ^  2~kc o s k I .

6.15. Доказать, что функции
оо оо . 4 »

Vi (i) (У =Z T a K е 1 к »
к=0 оо К-О

a K > 0 , 2 Z < V ^  Л0< At < Лг ,...
к=о

являются характеристическими. Найти соответствующие им законы 
распределения.

6.16. Случайная величина £ имеет плотность распределения
( 0, 1x1 >  а ,

н л ' - № - Ч ) ’ w < * -
Найти характеристическую функцию 5  .

6.17. Случайная величина В  имеет плотность распределения
i tx)= ±  ■ J L l C o s a x _ . 
у $• ахг 

Доказать, что характеристическая функция %  равна
О, |i! > a,
1 - - ^ .

6.18. Найти характеристическую функцию ^ ft) случайной вели
чины % , имеющей распределение вероятности: а) равномерное на
[а 6] хе[а,6],

-с
О,j(x )=  6 - а  х £ [ а , « ] ;

б) показательное
^ (X) - i *J  a < °>, x >o -}
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в) нормальное о параметрами ( СЬ , 6 ); г ) Коши j(o i) - м Ух*Т~*
Используя характеристическую функцию ЧШ , найти М*, , .

6.19. Пользуясь простейшими свойствами характеристических функ
ций, показать, что функции a) sin*"t ; б) si-ivfc -t- i. ;
в) (1+ t 4) ' *  ; г) |COSi( ; д) 6~^  ; е) C o s i-1 не
могут быть характеристическими.

6.20. Используя свойства характеристических функций, найти за
кон распределения случайной величины b = + 5г , если и
£§г независимы и: a) и равномерно распределены на интер
вале [о ,1 ]; б) и распределены по показательному закону с
одним и тем же параметром Л > 0; в) и Дг нормально рас
пределены с параметрами ( <2£ , 61 ), ( &г , 6г ) соответственно.

6.21. Характеристическая функция случайной величины % имеет 
вид: a) 44i)= в _аН'(, а  > о, б)¥ (t) = (i + t i)/ (i ч i-2)  .Найти 
соответствующую ей плотность вероятности je  (оо).

6.22. Случайные величины Д£ , . . . ,  ^  независимы и имеют одно
и то же нормальное распределение с параметрами (0,1). Распределе
ние случайной величины X *  = + ♦•• + -§г. называют X 2, -
распределением с г степешэш свободы. Найти характеристическую 
функцию и формулы для моментов к-ro ( к = 1 ,2 ,...) порядка 
случайной величины X  г •

6.23. Величины Ж и £ независимы, их характеристическая 
функция равна ̂ ( i ) . Найти характеристическую функцию величины
в-г.

6.24. Дать теоретико-вероятностную интерпретацию равенства
S lu r s in T  ллс "Ь 

Т ~  = -Т7Г ‘ cos_y  '
6.25. Доказать, что из (i) = ‘fgW 'fu (Л) не следует, что 
Дт и ^ независимы.

6.26. Пусть , *§г, - независимые случайные величины,
имеющие нормальное с параметрами (0,1) распределение. Найти харак
теристическую функцию случайного вектора ( *?£ , ), где j? =

§ 7. УСЛОВНЫЕ РАСПРВДЕЯЕНИЯ

5 и f - случайные величины, заданные на вероятностном 
пространстве ( X X  , ■? , Р  ).
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X .  ~ •••} - множество всех существенных значений вели
чины g , p l l  = x t} - pL >0, T Z ? i^  I-

У  ■= {fa  уг>... } - множество всех существенных значений вели-
чины 1 * р{*г = >0,

По определению условным распределением величин Ж и £ счита-

*  Pt W : ) b  р|8р п 1 а Г а ! ’
где Р |(д 1 ^ ) - обозначает вероятность того, что В примет зна
чение х  при условии, что Ч приняло значение у .

Pf ( jW » p f i- j l * - * }=  u p h = r i ai-
Для произвольных непустых множеств С 2С и В С У  спра
ведливы равенства

P{SeA\>j} =21 о (aw),
a€A * 0

( $ , Ч ') - абсолютно непрерывный случайный вектор

а э̂с> у) - плотность вероятности вектора ( , Ч ). Если
,jrg(a)>0 и (tf)> О , то условные плотности ;Jg (<*.1 и 
Jjb (<̂ .1 ос) определяются следующим образом:

, , , . J  Сзс»а)
Ц )

с J  <K*,jp<ty
“  <70

Теорема умножения плотностей:

i^> Vs V  l 5 Cal^ = 4* (x)j ^ 3 }j^*
Для любых борелевских множеств А и Б справедливы равенства

Р { | £  J & 1 |j) <*х,

g , 2 - дискретные случайные величины
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если р{И 6 В ] > О. ^

Условное математиче ско е ожидание

Если M i l l  <• е » , то условнш математическим ожиданием 
М (1 1 “ М (§  I \ - $ ) случайной величины JS при гипотезе £ =
= Ч называют величину M (l I - Z H ^ € X X|^ (рс| у ),
где Х =  {oCj.jOj,... }  , У -  {  J J i,  ^г , . . .  3 » Для дискретных 
случайных величин и ^  ^

M U l ? )  - _ ] * i s ( a l } ) *  - Щ - Ы ^ И х -
для абсолютно непрерывных случайных величин.

Условная дисперсия определяется как

SH s I ^

Математическое ожидание и дисперсия сужы случайного числа 
независимых случайных величин

Пусть , . . .  - независимые случайные величины с конеч
ными математическими «ипртдгямм M l к и дисперсиями 'З»!* ; Z. -
целочисленная случайная величина, принимающая значения 1,2,3........
Рассмотрим У = Ss+ • . Справедлива формула

М р  £  м ^ | к )р и = к }
(формула полного математического ожидания).

Условные математические ожидания как случайные величины

Пусть В  - абсолютно интегрируемая ( М ||| < оо ), а У - 
произвольная случайные величины.

Условным математическим ожиданием М (111) случайной величины 
В  относительно случайной величины  ̂ называют случайную вели

чину о (i^), где  ̂ ( | )  - борелевская функция такая, что для произ-
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вольной ограниченной борелевской функции К. (  ̂ ) выполняется 
равенство

M U H ls )  = мк(?)}ОД.

Случайная величина М [§ является измеримой функцией от
носительно 6 -алгебры Ji;  , порождённой величиной : 3^ =
= {*2"а ( В ) :  В  - борелевское множество из IR ] . Поэтому услов
ное математическое ожидание М (£ I можно определить еще как 
измеримую относительно 3^ функцию, удовлетворяющую равенству

J  M(5l«f)dp = J § dp
. _  А •* д 1

для любого А ^ о- и .
В частном случав, если - дискретная случайная величина, при

нимающая существенные значения jf4 , > т . е . З д (to),

где оск }, 3,(w)-- j  о ,и )^ Л к ’,

TO
k:-4

С в о й с т в а  у с л о в н о г о  м а т е м а т и ч е с к о 
г о  о ж и д а н и я :
I ) М ( М (5 I ‘t'O - MS ; 2) если М iSjl < °°, ,  М 15*1 < 00 >
то М (Ci S1 ■+ С2 Sa|? ) = 3) если Л & О , то

4) если 5| с  , то М С511?) — % ; 5) если
OS ^  < 5г£ ... и М lim  00 , то & м  М(5ц 12)“  М (бет §и| 2) 
с вероятностью I ;  6) если % и \ независимы, М К  (S)l < 00, 
то М Mf(£V

З а м е ч а н и е  2. Все изложенные определения и формулы ос
таются справедливыми, если случайные величины 5 и £ заменить 
на случайные векторы 5 - > §h) и £ - ..., и, со
ответственно, 1  и  ̂ на 5c=(a4l а * )  и и = у 4 | ^ ) .
Например, равенство ( I)  в этом случае запишется

П Р И М Е Р Ы
Пример I .  Дано двумерное дискретное распределение
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-2 2 3
- I 0,1 0,2 0,1
I 0,2 0.1 0,3

Найти: а) условные расцределения I ^  ) и (&j I X L) ;
б) условные математические ожидания М 11 и i^i.) и
дисперсии © t § l ! J p  и >

Р е ш е н и е ,  а) Условные математические ожидания находим, 
используя форд̂ улы:
P tU -  ц ->- . р , I л .  P i S  = * i ,

Р{5 e х сЗ
Заполним таблицы

ОС; -2 2 3
P*(x d-I) 1/4 1/2 1/4
P ^ l l l ) 1/3 1/6 1/2

Например,

__ _____ - i i
P$ j 1-2) 1/3 2/3
V S i1 a 2/3 1/3

1/4 3/4

Ч ' •• о,з 3
б) Используя таблицы, найдём условные математические ожидания и 
дисперсии:

М($1-0= т  +i+T  = f>  MUI1)= М(̂ (-2) = у»

М(*|2)= -5-,М(![13) = 4» ff>

U % \iU  Щ-> 9)(tl-2).-f > T*
Пример 2. Дана плотность распределения вероятностей случайного 

вектора ( § , ):
f T f4 rcoS(;x+^> [ °> т Ы °-  W ,

J  lsc,̂ =  |  о, [ °.\ ]* [ °>  и
Найти: а) условные плотности и условные математические ожидания;
«> P U ‘ [ ° , f ] | j €  [*.*])•

Р е ш е н и е .
COS СЭСЧ C O S ( J X 4 * ) ___а) если

j* /vC0StX+3)c|.X

0 М ^ [°,4 М °>  4 ] и • если(ос^)̂ [0,1>[о1-1
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Аналогично, 3[)-sinx . если [°. 4 ]  ,
J-ij(^|ocK 0 , если (х,^) t M b  [о, 2-].

M(SI4)- |Ч Т / ^ х ,  jstj^ b c o s f l  + abcosg
1 1 3 J0 Sm((j4l)-S.ng Sin(ЭТ + i,)_ sing
Ц ( | [ | х ) =  f  S in  ( f - t  x )  ч c o s ( |  4 x )  -  c o s o .

S ln .(5  -V cc) - SvVlX

<J)Pfe€[o.,]|»}€[-j. ч] - Р ^ €£Ж,Ж] jj. P^€[o.f]l5 }^(]()d^,
£ J

где ЗД Ь Yf̂ rr JJ* c o s c x + y d x ,  y^i[sin(?+jj) - bin ]̂; 

^ l ( i -c o s 4 ) .
Окончательно имеем: _ _ i ~~ ЭГ

Пример 3. Техническое устройство состоит из уь узлов. Каждый 
узел может выходить из строя независимо от других» Время исправной 
работы i -го узла распределено по показательному закону с пара
метром '• ( i)  - ^  [ t  > о ). Известно, число выходов из строя

ь-го узла есть случайная величина X  i , распределенная по за
кону Пуассона с математическим ожиданием МХ^= и диспер
сией = К'ЬЪ . Каждый узел, оказашийся неисправным, немедлен
но заменяется новым и поступает в ремонт. Ремонт С-го узла про
должается случайное время, распределенное по показательному закону 
с параметре»! (W-s'tyi). Jtlj 0)« Устройство работает в тече
ние времени X .  Определить: а) математическое ожидание и диспер
сию числа узлов» которые придётся заменить; б) математическое ожи
дание суммарного времени Т , которое будет затрачено на ремонт 
вышедших из строя узлов.

Р е ш е н и е ,  а) Пусть X  - общее число узлов, вышедших из 
строя за время Т . Имеем к

x - £ v ,  м х - z Z M X i ' ^ f c .
V  U l L=1 ^Так как А ; независимы, то h

77i,-= 1 ^  i-i



б) Пусть Tj - общее время, затраченное на ремонт всех вышедших 
за время X узлов i -го тша. Так как число этих узлов есть , 
то Т Г  - случайная величина, распределенная

и  Т  М  Т Фпо показательному закону с параметром p i  % - неза
висимы. По формуле полного математического ожидания

м т ; м с ш р р с и  к }.

« . . .  m w : z ; 1m w i . 4 1w .  к

Окончательно имеем: М Т - г

З А Д А Ч И

7.1. Даны дискретные распределения случайного вектора ( 5 , Ъ).
т\ __________ ______

- I 0 2 А = 1-1: 2 f .
0
1
2

2) _  .

0,05 0,2 0,1
0,2 0 0,1 В = {  0; I  } . 
0,1 0,05 0,2

- I 0 1 2 А = \ 0: I  \.
-2
I
2

3) ..

0,2 0,15 0 0,05 
0,1 0,2 0,1 0,1 & = {-2; 2 }. 

0,05 0,05 0 0,05

I  2 3 А = 1 2 j .
- I
0
I

4) ____ _

0,2 0,1 0
0 0,2 0,1 В = {- I; 0 }. 

0,1 0,1 0,2

-2 - I 0 А = j-2: - Ii.
-0,5

0
"I

Найти: а) услс 
б) условные ме

О,1 0,2 0 п с ■)
0,1 0,1 0,2 D= t l j .
0 0,1 0,2 

еные распределения и рй^;1л и * 
тематические ожидания и дисперсии; ‘

в) p { S €  А 1 «j е В} .
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v.z. случайные величины § и •? независимы;
р U  = к} » р{>г = к} * 0 < P<i,  <£-- А - р.

Найти: a) p l l  = 1 }  ; б) р {£  > 4,} ; в ) р {|  < *г_} ;
г) р }§= k I %> ч } ; д) p{g = Kl5^ t } ; e ) p { s ^ K l | = t }  ;

ж) р { 1 = к 1в + ^ =  1 }  г 3) + ^ 2>
7.3. Случайные величины , 5г независимы и имеют распреде

ление Пуассона с параметрами и Аг соответственно. Показать, 
что р {51= K U l 4 5 j = a }=  С ^ р Ч ^

К *0,1, р= i - %  = \ / ( V ^ ) -

7.4. Случайные величины , В г независимы и имеют одно и то
же геометрическое распределение: к

~ РЯ ', К = 0,1,2, ... .
Доказать, что *1 ч- %г = п } •= а/( п+А), К-0,1, ..., п.

7.5. Случайная величина В принимает целые неотрицательные 
значении. Показать, что следующие утверждения равносильны: I )  слу
чайная величина I  имеет геометрическое распределение

р{1 = к} = р ^ 1<, 0<р<1, 1 - р, к = 0,1,г,...;
2) р { |- К  = гг|5ек } * р {*  = гг}, К, П = о. А, 2 , . . .  .

7.6. Дана плотность вероятности системы двух случайных величин
(
а)

);

(И *.!*)* '

Кхив х *о , II г. о.

б)
О, Х<о или jf < О;

jK a >!p= ке~4эсг~6хЯ " V -
Найти К-, i t 4t*l«|)j

7.7. Система случайных величин ( &± , 0г ) подчинена равномер
ному закону распределения внутри квадрата со стороной d  . Диаго
нали квадрата совпадают с осями координат. Найти: a) i  0х> JJ) ;
<» i l l  с » ) ,  d M y ) ;  B U s ^ a l j p ,

7.8. Дана плотность распределения вероятностей случайного век
тора ( |  , ? „г
I ) a41+x*X4+f*) * (а’3)€ 1'0 ,^ Х

О, [0,13* [0,2].
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2)
А = [О, 1/2] ; В = [ О, i ]  .

х^о ,  11ъо,
Н * и * ) =  п  *  r t  3

I  а < 0  или <f *

А = [0. I ]  ; В = [2, 3].
3) _1_г

4)

S inC **p , С ^ )  € [0 ,| ]х [0 ,| - ] .

0 , [0 , 2 -Мо.*].

А - [ ? . ? ] .  В = [ о , | ] .
A locltj, (a.^'fe »*{C3c,ijV. хгч^ Ц у*о },

О, (X, J) € SD,

А = [о, i]  ; В - [о, i/г] ,
5) |l- Vx*+«1', l*,g)€fc={Cx,y)««l + fl**l},

4 с̂ , ч)= {
J  4 • ( 0. (а,дог 5).

А = [-1, о] ; в = [о, i ]  .
Найти: а) условные плотности J§ (< x l)|) , ;
6) условные математические ожидания М(1 |Х") , М ( И ч )  ;
в) PU   ̂ А | Ч € В}.

7.9. Имеются две случайные величины 5 и £ . Случайная ве
личина § распределена по показательному закону с параметром X :

(х) •= л G “ , х »  о . Случайная величина Ч при заданном
значении % = сс. > о распределена также по показательному зако
ну, но с параметром X  : (jj |х ) = х б " ^ ,  t| >О.

Найти: a) J  (х , у) - совместную плотность;
r) М tsijf) и М(?1зО. ■

7.10. Случайная точка ( § , f  ) равномерно распределена внутри 
квадрата R : 1хl+l^l  ̂ i  . Найти: а) плотность
точки ( ^ , {? ); б) (а| у) и ^  UI &) ; в) М [5 IJJ)
и М (^ !а ) .  (

7.11. Случайные величины £ , j? одинаково распределены.
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Найти условную плотность р* ( i  11+  ̂= г ) распределения % 
при условии £ + Ч - г  и условную дисперсию Ф  (£1 £ + \ - г ),
если: а) £ , 9 имеют показательное распределение с плотностью

L ~%2.

.4 (а ) - %Q. ~ , X  ^ О .

О X < О
б) § , равномерно распределены'в ОД; в) % ,  ̂ имеют рас
пределение С ПЛОТНОСТЬЮ ( 2 .  -Азе

Л х е "  , о, 
i (х^  ( о ,  х < о,

7.12. Имеется квадрат К  со стороной, равной единице. На сто- 
роны квадрата случайным образом и независимо друг от друга падают 
точки X  и У  ; каждая из них имеет в пределах соответствующей 
стороны равномерное распределение. Найти математическое ожидание 
квадрата расстояния между ними.

7.13. Пусть - случайные величины, имеющие одина
ковые математические ожидания, а \) - независимая от них случай
ная, величина, принимающая целые неотрицательные значения. Пусть 
^  + ..« + 5 9 при Ъ 1, ^  = 0 при S) = 0. Доказать,
что М jf з « M g L Щ .

7.14. Случайная величина  ̂ представляет сушу: й = §г , 
где случайные величины £i, независимы и имеют одинаковое распре
деление с математическим ожиданием Mg и дисперсией $) £ ; чис
ло слагаемых 2 есть целочисленная случайная величина, не зави
сящая от слагаемых 1 i, , имеющая математическое ожидание М Z
и дисперсию к )2 . Найти математическое ожидание и дисперсию слу
чайной величины £ .

7.15. Координаты случайной точки ( , £ ) на плоскости подчи
няются нормальному закону распределения:
■|Ь  (Л_________ L _ _ e x p j _____-_____________________________ +

+ (jLl£s2111, ч - Cov’
Найти: а) М(?А(1г= )̂, М(1г |£,=х); б) (51| | г - x ) .

7.16. Пусть Ч .   Чп - независимые нормально распределен-
ные с параметрами (ОД) случайные величины и ~ + — 4 5 а .
Найти (а| Z " =1 = а )  и М (\ | £ " =1 £<. = а ).

7.17. Случайный вектор ( S , \ , ) имеет плотность распре
деления 4 ( а  > У . 2 ) :
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I )
Jto ,-*.*)=■

2 )

3)

12x, (̂ (эс,^г)€ й= {(1 ,3 ,2 ):^г^ .  **о,<|*сл
0<г 6 1 J ’

О, (х,«|,г)^8; 

4Ва^г, (a,u г)ек)={(а^,2):хг+^г^1, хго.^о/?
г »  о j

1а.а.г)/ 2 ) ;

|sinU+^+?),la,^2)€ [C ,? J* [p. |]х  [о, I ] )

О, L°> f ]  * [°>?3x [°' ?] •

Найти: а) условные плотности J |  (*!;}, г ), J(j,h ) (х^г), ̂ ( 2 |х,у);

б) условные математические ожидания М CS1 2); М(^|а,г ) .
7.18. Случайный вектор ? = ( 14, %г , §н ) распределён по 

нормальному закону, причем М Mi = О, i  = 10, ^ 3= Кгч в 2,
где Kj,i = Mlj, , остальные пары координат некоррелированы.
Найти м о у  1,= o ,v - io ) ,  M t e j s ^ o ,  §г - ю ),

о, £г . 1°), S H S J l^ O ,  ga- io ) .

7.19. Пусть (Л , 7, Р ) - вероятностное пространство, где 
S L  = [ 0,1] ,  7  - 6 -алгебра измеримых подмножеств, р  - мера 

Лебега, 2n (эс) = sî  n si ri 2 л Л ос - функции Радемахера. Найти:
а) М ( Ci | Cj ) ; б) Ц (.1 1 ![) , где S(x) - непре
рывная на [o , l ]  функция и If (х ) = ос.

7.20. На вероятностном пространстве ( R , Э-, р ), где R  -
множество вещественных чисел, 7 - 6  -алгебра борелевских мно
жеств, р- вероятностная мера, порождённая функцией

F(x)- j  azctgo. + ~
заданы две случайные величины: § (а -) - а , и и(х)=2_. n J n Соху,

I г . I П=~»где 2 ^ _ . i ,  o ceC r^ ru iJ,
п ~ I  о, х ^ [п .  П4 1].

Найти М ( l i t ) .
7.21. На вероятностном пространстве ( Л  , У , Р ), где ^  =

= [О Д ], 7  - 6- алгебра измеримых подмножеств, Р  - мера Ле-
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бега, заданы две случайные величины: = ^  и b -ГЬ1 t
= ZZ. i J L со , .
где~° -1 C3c:> _  ( ^ [ n ! ’ V ] >

и г . и ч  "Найти: а) ; 6) функцию распределения случайной величи
ны М (5 I *? ю.) ; в) предал с вероятностью I последовательности 

М (51 ? * ) при П-* 00 .
7*22. Пусть 'ТП  “ конечная 6 - алгебра подмножеств мно

жества *52 , т.е. 6 -алгебра, порождённая конечным числом неие- 
ресекающихся множеств А*, . . . ,  А а , составляющих разоиение ^  .
Доказать, что функция j  (из) измерима относительно 6 - алгебры 
ЖС тогда и только тогда, когда она принимает постоянные значе

ния на кавдом из А^(
7.23. Рассмотрим гильбертово пространство L  ( £2) измеримых 

фушсшШ о интегрируемым квадратом, и пусть И - подпространство
L  состоящее из функций, измеримых относительно конечной
6 -алгебры Ж Ь  . Найти размерность И . доказать, что^1М 

тогда и только тогда, когда интеграл от по любому множеству 
6 6 TTV  равен нулю.

7.24. Пусть ( £1» , З7 , Р )  - вероятностное пространство. Обо
значим через jL2 (SV ) гильбертово пространство случайных величин 
3g ( со) с конечным вторым моментом < 00 и со скалярным
произведением/ (5 i} 52) “  М £ А£ 2 • Пусть  ̂ (оо) - дискретная 
случайная величина, принимающая существенные значения К , а г, ^ ,

], CZ- Ф а,.- . Обозначим:
1 , -1, , -I , 1‘ , w  е A t,
А .=  'г n d д.I и, u; £
H  ̂ - подпространство, порождённое

Pu - ортопроектор на И ̂  . Доказать, что для любой L  (S I)

§ 8. НЕРАВЕНСТВО ЧЕБЫШЕВА. ЗАКОНЫ БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ. 
ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА

Обобщенное неравенство Чебышева

Пусть ^ - произвольная случайная величина, a J  0х) - неубы
вающая неотрицательная функция, определенная на множестве значе
ний Ь . Если существует М } (§ )  и j-(£) > О , то



P is  ^  £ } *  - j . u “ ‘
Частными случаями этого неравенства являются неравенство Чебы

шева: если существует конечная 5) 5 , то

Р{ IS - И§,| 5 ^
ш  a  t

P { \ i  - H s i < £ } * 1 "  -------  ’

и неравенство Маркова: если существует конечный абсолютный момент 
к. -го повадка М 111 к .то

М1в1к
P i  111 *  £*“ ”  *

Законы больших чисел

В этом параграфе предполагается, что случайные величины после
довательности { | п} ~  заданы на фиксированном вероятностном про
странстве.

С л а б ы й  з а к о н  б о л ь ш и х  ч и с е л  
Последовательность случайных величин {^пЛГ° > ДОЯ которых

существуют конечные М^п,  п= 1,2,... , подчиняются закону боль
ших чисел, если для любого ^ >0

б о т р (l4 rZZДl “  - r l l M l i  |>£ } = 0. ( I )
Теоремы, утверждающие что для последовательности {§ п.}1 имеет 

место ( I ) ,  называются законами больших чисел.
Т е о р е м а  Ч е б ы ш е в а .  Если { £П} Г  ~ последователь

ность попарно независимых случайных величин, имеющих конечные 
персии, ограниченные в совокупности, т.е. С, П= 4,2, . . .  ,
то эта последовательность подчиняется закону больших чисел, более 
того, при любых £>0 и п.= 1 ,2 ,... справедливо неравенство

P f l f i v  i t
• J v  ■ » w1 = 1  i~ I

Т е о р е м а  М а р к о в а .  Если для последовательности 
произвольных случайных величин { имеет место соотношение

* r » ( z : L * < ) — - 0-
то она подчиняется закону больших чисел.
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Т е о р е м а  X и н ч и н а . Если последовательность
независимых в совокупности, одинаково распределенных случайных ве
личин, имеющих конечные математические ожидания, то она подчиняет
ся закону больших чисел.

У с и л е н н ы й  з а к о н  б о л ь ш и х  ч и с е л  
Л е м м а  Б о р е л я - К а н т е л л и .  Пусть А, Л, ... -X > Ь 1

последовательность событий на некотором вероятностном пространст
ве И (70 90

В - tim su-pÂ  - (Л U Ап,.
К* i  И - к

Тогда: I )  если 2 2 Р ( А п ) ^ 0,0 » то РСВ) = о , 2) если со
бытия Ап независимы и ZZP(A^  = сю , то Р ( В )  - 1.

З а м е ч а н и е .  Р  ( В) = О означает, что с вероятностью 
I  произойдёт "лишь конечное число событий А а"»

О п р е д е л е н и е .  Последовательность случайных величин 
% уч_ , для которых существуют конечные М ? п, П - i , 2, ..., 

подчиняется усиленному закону больших чисел, если

t - i  L ̂
Т е о р е м а  1. Пусть - последовательность независимых

случайных величин, такая, что М | „ - о-, 5)е = б1. r»=i,2,... иоо j i п ' '"'s— Ьп .2_  — г <  о о .
О - 1

Тогда последовательность подчиняется усиленному закону
больших чисел.

Т е о р ё м а  2 .  Пусть 5А, - независимые одинаково
распределенные случайные величины с математическим ожиданием 
Тогда , Л i JL

Р {  n Z I  £ i= fl'} - j*■ П —* со . .t= 1 •
Обратно: если математическое ожидание величин 4l не существует,

р| km bupj-^-21 S-tI -A  ̂n L * 1

Предельные теоремы

Т е о р е м а  н е п р е р ы в н о с т и  д л я  
х а р а к т е р и с т и ч е с к и х  ф у н к ц и й  . Последова
тельность функций распределений FnfcO слабо сходится к функции

8Ь
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распределения F(ot) тогда и только тогда, когда последовательность 
их характеристических функций *fn (i)  сходится к непрерывной 
функции ?  (i) . При этом У (t) есть характеристическая функция 
предельной функции F W  и сходимость Чп(Ь) к У {Ь) являет
ся равномерной в кавдом конечном интервале.

Т е о р е м а  н е п р е р ы в н о с т и  д л я  п р о и з 
в о д я щ и х  ф у н к ц и й .  Пусть 5 п - последовательность 
целочисленных величин и Р ^ = Р { 5 а = к }  • Для сходимости рас-Is
пределений при кавдом конечном K^Q ( f rm p c” ' - р* ) 
необходимо и достаточно, чтобы при любом S <= [ОДЗ

Оо
&пг VI/ (S ) = VI/ ( S) = 2D

Yi —+ оо I «  1 Y ~ 0

где - производящая функция
Пусть , g2 - независимые случайные величины и £»г =

= g4+ .. .  + гс а? I .  При достаточно общих условиях предель
ное распределение для подходящим образом центрированных и нормиро
ванных сумм B"n (Sn-Ari) является нормальным, а точнее, для любогох

Ч т  p f i a ^ 4 s < 3 c } . А ,  l V ^ d t - Ф с Л ,Р ао r  I Вц j
то есть Fr.(:x) -Sii*. ф  (ос), где гп(эс)_ функция распределения 
В п (S a — А„). Теоремы, которые утверждают ношальность предель

ного распределения В~а (Sn — Ар,) , называются центральными 
предельными теоремами.

Т е о р е м а  3 . Пусть , 1г>.. .  - независимые случайные 
величины, имеющие одинаковое распределение со средним й- и дис
персией 6 . Тогда х

— яэ
Эта теорема является существенным обобщенная центральной предель
ной теоремы Муавра-Лапласа.

Приведём еще две важные предельные теоремы.а 
положим а ^ Ы % к ; ъ гп- £ .Ъ К >  в« лк\
^Ч(х) - функция распределения величины .
Г е о р е м а  Л я п у н о в а .  Если для последовательности 

независимых случайных величин , $ , . . .  существует Ь > о 
такое, что
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то Fn(.x)-£^ Ф ( х )  .
Т е о р е м а  Л и н д е б е р г а - Ф е л л е р а .  Пусть 

§± , §г , . . .  - независимые случайные величины. Для того, чтобы 
функция распределения Fntx) нормированной суммы слабо сходи
лась к функции Лапласа Ф (зс ) , необходимо и достаточно выполнения

а>о

- г г Г .  I  ta-aK?dGK(x)=o,П->СО Qi frr  •) \  К *
где 1 - функция распределения

условия Линдеберга: для любого1̂

П Р И М Е Р Ы

Пример I .  Игральная кость бросается 1000 раз. Найти пределы, в 
которых с вероятностью большей 0,99 будет находиться число выпав
ших очков.

Р е ш е н и е .  Рассмотрим последовательность независимых слу
чайных величин , 5г , . . .  ,£ 10оо, где - количество оч
ков, выпавших при £-м подбрасывании. В i принимает значения I,
2 ,...,6  с вероятностями р {^  = к }  = 1/6. Находим =
= 7/2, = 35/12. Последовательность {  удовлетворяет
теореме Чебышева, поэтому

В нашем̂ сл̂ гчае ft = 1000, = 7/2, SOĵ  = 35/12. Положим

<5 - >. .J i ;  - число очков, выпавших при 1000 подбрасываниях1-Т 
кости. Имеем

p [ j S -  iO O O '- f l *  1000£ } *  l ~ U -  ioooO  "  °>99,
3?

Из уравнения iz-юоо^г "0,99находим: £ ~ 0,17. Таким

образом, | S - 35Ш | £ 170, откуда 3330 S S & 3670.
Пример 2. Пусть Sh  - область ГП— мерного пространства, имею

щая единичный объем, а J- (3Ci ,••••, х rvO - ограниченная функ
ция, определенная на оо . Для того, чтобы методом Монте-Карло
подсчитать J  = ...,эст ) dxi... dXfn

Sh



поступают следующим образом: в область £2 наудачу и независимо 
одна от другой бросают П точек ( эс*4\ . . . ,  3 ^ °  ), ( 2 ] а)
ос^ ) ,  . . . .  ( a J  и за приближенное значение интегра

ла берут а ^1 JL  у г , (Ю {гО N
 ̂  ̂ 1 * *** > m /■

а) Чему равно М З а ? б) Оценить и p [ l 3 n “ 3 |^ f }  (£ >0V>
в) Найти при П °° предельное распределение для Лп -3 ).

Р е ш е н и е .  Положим •• •> —  случай
ная величина, заданная на &  . Тогда
а) М |к = •••; **т) doc  ̂ ... с{OCyyi- 0.
б) Оценим В силу ограниченности j существует О, что
для всех ( а ь . . . } x j €  52 I J l x l f x m) | *  С.

^ К  = Л  • ••>ЭСт  ̂^Х 1 d* r v r ( j j )
J  dec*... c/xw + (^ d d ^ .. .с!лт ) ■= 2 сг.

поэтомуА  % зп= 9) & е кп..^ к)^  £  *
Заметим, что J n - случайная величина, заданная на = Л х ...
х _Ь2 ( и- раз). По теореме Чебышева имеем г

P {| J „-3 |< £ j»  1 -
в) По теореме 3 имеем доя любого ос

Р ( Р И „ - ] ) < а ) - 2 - Ф 6М ,
где ^ ®  4к . Используя в ), получим более точную оценку
Р Ш „  -3!<е}--

р{|]„-3|<£}= Р { | ^ 1 < ^
>. P (|2 ! lz j2 I<  1 Ж . = о ф (  4 4 ?-

''| 6/У7Г I УГС ^ ^ Ч Ч Г СУ
Поимев 3. Используя производящие функции, показать, что при 
П- рк — *• X (я —> «j) биномиальное распределение сходится к пуас- 

соновскому с параметром А .
Р е ш е н и е .  Положим прп - Л п—* Л , YI — * 0 0  . Запи

шем производящую функцию биномиального распределения: 'И (.2) =
= Ц.п + pn'Z , где = I  - рл . Подставляя ри- К / п , 
получаем: AnU-l)^n____ ^
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Но 6 является производящей функцией пуассоновского
распределения с параметром А .

Пример 4. Доказать, что к последовательности независимых слу
чайных величин ёА, 5 * ,... таких, что

применим закон больших чисел.
Р е ш е н и е .  Находим М Вк“ 0, ^ 5 к -

i  0... _ lvin\
2-. к “ nz ^ а г
км I чГЧ— 1 п+т л-аВоспользовавшись формулой Стирлинга П; ~ V 2 I П 4 е

получим: _ ^ п>> ^ (п 4- г) Inn- a n ln n  п-»<*>•
аг пг Г1г а

По теореме Маркова следует требуемое.

З А Д А Ч И

8.1. Дискретная случайная величина £ задана законом распреде
ления:

 ̂^  4.")

а) 5 0.1 0.2 9.3 0,4 0.5 б) 5 0.3 0.6
Р 0,1 0,1 0,2 0,3 0,3 Р 0,2 0,8

Используя неравенство Чебышева, оценить Р { | - М 5 \ < 0 ,2 } .
8.2. Устройство состоит из 10 независимо работающих элементов. 

Вероятность отказа каждого элемента за время Т  равна 0,05. С 
помощью неравенства Чебышева оценить вероятность того, что абсо
лютная величина разности между числом отказавших элементов и ма
тематическим ожиданием отказов за время Т окажется: а) меньше 
двух; б) не меньше трех.

8.3. Пользуясь неравенством Чебышева, оценить вероятность того, 
что при 1000 бросаниях монеты число выпадений герба будет заклю
чено между 450 и 550.

8.4. В осветительную сеть параллельно включено 20 ламп. Веро
ятность того, что за время Т  лампа будет включена, равна 0,8. 
Пользуясь неравенством Чебышева, оценить вероятность того, что 
абсолютная величина разности между числом включенных ламп и сред
ним числом (математическим ожиданием) ламп, включенных за время 
Т  * окажется: а) меньше трёх; не меньше двух.

8.5. Вероятность некоторого события А в каждом из п, неза
висимых испытаний равна 1/3. Используя неравенство Чебышева/ оце-*
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нить снизу P ^ l ^ - p l < 0 , 0 i | }  , где }* - частота появления
события А, если а) п = 9000 испытаний; б) уь- 75 ООО испыта
ний. Сравнить полученные оценки с оценками этой вероятности, по
лученными путем применения интегральной предельной теоремы Муавра- 
Лапласа.

8.6. Вероятность попадания в цель из данного орудия при каждом 
выстреле равна 1/3. Найти наименьшее число ti независимых выстре
лов, чтобы Р {|  J4-Р| £ 0,01} £ 0,99, где jn - частота попадания 
в цель при П выстрелах. Решить задачу, применив: а) неравенство 
Чебышева; б) интегральную предельную теорему Муавра-Лапласа.

8.7. Используя неравенство Маркова, показать, что а) М |г = О 
равносильно тому, что Е - 0  почти наверное (т.е. P f l - O j  = 1 ) ;
б) Ъ'Ъ - О равносильно тому, что s i почти наверное.

8.8. Пусть М - произвольная случайная величина, причем
= О, = 6г, F Iх) - функция распределения % . Дока

зать, что при х< о F(x)< 6г Сбг̂ х.гУ А, а при Х > 0
F(pO ^ х г Сбг + аЬ

8.9. Доказать, что если Мв существует, то
Р { | ^ £ } ^ е “ а£ М е а| (а>о, £>о).

8.10. Последовательность независимых случайных величин 5Д, 
%z , . . .  задана законом распределения:

£ п - ПЛ 0 к*.

Р г-П i -  z-n+i г -п

«) Р В * - = т >

>) P U . - t z ' j *  2‘ 1“ * 4 , P i S K -0}= 1 - 2 '“ ;

Применима ли к задаинш последовательностям теорема Чебышева?
8.11. Удовлетворяет ли условиям теоремы Чебышева последователь

ность независимых случайных величин 1 1 . £г . . . .  если In.. 
М» = 1 ,2 ,... , равномерно распределена на отрезке а) [ О, П.) ,
б) [О, \ГгГ]  , в) [ 1 , 1 / \fi-r] , г) [ 0, 1] ?

8.12. Последовательность независимых в совокупности, одинаково
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распределенных случайных величин , £г, . . .  задана рядом рас
пределения: 1

P { 5i ^ K } = K5;g(20 ’ l *

430 A
где ~n* ~ 1,20256 - значение функции Римана при аргументе

К-- i
3. Применим ли к этой последовательности закон больших чисел?

8.13. Дана последовательность случайных величин 5г> 
для которых a s K<c, к*1,2,~.

к .. _ о  I i - i i — »  К . . .  Ц » К Ч « | 1
М ’ < ‘I ш г  « I f

Доказать, что к данной последовательности применим закон больших 
чисел (теорема Бернштейна).

8.14. Показать, что в условиях теоремы Чебышева (закон больших 
чисел) условие попарной независимости случайных величин §d> 1гг... 
можно заменить условием их некоррелированности.

8.15. Последовательности ^  , . . .  и % 9 . . .  обра
зованы одинаково распределенными случайными величинами, независи
мыми внутри каждой последовательности (случайные величины ^  
могут быть зависимыми),  ̂ С . Выполняется ли
закон больших чисел для последовательности , . . ,
ГДв 5 21С- ? к , К- 1 ,2 ,....’

8.16. Случайные величины удовлетворяют условиям: М ^  ~ ,
обВ; = 6г , 1 = 1,2 Пусть ь - 5; • Показать,

t  U  *

что последовательность удовлетворяет закону больших чисел,
если f £ , . . .  а) независимы; б) некоррелированы. I

8.17. Метод Монте-Карло при вычислении интеграла ) jfcOclx
состоит в следующем: на отрезке [ а > наудачу и независимо 
одна от другой "бросают" я  точек ( Х А, . . . ,  х а ) и за приближен
ное значение интеграла берут п

J  г—I

й  -  - Е  м > -1-1
Интеграл , i ^
a) J=  б) Л = 4 х ъ сЬс,

в) J = J tn x c fx , г) V i+  Х гМ х ,
А О

вычислен методом Монте-Карло на основании 1000 независимых опытов. 
Вычислить вероятность того, что абсолютная погрешность в определе
нии величины J  не превзойдёт 0,01.
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8.18. Сколько опытов надо произвести при вычислении интеграла

а) Л = j cosx d x  , Л = j  d x fx методом Монте-Карло для
о 1

того, чтобы с вероятностью Р ^ 0,9 можно было считать абсолютную
погрешность вычисленного значения интеграла не превосходящей 0,1%
от J  ?

8.19. Случайные величины ^  , %г , . . .  независимы в совокупнос
ти и имеют нормальное распределение с параметрами (ОД). Пусть 
% г = 5* +••■ ■+ (распределение случайной величины назы
вается распределением хи-квадрат с а  степенями свободы). Доказать,

Ь ж р ^ - t l x , } .  0.fl —> с?о 1 u П'
8.20. Пусть , §г, - последовательность взаимно независи

мых случайных величин, таких, что ^  - I  с вероятностями
2~1(1-2~1г) и 1^-- 2 ^ с  вероятностями 2'“>a” i . Доказать, что по
следовательность удовлетворяет усиленному закону больших чисел.

8.21. (Обобщение теоремы Пуассона). Пусть число наступле
ний события А при а независимых испытаниях, причем вероятность 
появления А в К-м испытании равна рк, 1 ,2 ,..., а. Дока
зать, что п

P i i _ r  _  рк | > о] = о.

8.22. Пусть - последовательность независимых (в со
вокупности) одинаково распределенных случайных величин. Пусть I  ̂  
не имеет конечного математического ожидания. Доказать, что: а) с 
вероятность!) I  осуществляется бесконечно много событий I §Л1 > п .;
б) о вероятностью I  для бесконечно многих ft 1 У\ I > гг.

J -■ ^  V I

8.23. Показать, что какова бы ни была последовательность неот
рицательных чисел { 6^ }  такая, что ZTn=i Ъ. 6 г < <»,
существует последовательность независимых (в совокупности) случай
ных величин ( I * }  такая, что М ^ =  0; = 6^., п-= I ,
2 , . . . ,  и ^21 Г- Д к  не сходится к нулю почти наверное.

8.24. Доказать, что если J- - непрерывная и ограниченная на 
[о, о °[  функция, то

W  Z L  ;Н х + £)-£-* е 'п= к * * * ) .п -+00 1С=0 п К[ V
почти наверное.

8.25. Используя характеристические функции, доказать теорему 
Муавра-Лапласа: пусть 51§ §г , . . .  - независимые случайные в ели-
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чины, каждая из которых принимает значения I  или 0 с вероятностя
ми р или <[ - 1 - р соответственно. Тогда

8*26. Двое играют в игру*. Вероятность выигрыша в одной партии 
для I -го игрока равна 3/4. Игрок, выигравший партию, получает от 
проигравшего I  рубль. Сколько надо сыграть партий, чтобы с вероят
ностью 0,99 I -й игрок выиграл 100 рублей?

8.27. В предположении, что размер одного шага пешехода равномер
но распределен в интервале от 70 до 80 см и размеры разных шагов 
независимы, найти вероятность р того, что сделав 10 ООО шагов,
он пройдёт расстояние не менее 7,49 км и не более 7,51 км.

8.28. Складывается 1000 чисел, каждое из которых округлено с 
точностью до 10~4. Предполагается, что ошибки от округления неза
висимы и равномерно распределены в интервале Г- i . . 4- i0”u] .I- 2. с
Найти пределы, в которых о вероятностью, не меньшей 0,99, будет 
суммарная ошибка.

8.29. Случайные величины 1г, . . .  независимы и равномерно 
распределены ва отрезке [0 ,1 ]. Найти вероятность того, что

8.30. Случайная величина равна сумме очков выпавших при 
YI независимых подбрасываниях сишетричной игральной кости. Недоль 
зуя центральную предельную теорему, выбрать и так, чтобы

8.31. 1000 раз бросается игральная кость. Найти пределы, в ко
торых с вероятностью, большей 0,99, будет находиться число выпавших

8.32. Установить, выполняется ли центральная предельная теорема 
для последовательности независимых (в совокупности) случайных ве
личин i  к с распределениями ( к = 1 ,2 ,...)

при всех ^  ,

очков.

93



8.33. Пусть случайная величина S* распределена по закону Пуас
сона с параметре»! Л & А/ . Найти

W p [ J . H  < а ] -Д_*О0 ( Y^  J
8.34. Используя характеристические функции, показать, что

fern £  J l  <гА= d i
Л-*°° ^-сц^ск^+^Л1 к! 2̂̂  о,

8.35. Случайные величины §п, % 9 п = 1 ,2 ,... , независимы
и имеют пуассоновские распределения с М ^  Ач.
Найти IW  o-f— £ x V

со 1 (  ̂ц ‘

8.36. Пусть %t, 5 г ...., S n+i - независимые, нормально распре 
деленные с параметрами (0,1) случайные величины. Положим

л/ 2 .2  5n-t i.
Л -  = 2 _  И Z  - ±  - у  2.К=1 К «г —

Найти предельное при о -* <*> распределение X  и Та.

§ 9. ЦЕПИ МАРКОВА

Определение цепи Маркова

Пусть 50 , , 52, . . .  - последовательность случайных вели
чин, заданных на вероятностном пространстве ( Л  , J ,  Р  ) , Х  - 
конечное или счетное множество действительных чисел. Последователь
ность {5(3^° со значениями в X  называется цепью Маркова, если
для любых х к € X , к= о} . . . t п-7 а^  2 ,

Р { 5 n ЗС n j 50 - ОС0 ̂ . .. § п_± - jj = Xr\- i } (I)
при условии, ЧТО P { l 0=X>, §* = * 1 , §„_*= 3 >о.

Множество X  называется фазовым пространством последователь
ности. Часто X  отождествляют с подмножеством натуральных чисел 
.//= {1 ,2 ,... }  , в этом случае величины • ••. х п входя
щие в ( I ), есть целые числа из X  ^ М '•

Цепь Маркова можно интерпретировать как некоторую систему, кото
рая случайным образом меняет свое состояние в моменты времени 
t  = 0,1,2,... . Множество всех возможных состояний системы { Е 1# 
Ег , . . .  j предполагается конечным либо счетным. Среди реальных 

систем важный класс образуют системы, для которых вероятность по
пасть в какое-либо состояние Ei в момент п  зависит только от

94



состояния Е i , в котором система находилась в момент п - I „ и не 
зависит от того» как вела себя система в предыдущие моменты време
ни. С такой системой естественным образом ассоциируется последова- 
тельнооть случайных величин {5 n } e~, 5* = j . еста при i=  п. 
система находилась в состоянии Е- . Очевидно, jBhj- удовлетворят 
( I ) .  <*

Свойство ( I)  можно охарактеризовать так: при данном настоящем
последовательности ее будущее не зависит от прошлого.

Вероятность - I }  называется
вероятностью перехода за один шаг из состояния Е ; в состояние 

F .
с * (*оЦепь Маркова называется однородной, если ( L.j = i,2, ...}не

зависит от п . Вероятность перехода Р - ;^  однородней цепи Марко
ва обозначается Pij.

Вектор р - ( Pi > Р2, ), Р̂  = р {£0 = О, 1=1,*,- называется век
тором начальных вероятности.

Конечные однородные цепи Маркова

Если множество X -  { к } конечно, то цепь Маркова назы
вается конечной. Предполагаем в дальнейшем, что цепь Маркова
{ однородна и конечна.

Обозначим через вероятность перехода цепи Маркова
из состояния E i при i  = 0 в состояние при Ь = п , т.е. за 
П шагов, и через р̂ - = Р '̂ (А) - вероятности перехода цепи Мар
кова из состояния Е t в состояние Е j за один шаг. Матрицы
P at P i j l i  и Р Ы  = [ P i j W j  1 называются соответственно матрицей 
вероятностей перехода и матрицей перехода за п  шагов.

Свойства матриц перехода:
1) P i j M s o ,  = n = i,2 , ... ;
2) для любого i-  i, ■ ■■, <

К

Z2 Pt: [n) -  i n* 1,2, ;
у-i i

3) для любого 171 = i  > ... , n - 1
к

Р ы  = P(m) p In- m) ш  p  tn) = Z T  (**) Pxi ("- I” )
i z- 1 a
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(последнее тождество является частным случаем уравнения Колмогоро
ва-Чепмена, которое играет важную роль в теории стохастических 
процессов); ^

4) P (n )  = Р  (это равенство следует из предыдущего свойст
ва; к

5) р- ( (я) = р { $ и = j }  = II P. P Lj (а) , где - эле-
fl (,= 1 3

менты вектора р начальных вероятностей, Р(п) - (f*(V05 Рк(п)) -
распределение вероятностей по состояниям в момент i  = к . В мат
ричном ввде свойство 5; запишется рР(и) - р Р п

Матрица., удовлетворяющая свойствам 1)и 2 ),называется стохасти
ческой, Если для любого j существует предел Urn Р.-: (а) ~ с? •

О <х> q ? <j
и этот предел не зависит от ь , то цепь Маркова называется эрго- 
дической, а вероятности называются предельными или стационар
ными. Вектор называется стационарным распределением
вероятностей.

Марковская цепь называется регулярной, если какая-либо степень 
ее матрицы вероятностей перехода не содерзшт цулевых элементов,, 

Всякая ре1улярная марковская цепь является эргодической, обрат
ное утвервдение неверно.

Т е о р е м а  I  (эргодическая). Пусть Р  - матрица вероят
ностей перехода регулярной цепи. Тогда:
1) матрицы Р п сходятся к некоторой матрице &  (т.е.

ПЬ  i*
2) строки матрицы й образуют одинаковый вероятностный вектор

\  = ( % i ........  ^к);
3) все компоненты ^ положительны;
4) для любого вероятностного вектора р имеем и т  Р-̂  _ ;
5) \  - единственный неподвижный вектор матрицы Г  .

Предельные вероятности ^ • являются единственным решением

Рц = , j  = 1г к-,

у  *  °-  (2)

Классификация состояний 
Состояние E l называется несущественным, если существует

системы

такое состояние Е ;  и такие п., что pt: ( п) ^
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H0 Pji - 0 л*01 любого 1,2 В противном случае сос
тояние E't называется существенным. Несущественное состояние 
E l  характеризуется тем, что из этого состояния система может по

пасть в некоторое состояние Ej , из которого система ухе не мо
жет вернуться за конечное число шагов в .

Заметим, что для эргодической марковской цепи все ее состояния 
являются существенными.

Состояния El и Ej называются сообщающимися, если существуют
такие Пж пл, что ри(к)> 0; p ji(r * )>0.

Бее множество состояний системы разбивается на непересекающиеоя 
классы * *.* » так, что все состояния одного класса явля
ются сообщающимися и любые состояния из разных классов не сообщают
ся между собой.

Если класс S i  состоит из одного состояния Ек , то это сос
тояние называется поглощающим.

Цепь Маркова, состоящая из одного класса существенных сообщаю
щихся состояний, называется неразрешимой или неприводимой.

Пусть ^  (ft) - вероятность того, что система, выйдя из j  -го' 
состояния, впервые вернется в него через ft шагов, F j - вероят
ность того, что система, выйдя из го состояния, вновь когда- 
нибудь вернется в него, т.е. ^

F ; ‘ Z ;  1(П).

Состояние называется возвратным, если Fj - I ,  и невоз-
« * . и

тогда, когда 00

I  n 7 i JJ
называется возвратным, если t j

Е  ̂  ̂#
Состояние Еj  называется нулевым, если Рп (п) - О 

и ненулевым в противном случае. /?-*«> *
Т е о р е м а  2. Состояние F j возвратно тогда и только

Р; -  2 Г  Рл (») =
п ~ СДля невозвратного состояния Fj , имеем: F j- P j(* + P j)  .

Состояние F j называется периодическим, если возвращение с 
положительной вероятностью в F j возможно только за число шагов, 
кратное dj . Наименьшее нз чисел ^  , обладающее этим свойст
вом, называется периодом состояния E j  . Наибольший делитель не- 
риодов состояний Ej данного класса называется периадс* данного 
класса.

П Р И М Е Р Ы
Пример I.  Показать, что невозвратное состояние всегда является 

нулевым.
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от-
Р е ш е н и е .  Пусть Ej из совокупности fEА ... } 

является невозвратная. Тогда по теореме 2 22 P ‘(rTJ < 690
куда Plj W  ~ О . Следовательно, E j является нулевым.

Пример 2. Происходит случайное блуждание частицы по точкам А0, 
Ait  At , А3 с координатами ОД,2,3 соответственно. 1*ашчные 

точке А,. А5является поглощающими экранами (т.е. частица, попав 
в эти точки, остается в них с вероятностью I  - "прилипает” ). Если 
частица в момент времени Ь = гь-I ( ц= 1,2,...) находится в од
ной *Ез внутренних точек ( Ад, Аг), то в следующий момент £ = /г 
она переходит в соседнюю справа точку с вероятностью р (о < р<£) 
и в оооедюою слева точ^г о вероятностью  ̂- I  - р независимо от 
того, из какой точки она перешла ранее в рассматриваемую. Убедить
ся, что блуждающие чаЬтицы есть цепь Маркова и найти матрицу веро
ятностей перехода цепи: а) за один шаг; б) за два шага.

Р е ш е н и е .  Пусть - случайная величина, равная коор
динате частицн в момент времени /г, /г= 0 ,1 ,2 ,... . Так как по 
условию вероятности не зависят от значений слу
чайных величин В0 , ^  , . . . ,  В # то последовательность , 
Д* , Mnt • •• образует цепь Маркова. Вычислим вероятности

перехода р-сп) =• p {£n=j построим матрицу (вероятностей пе
рехода за один шаг):

Ао Ад А,
1 0  0
Я о Р
0 ^ 0  
О О О» L.

Так как Рк } l,j = 0,1,2,3 не зависят от ft, то цепь Маркова <$<», 
£it  ... являетоя однородной. Поэтому матраца вероятностей перехо

да за два шага Р  (2) будот иметь вид

Р м . Рг -

Поимев 3. Пусть ^  ^  , f  , ... - целочисленные независимые
(в совокупности) одинаково распределенные случайные величины.
Пусть ~ • Показать, что последовательность случай-
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ных величин £ot Si  , . . . ,  является однородной цепью Маркова.
Р е ш е н и е .  Покажем вначале, что последовательность S0, 

Jsj , . . . ,  , . , .  является цепью Маркова. Учитывая независимость
Vi' V i ' "  и соотношение M„. = K - i+ L '  №= 1,2....... Уо aV*

имеем:
P i ̂  m “ j I ® ~

?n. ■ 1 i _ *4», •••>̂ к-г = »̂-г " »̂-э> (3)

?»-*• к«-г} * j -Ч-
Кроме того,

(4)

p .

Pi**- j IV islb Pi pi?n*i'1}-
Сравнивая (3) ж (4), заключаем, что последовательность *fc 
£»,... является цепы) Маркова о вероятноотдаи перехода

Но так как \0, |рА ,. . .  одинаково распределены, то Рм от к, не
зависят. Следовательно, £е> . - однородная цепь Маркова.

Пример 4. Матрица вероятностей перехода (за один шаг) однород
ной цепи Маркова имеет вед

0,1 0,5 094~
0,6 0,2 0,2
0,3 0,4 0,3

Распределение по состояниям в момент t  = 0 определяется вектором 
р = (0,7; 0,2; 0,1). Найти: а) распределение по состояниям в мо

мент is  2; б) стационарное распределение.
Р е ш е н и е ,  а) Найдём вектор р ■=(pi (2‘), Pa (2), Р3(2)1.0чевед- 

но. ( P i (2), рг(2-), pj(z))» (0,7; 0,2; 0,1) Р (г ) = (0,7; 0,2; 0,1)-р£
= (0,385 ; 0,3%; 0,279). б) Матрица ?  является регулярно*, поэ
тому координаты вектора ( ^ , ^  • $5) ( fy- стационарные вероятнос
ти) можно найти, решая снотецу (ом. (2)):

0 ,I^ tO ,6 ^ + 0 ,3 %  = ̂ 1,
0 * 5 0,2^1 + 0,4 ,
0,4 + 0,2 ̂  + 0,3 <J,j - сц

Ъ  + %г +
%>'0, о,

откуда 0̂ = 16/47, а = 17/47, О = 14/47.
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З А Д А Ч И

9*1. В учениях участвуют два корабля, которые одновременно про
изводят выстрелы друг в друга через равные промежутки времени.
При каждом обмене выстрелами корабль А поражает корабль В с ве
роятностью 1/2, а корабль В поражает корабль А с вероятностью 
3/8. Предполагается, что при любом попадании корабль выходит из 
строя. Рассматриваются результаты серии выстрелов. Найти матрицу 
вероятностей перехода [р ^ ] для цепи Маркова, состояниями которой 
является количество кораблей, оставшихся в строю.

9,2. Вероятности перехода за один шаг в цепи Маркова задаются 
матрицей

р-
1/3
1/2
1/4
О

1/3 1/3 0
1/2 0 0
1/4 0 1/2
1/2 0 1/2_
б) Сколько среди

щественных. в) За сколько шагов можно из второго состояния перейти 
в третье, г) Найти вероятности перехода за два шага.
• 9.3. Вероятности перехода за один шаг в цепи Маркова задаются

матрицей
0 1/2 1/2 0

Р  -
1/2
0

0
0

0
1/2

1/2
1/2

0 0 1/2 1/2
а) Найти число состояний. б) Выяснить, какие среди них существенные
и какие несущественные»

9.4. Пусть 5* - независише целочисленные одинаково распреде-
ленные, случайные величины, причем р {£ „ = К} = Рк, °» 
и пусть ^n= 4 . Доказать, что f n обрадует цепь Марко
ва. Найти соответствующую матрицу вероятностей перехода.

9.5. Точка движется по целочисленной прямой, переходя за один 
шаг из точки I в точку L - i  с вероятностью р, в точку L с 
вероятностью % и в точку L + 1 - с вероятностью t  ( p+cj.+T.-i). 
Найти матрицу вероятностей перехода: за один шаг; за два шага.

9.6. Пусть ( I  = 1 ,2 ,...) - независише одинаково распреде
ленные случайные величины, принимающие значения -I и +1, соответст
венно, с вероятностями р и I-  р . Полозом ^и.= ^ n S«+ i’
Будет ли последовательность и цепью Маркова? Существует ли пре
дел bjm Р {£  = 1$?

100



9.7. Будет лн матрица предельных вероятностей регулярной? Если 
да, то найти предельные вероятности.
а ) 1/2 1/2 0 б) 0 I о ' в)

т

0 1/2 1/2
5/16 1/2 3/16 » 0 0 I 9 1/2 0 1/2
.  0 3/4 1/4 1/2 1/2 о_ 1/2 1/2 0

г )
**

I 0' у д) 0 1“ в) 'р i 1-
мм

Pi" 0<Pi < i,
_  0 I I 0 1-h Рг .0< Рг< 1.

Р -
0,31
0»6j

9.8. Погода на некотором острове через длительные периоды вре
мени становится то дождливой (Д), то сухой (С). Вероятности ежеднев
ных изменений заданы матрицей

Д С
Д Г 0,7
С L °.4

а) Если в среду погода дождливая, то какова вероятность, что она 
будет дождливой и в ближайщую пятницу? б) Воли в среду ожидается 
дождливая погода с вероятностью 0,3, то какова вероятность, .что она 
будет дождливой в ближайшую пятницу?

9.9. Некий кошивоякер ездит всегда из города А в город В в из 
города В в город С. Но из С он ездит о вероятностью 1/2 в А и о ве
роятностью 1/4 в В. Представить поездки комшвовжера посредством 
марковской цепи. Будет ли регулярной матрица вероятностей перехо
да? Если да, то найти предельные вероятности.

9.10. Частица движется по точкам Alt Аг , Aj о координатами I ,
2,3. Если частица находится в Аг, то в следующий момент она пере
ходит в Аг о вероятностью р (0 < р < I )  или в Аз о вероятностью 
<V ( * I  - р ). Точки Ал и Aj- поглощащие экраны, т.е. частица,
попадая в эти точки, остается в них навсегда. Найти матрицу пере
хода вероятностей. Будет ли эта матрица регулярной?

9.11. Происходит случайное блуждание частицы по точкам А0 , At, 
Аг , Aj с коррдинатами о,1,2,3 соответственно. Граничные точки До

и А, являются отражающим экранами, т.е. частица, попадая в любую 
из них, в следующий момент времени возвращается в соседнюю внутрен
нюю точку. Еоли частица находится в Аз или в Аг , то в следующей 
момент она переходит в соседнюю справа с вероятностью 3/4 н слева 
с вероятностью 1/4. Будет ли матрица переходов вероятностей регу
лярной? Если да, то найти предельные вероятности.

9.12. Частица движется но точкам Ац  Аг , А} , Ач , числовой 
оси о абсциссами 1,2,3,4,5 соответственно. Частица, находясь в 
одной гз внутренних точек Аг> А} , Д* о равнзага вероятностями
1 4 -8 3 6 6



движется вправо, влево или остается на месте. Если частица нахо
дится на границе, то она не может оставаться на месте и с равными 
вероятностями переходит в одну из остальных 4-х точек. Найти мат
рицу переходов, убедиться в существовании предельных вероятностей 
и найти их.

9.13. 3 черных и 3 белых шара размещены в двух урнах по 3 шара 
в каждой. Число черных шаров в первой урне однозначно определяет 
состояние системы(двух урн). Производится последовательность опы
тов, каждый из которых состоит в извлечении по одному шару из каж
дой урны и перемене местонахождения этих шаров. Составить матрицу 
переходов. Существуют ли предельные вероятности? Если да, то найти 
их.

9.14. Предположим, что мужчин можно разделить по их профессиям 
на работников умственного труда (УТ), квалифицированных рабочих 
(КР) и неквалифицированных рабочих (HF). Пусть 80$ сыновей работ
ников УТ становится работниками УТ, 10$ становятся КР и 10$ - HP. 
Пусть из сыновей КР 60$ становятся КР, 20$ - работниками УТ и 20$- 
НР. Наконец, 50$ сыновей HP пусть будут HP и 25$ пусть приходится 
на долю двух других категорий. 6 предположении, что каждый мужчи
на имеет одного сына, построить марковскую цепь, записать матрицу 
перехода. Найти вероятность того, что внук HP станет работником УТ.

9.15. В некотором городе каждый работающий житель владеет одной 
из трех профессий: А1# А2, А3 . Дети родителей, имеющих профессии

Аи Аг , А з овладевают этими профессиями с вероятностями 3/5, 2/3, 
1/4, соответственно, а если не овладевают, то с равными вероятнос
тями выбирают любую другую из двух других профессий. Найти: а) рас
пределение вероятностей по профессиям в следующем поколении, если 
в данном поколении эти вероятности равны соответственно 0,2; 0,3; 
0,5; б) предельное распределение вероятностей по профессиям.

9.16. Игральная кость все время перекладывается случайным обра
зом с одной грани равновероятно на любую из четырех соседних гра
ней независимо от предыдущего. К какому пределу стремится при
■I вероятность того, что в момент времени кость лежит на 
грани "6", если в момент времени / = 0 она находилась в этом же 
положении ( ^ = 1 ,2 ,... )?

9.17. (Урновая схема Пойа). Урна содержит $  черных и £ крас
ных шаров. Случайно извлекается шар. Он возвращается обратно и, 
кроме того, добавляется С  шаров одного с ним цвета. Производится 
новое случайное извлечение из урны (теперь содержащей 6 + 7, •+ С )
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шаров, и описанная процедура повторяется неограниченное количество 
раз. Рассмотрим последовательность случайных величин ...
тажую, что а) равна I ,  если при *г-м извлечении вынут черный
шар, и 0, если вынут красный; б) В*. - число черных шаров в урне 
в любой момент времени и*. Будет ли последовательность Д, ,... 
цепью Маркова?

Зам  е ч а н и е *  Описанная выше схема извлечения шаров из 
урны является простейшей моделью заражения инфекционными заболева
ниями, когда каждое новое заболевание увеличивает вероятность даль
нейших заболеваний.

9.18. В урне содержится 5 шаров - белые и"черные. Испытание 
состоит в том, что каждый раз из урны случайно вынимается один шар 
и взамен в урну возвращается шар, но другого цвета (вместо белого 
черный и наоборот). Найти: а) матрицу переходных вероятностей 
Lp tjl для цепи Маркова, состояниями которой является количество 
белых шаров в урне; б) вероятности перехода за два шага р- (2) ;
в) предельные вероятности ft н» ОО у v

9Л 9. По двум урнам разложено N  черных и Ж  белых шаров так, 
что каждая урна содержит Ж  шаров. Число черных шаров в первой ур
не в момент ~t = 0 ,1 ,2 ,... обозначим В± • В каждый целочисленный 
момент времени случайно выбирают по одному шару из каждой урны и 
меняют их местами. Показать, что Д^ является однородной цепью 
Маркова и найти ее стационарное распределение.

9.20. Доказать, что все стохастические матрицы (вероятностей 
перехода за один шаг) вида

1 <*- , О < <*. <  I ,
оС I  — (А.

имеют одно и то же стационарное распределение.
9.21. Матрица вероятностей перехода Р  - [ P i j ]  однородной це-

2 а*
пи Маркова Д 

'I d

Р  *- ?}>Доказать, что

• •  *  •S i . д,
О <cL 4 I ,

имеет виц
О I.

Гр (гг)'и P«ln) 1 i oi. ' ( i-c t - P f <k

rJO rJ Ъ - P .
Найти стационарные вероятности.
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9.22. Рассмотрим последовательность испытаний Бернулли и ска
жем , что в момент времени наблюдается состояние Е±, если ис
пытания о номерами п - I  и и, привели к результату I I . Аналогично 
Е 2 , £Г3, означают исходы 10, 01, 00 ( I - успех, 0 - неудача). 

Показать, что описанная схема является цепью Маркова и найти ее 
матрицы вероятностей переходов за один шаг Р  и п  шагов Р  (гг,) .

9*23. Рассмотрим однородную цепь Маркова со следующей матрицей 
вероятностей перехода за один шаг:

Ро рА ... Dr m-i

р = Pm-1 R> ...
• • • 

.р .
* • *

?2 1
•

О
’C

l

9

где 0 ^ Р; ^ 1 , ZZ р ; * I .  Доказать, что1 1*0 ' 1
при Л со .

9.24. Электрон может находиться на одной из счетного множества 
орбит в зависимости от наличной энергии. Переход с С -й орбиты на

J -ю происходит за одну секунду с вероятностью
( l 9 j  = 1 ,2 ,...). с( > 0 - заданная постоянная. Найти: а) вероят
ность перехода за две сеедвды; б) постоянные .

9.25. При повышении напряжения в сети электрического тока с ве
роятностью d выходит из строя блокирующее устройство прибора,
а с вероятностью В прекращается работа этого прибора. Боли бло
кирующее устройство вышло из строя, то последующее повышение на- 

, пряжения приводит к прекращению работы прибора с вероятностью у  . 
Определить вероятности исправной работы схемы, выхода из строя толь
ко блокирующего устройства и прекращения работы прибора после повы
шения напряжения /г раз, если начальное состояние прибора известно.

9.26. Пусть Д>, S* , . . . ,  Мн.- однородная цепь Маркова с множест
вом состояний |E i, Е*. Е^ }, матрицей вероятностей перехода СPq]
и стационарным распределением р = ( pt , р2, р3). Показать, что ес- 
•“  Ри- Ргг= Р»« О И рЛ« pt - р5 = 1/3, то р1г= рЙ .  psl и 
Pi* = Past = Pw

9.27. Матрица Lpq] , = неотрицательными
4 элементами называется дважды стохастической, если

I W a + И  *1 +
для любого 6= 1 ,2 ,..., у  . Показать, что если однородная цепь 
Маркова ^  с состояниями I , . . . ,  М  имеет дважды стохастическую 
матрицу вероятностей перехода Р  = t Pij ]  , то равномерное рас-
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пределение на множестве { i , . . . ,  W} является стационарным для це
пи?̂ *

9.28. Пусть Н и }.-  последовательность независимых в совокуп
ности случайных величин, каждая из которых принимает значения -I 
с вероятностями 1/2, и пусть = 1/2 (5 * +§ц+±). а)Найти услов
ные вероятности р М ? п г  t где т  < »г- ,
j , К = - I, О, I .  б) Показать, что последовательность { не 

является цепью Маркова, т.е. тождество (3) не выполняется.
9.29. Классифицировать состояния цепи Маркова, матрица вероят

ностей перехода которой имеет вид: 
а) “  0 1/2 1/2' б) 0 0 0 I

1/2 0 1/2 > 0 0 0 I  >
1/2 1/2 0 1/2 1/2 0 0

— _0 0 I 0
в) 1/2 0 1/2 0 о"

1/4 1/2 1/4 0 0
1/2 0 1/2 0 0 т
0 0 0 1/2 1/2

_  0 0 0 1/2 1/2
9.30. Матрица вероятностей перехода за один шаг цепи Маркова 

имеет вид 
а) 0 0 б) 0 1/2 1/2 0 0 0

0 0 I у 0 0 0 1/3 1/3 1/3
I 0 0 0 0 0 1/3 1/3 1/3

- - I 0 0 0 0 0
I 0 0 0 0 0
I 0 0 0 0 0

Найти период данной цепи.
9.31. Показать, что в конечной цепи Маркова все состояния не 

могут Сыть несущественными.
9.32. Показать, что неприводимая цепь Маркова вероятностей пере

хода за один шаг, для которой положителен хотя бы один диагональ
ный элемент Pjj , не может быть периодической.

9.33. Доказать, что если число состояний в цепи Маркова &  <ое> 
и если Е к достижимо из Е j ,7 0  оно достижимо за &  или 
меньше шагов.

9.34. Предположим, что в бесконечной цепи возможны только пере
ходы Ej-* 
и ‘

P i-

E j+4 и  Ej -> Е0 и что их вероятности равны I-
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Показать, что все состояния невозвратны или все состояния возврат-! 
ны в зависимости от того, сходится ли ряд 2 Гp j или расходится.

9,35. Пусть пространство элементарных событий S ir  состоит из 
девяти точек, каждая из которых имеет вероятность 1/9. Шесть точек 
из S L  отождествим с различными перестановками чисел 1,2,3, а ос
тальные три точки - с тройками (1,1,1), (2,2,2), (3,3,3). Пусть 
случайные величины $it  jg* , £3 таковы, что равна числу, сто- . 
ящему на К -м месте ( к » 1,2,3). Определим тройку 
так же, как и тройку jg*, j^ , но независимо от нее, тройку 
jS* * $8 * так же, как и тройку Д . Д>в £ , но независимо от 

нее и т.д. до бесконечности. Рассмотрим для последовательности j= , 
... условные вероятности

Pij = -Р I ^s+и. 1 =  ̂ J >  ̂» j ®
а) Удовлетворят ли p-(ia) тождеству (уравнению Колмогорова-Чепме
на) J з

б) Является ли последовательность Д , s .. цепью Маркова?

§ 10. ЭЛЕМЕНТЫ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

Пусть ( £1, 3е, Р  ) - вероятностное пространство. Функция двух 
переменных S ( i , t o )9 определенная при 'le T c  R- (- 00> **0 ,

66? £ , принимащая значения в метрическом пространстве X  ,
сГ- измеримая как функция со при каждом фиксированном t  6 7 ", 
называется случайной Функцией.Множество Т  называется областью 
определения, а X  - областью ее значений. Очевидно, случайная 
функция В  H i м) при каждом фиксированном 'Ь является случайной 
величиной.

Если Т= Z*0 0 < а переменная ^ интерпретируется
как время, то случайная функция 5 И>ю) называется случайным про
цессом. Для удобства часто вместо £&<*>) пишут $ (-6Х

Функции SfijOo) при фиксированном со называются выборочными 
функциями (или траекториями. или т̂ йялияяшгяшт̂  случайной функции.

Семейством конечномерных распределений случайной функции "SU) 
называется набор функций



где К= 1 ,2 ,...; i ;  в  Т  , А, А к - борелевские множества
из X .  *

Еояи конечномерное распределение > * ■ i  ^  1 » • ■ • j  ̂к ̂  можно 
представить в виде

/ А± А*
то функция ■.,**)называется конечномерной плотностью
распределения.

Если X  = Z - множество комплексных чисел, существует
i ^ T ,  то функции M H;(i)js(s),

M[SW- MiWltseo-MKS)], i}seT, .
называются соответственно ковариационной и корраляционнай (авто
корреляционной) Функциями случайной функции £ ( i)  , -fc €. Т  , 

Случайная функция М (.t)> X  ~ Z называется стационарной в 
широком смысле, если MS № н &  “  CoaS*fc , а корреляцион
ная функция JK (t , S) зависит лишь от разности S - i  , т.е.

Случайная функция В ( i )  называется стационарной в узком смыс
ле. если ее семейство конечномерных распределений не зависит от
слвига> т-е- FV K f-..>w (A l l ...,AK)=Ril i ..|i|ttA1,...,All)
для любых i j  +

Если случайная функция £ ( *Ь) стационарна в широком смысле, то 
она стационарна и в узком смысле. Обратное неверно.

Основные свойства корреляционных функций:
1) KU,-t) *  9
2) К (t, 5) =
3) |К(t,S)|2 £ K(t.-t) K(S,S) = ®sfy
4) Пусть '?&) _ комшгекснозначная функция такая, что

j  I ¥ 04 12 di < 00 , тотаа J I  К (i S)'f (i) 4(S) d td S z o
T fc D

для любого борелевского В CT (неотрицательная определенность).
Пусть § U ) стационарная в широком смысле комплекснозначная 

функция с корреляционной функцией К L’t) . Тогда существует неубы
вающая на R  функция F(lO ) , F - О и F(u>) - непрерывна
справа, такая, что ;.irf

K it). J e lurtiF(u>).
_  С©

107



Функция F M  называется спектральной функцией случайной 
величннн 5 И) .̂ Если F(u>) - абсолютна непрерывна, т.е.

F M  = j  Sc^ )o (z. то S(u?) называется спектральной
—оо

плотностью В to.
Спектральная плотность и корреляционная функция связаны соотно

шениями: ОО оо
Л Ш  = j  S(u>)e ^ c ia j, S(u3)= J  w e '^ c L i ,

- C O  -  C O

если X -  £. ; ^
X (t )  = 2 J°S(oo) cos w t do), S(u>) = J  ЖW cos wid-t,

°
воли = R, cdfcLo, ° °L . 2

Случайная функция M l£ W l^ °° называется сраднеквад-
Рагическд натгоаритой В ТОЧК6 i c € T  « если
- § (to ll2 О при |i4-to| О . Случайная функция £ £0,

М [ i  W  I* < называется лиййатгамтотягвмд!! та ар^атавдрати-
ческой в точке -i0€.T , если существует случайная величина 
§* ( t D) # такая, что

к >i I fc*/1 \ S U o + k } -  S C O  | л  l ^M J S ^ o )  “-----£------1 — * о при К — * о,
где io , k, i 0+к в Т  . Случайная величина В 1 (До) называет
ся «naimаттядратической (с .к .) проиаводной случайной функции £ (t) 
в трчке i 0.

Если случайная функция £ НО непрерывна в каждой точке 
t f e [ a B« c T  , то она называется о.к. непрерывной на [& , б ] ; 
если существует ее с.к. производная в каждой точке -£.€ С л . 6 J ,
то пня шавматея п.«. даМжпонттжтвгямой на [ а ,  ё ].

Если сущеотвует с.к. производная § '№ , M |%Ct)l2<° ° ,  то
M 5 'U ) = ^-M 5W .

для того чтобы стационарная в широком смысле- случайная функция 
^ (.0  была с.к. непрерывна, необхсдашо и достаточно, чтобы ее кор
реляционная функция 3< ( t )  была непрерывна в нуле. Для того чтобы 
случайная функция § ( i )  ш ею  с.к. производную порядка т . , необ 
ходимо н достаточно, чтобы существовала 2 т  -я производная ее кор
реляционной функции ЗС (Л) в нуле.

В дахьнейпем о.к. непрерывную стационарную функцию Е  Ct) будем 
называть просто непрерывной, а с.к. дифференцируемую функцию - диф
ференцируемой.



Пуоть случайный процесс §W , i ^-Тс £ "  Со, + »  С
принимает значения в X c R  ; %  - некоторая 6-алгебра на
X  , содержащая все одноточечные множества; U fu , tr) — 6 -алгебра, 
порожденная событиями вида 't£ [u ,iH  П Т ; В  € КЪ
Случайный процесс 5 tt) называется марковским, если условные веро
ятности Р ( А I Щ ~°°> S )) событий А ^ К и ,Л ) относительно 6 -
алгебры 'МЛ-00, S ) таковы, что при S* Ь  с вероятностью I

pCAIt/l— . s))= PCAlS(s)).
функция Р С S, ас > i , Г ) , определенная для s, i  е \

$ £ *t, ос € х ,  Г  €, называется (является) переходной 
йункшгай марковского процесса § (£ ) » если:

1) при фиксированных S > i  > ^ функция Р ( S , х , Ь , Г ) яв
ляется вероятностной мерой на ^  ;

2) при фиксированных S f i , Г функция Р( S ,ос, i  , Г ) изме
рима относительно 6 -алгебры 1& ;

3) для любых S  ̂i  ♦ эс € Х , Г€ $  с вероятностью I

Р СS, «х, t, Г ) = Р {I 04 € Г | S (s) ■» jс} ;
4)

p(s,x, s Г) Л  абГ>
I о, ас^Г.

Переходные функции марковских прсцеосов удовлетворяют уравне-

“  P ( s . ^ u . r ) .  J P U , * . M j ) P « . » . “ -r ).
которое называется уравнением Колмогорова-Чепмена*

Если P(s,3c,-t, Г) = Jpfs.a-.-t.jpAf,
го Р ( S ■ дг. I . у ) называется плотностью вероятностей перехода
марковского процесса 5 (tj .

Марковский случайный процесс §Ci) называется однородным , 
зсли его переходная функция Р ( S ,х  , i  , Г ) при любых V; oc,*fc е Т * 
$ $ i 9 ос€Х , Г  € %% удовлетворяет условию

PCs*»-, x , i  + u , Г )=  PC s, х, \  Г ).
Случайный процесс £ ОЬ) называется процессом с независимыми 

трирашениями* если для любых < 'tyl €Т^ П2±
случайные величины 5 Но), §0Ц)- §(*о), . . . ,§ С О “
независимы.
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Случайный процесс U)(i) , i  £Т С Цо, ос [ называется ви- 
неровскимтили броуновским движением, если: I )  U) (о) = о почти на
верное; 2) СО №  - процесс с независимыми приращениями; 3) при
ращение СО [I) - со Cs) при любых S; i  € Т  , s ^ -t , распре
делено нормально по нормальному закону, причем

U)(s)]= О, S> [w U)- (jOCS)]= c (i- s ), с>о.
Еоли С = I ,  то винеровокий процесс (броуновское движение) назы- 

вается стандартным.
Траектории шнеровского процесса СО (±) могут быть выбраны 

непрерывными с вероятностью I.
Случайный ппшесс 2?(^)* R , принимающий значения О,

1,2,... называется f l Y f f если: I )  1 (о) = 0 почти навер
ное; 2) | tt) - процесс с независимыми приращениями; 3) прираще
ния § (i) - t  (S) для любых фиксированных S , t € Т, S  ̂i

Iраспределены по закону Пуассона с параметром % (т  - S ), т.е.

p { tw-  S (s )»  <} = l A i i i i l L  e -A^ " s\ к ■= о,i , г , ... .

П Р И М Е Р Ы
Пример I.  Математическое ожидание и корреляционная функция слу

чайной фунвдии |  Ш , ■fc€ Т= R валавн выражениями (t) =
= i+  4, К. Hi i*)= . Пусть и(-1)- 5t£ (-{.)+ Z . Найти
M M , K * tt’4, u

Р е ш е н и е .
M ( 5 t - S W + 2 ) »  S i M l W ) + 2 -  5 t ( t * 4 ) 4 2 -  

=• 5 ia +■ 20t +2.

u 4,-n =
* M[5t*itti)*-2-(5t*14 2ol1+2)][5ll sWl)+2-(5l5+aotl 4 2 )]=

-  M ts t ! (§,«,)- ( v * ) ) ] i X  т г)~
= 2 5 it i t K5
Пример 2. Спектральная плотность стационарной в широком смысле 

случайной функции $(^)f R  имеет вид:
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\€b, |U5 I £ U),
o, |u) I> uj1( a>o, £Oj > o.

Найти корреляционную функцию К* Ц).
Р е ш е н и е ,  к  ({)=  S "s iu })e iU iidw  = 

г00*» 2а, j  coswidca = _caslnu?it 
0 't

Пример 3. Корреляционная функция К§ ( i )  стационарной в широ
ком смысле случайной функции §(4) , i e  R. , имеет вид

К5№ = Ф е -* '1*, ® > о ,
Найти опекгральнуг плотность Sg (со).

Р е ш е н и е .  «• . ,
Sg Сю) = i*  j  Kfe(t) е *■ dl =

® { * -^г г̂~ J l Й ~ ц#г  » _ я _
гзг-£ гАУЗГ

Поймет) 4. Найти корреляционную функцию винеровехого прсцеоса
со 14).

Р е ш е н и е .  Пуоть х1< . Тодда

K w U i . M  - M [ w ( t j ) -  M W  M w ( 4 г) ]  =

= M[wUi)- - w(o) }][to(.4J- M{uHt4)-

-oo(o)}]= MooC-tJooCixb M{wUt)[(u>Ci*)-wCii))<-
+ 00 ( * t ) ] }  = M o o ( 4 i ) [ w ( i i ) -  U ) ( 4 i ) ] +  M W J ( C j ) *

= W ( o ) ] [ < a ) ( 4 j ) -  00 ( i i ) } +  o o ( o ) ) -

- M(oo(ti)~ W (o ))]a = M[(oo Ut) - w(o)) -
- - W (0 ))]2 - S )[w U i)-  U)(o) = d * .

Аналогично при o2 <4.£ Kw (41(4г)= с£г . Поэтому
KujO ti.t,)- сп м п С ^ ,^ ).

Пример 5. Показать, что иуассоновский процесс |  Ш  нвпреры- 
вен по i  с вероятностно I.

I I I



Р в в в н х е . Покажем, что \ | (ti-  Ю - § (.ill- *  О почти ,
наверное при К — ► + О, t  6 Т  . Им вей

P ( l S C t  + W - 5 « 0 ) > о }  »  Р Ы М > о Ь

- 1 - Р  { § СМ = О j = i  - е. ^  —*• О при (г 4 О.
Аналогично Р 111 (,i) | > О } —► о при k-lO.

З А Д А Ч И

Стационарные процессы

10.1. Пусть случайная функция i  (t) , -te R. , имеет корре
ляционную функции K$(ii,-fc4), М $ф = m  (t ) , (.£) =
= © ( Ь ); C K i), ( i  ) - неслучайные функции. Пусть jrtt) = 
= a ( t )  I  ( i )  + 6 ( Ь ) .  Найти ( i ) ,  ^ ( t ±.bz ), ( i ) .

10.2. Математическое ожидание и корреляционная функция случай
ной функции } ( i j  заданы. Найти математическое ожидание, корреля
ционную функцию и дисперсию случайной функции ? ( i )  , если:
а)
б) М 5 Ш - 5, K|(ii.t2) = cosi'o»iZi

i l t scs)cls + i > ^ >0'
в) М Ш )« ае^, К ^ А ^ Л 6*14-1*

Ц О * £  J 5 (s)ds + ia, fc?o;
D  MsW = i, e 01̂ 4̂ ,

£ I t ) ' i(d |(t)/ e lt + i).
10.3. Найти корреляционную функцию случайной функции S' (ji) , 

M l СО s o  , которая может принимать два значения: +1, - I. Чис
ло перемен знака В (.£) подчиняется закону Пуассона с параметром

А > 0.
10.4. Пусть В?~  независимые одинаково распределенные слу

чайные величины, прнннмащне значения +1 и -I с вероятностями 1/2. 
Доказать, что случайная функция

Ht) = £tcosxt + £г sinH, teR,
не является стационарной в узком смысле, но является стационарной 
в потоком синоде.

10.5. Пусть it (£)- ^ (t ) + | г (t ), i  €■ R J | aC-t) “  нв_
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зависимые стационарные в узком смысле функции* Доказать, что и 
 ̂ ( i  ) - стационарная в узком смысле случайная функция.
10*6. Конечномерная плотность распределения j j ,  {xi} x z)  

случайной функции S  М  имеет вид &*+сс£ * *

гж б г
Чайтн: a) MS )  ; б) $£({■) ; в) корреляционную функцию 
К ( i i  , Ьг) случайной фикции ЛШ  .

10.7. Корреляционная функция угла крена корабля O W  имеет 
вид К q (% )=  Q, в~ '*л cos в  "С . Определить вероятность
того, что в момент времени -Ьг- т  угол крена 0 {it) будет
бояьве 15°, если & ( .£ ) -  нормальная ояучайиая функция, т.е. 
семейство конечномерных плотностей распределений & ( -Ь ) имеет
вид . л ^  _

J К • *№ ', • •,Хл) ■ ехр L 2 Z p f i j  &  " -  */ )},

где А = LK*tj](7 К у  = a L= М бС-ti),
- элементы матрицы [ К ip  . Положить М 0 ( i) «

= О, в  ( i t ) = 5 °, t  = 2 о, а=  30 град2, cL= 0,02 о-1,
J> • 0,75 о"1.

10.8. Определить вероятность р того, что о.х. производная 
5 1 ( i ) от нормальной стационарной в широком смысле случайной

функции $ ft) примет значение, большее 6 *» у& м/о, воли
l t )  = a,e~*'v ' Ccospz + j  sinjs i r ) ,

где Ct= 4 м2, = I  c-1, JS = 2 c-^.
10.9. Сколько раз можно дифференцировать в с.к. стационарную 

случайную функцию S ft) , i t  R , корреляционная функция ко
торой имеет вид
a) K i t )  = б г в " * * * *  ; б) K i t )  = i t | 2,i+V 'cl, x » i .

10.10. Корреляционная функция K * (t) стационарной случайной 
функции § Ш  задана выражением
а ) К|(г) = ae "el',,cl (i+  oLixl), >о;
б) It) = 6г c o i p z ,  d > o

-  rf/t*
в) (/t)r 5)G cospt,ot>о. Определить спектральную плотность S(w).

И З
1 5 -3 3 6 6



10.11. Спектральная плотность -S(to) стационарной случайной 
функции задана выражением
а) „

S |  С to ) -
a , а > ° ,

[о, \u)i>6, е > о ,
а) S iC u D c ^ e x p t- ^ - }, л > о .
Определить корреляционную функции К |(т ).

10.12. Работа динамической системы описывается дифференциаль
ным .уравнением J'lj'C iX  {((t), Oc’ (* l),a W ^ )=  О . На вход
системы поступает стационарная в широком смысле случайная функция

j§ ( t )  » t  £ R  , с математическим ожиданием m  = М § GO 
и корреляционной функцией Kg (t ) • Найти математическое ожидание 
и дисперсию случайной, функции \ It ) на выходе системы, если:
а> сНу> t ' x '> *  2 u 4 t)+ 4 (i) - З х  ОЬ), т  = L,

KgW  =
й) J( '̂, a.', ac} -Ь) = 3 ц((Л) + 2 Ct)- За: (4), m -4 ,S ,

К5Ш = 2 е х р [- Ж / з };
»> d<¥'» Ц, 2jj*(t)-» ^ W - a '(- t)- 3 a C i), m  = l ,

Ks tt) = г е - г№1.
10.13. Найти Cou Cs Gfc), £ (t  + S ))»  если § ( i )  - пуассонов- 

ский процесс с параметром % .
10.14. Пусть 00 ( i)  - стандартный винеровский процесс. Найти

корреляционную функцию процесса 00  ̂№ * оо (-fc) - ito  ( i ) , рас
сматриваемого на отрезке [0Д1 (условный винеровский процесс).

10.15. Доказать, что пуассоновский процесс является марковским 
и найти его переходную функцию.

10.16. Доказать, что стандартный винеровский процесс является 
марковским. Найти его переходную функцию и конечномерные распре
деления. —

10.17. Пусть 5 (t) , t € T  - марковский процесс; U,(x) , 
R  - непрерывная монотонная функция* Доказать, что про

цесс \ №) « Щ | ( t ) ) также является марковским.
10.16. Доказать, что винеровский случайный процесс ( t )  9

t  £ Т  , не дифференцируем в среднем квадратическом.
10.19. Пусть (О Ot) , t  € Т  , - стандартный винеровский 

процесс, <к ( ос) - ограниченная измеримая функция на прямой. 
Показать, что
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f t y i f  e ~  и  q J c l U

= J  с >o.
I0°20. Пусть , i  ^ 0 - пуассоновсхнй процесс с пара

метром А . Доказать, что процесс ) (t) - 5 (t  +1} - S СО, i  > i,  
является стационарна» в широком смысле.

10.21. Пусть W  - стандартный виверовский процесс. Пока
зать, что М [wCKf»-+К ) - <*)(к1г)]г- с | г— О при у>-+<*>,

I / ** °
где Ч п-

10.22. Пусть сд (•Ь) - стандартный винеровокхй процесс. 
Доказать, что М [ w ОЬ) - ю Cs) ] 2rt44 = о,

М - coCS)]2** C2ri-i)!! tt-S)? -Us.
10.23. Цуоть U> LU - винеровский процесс. Доказать, что . 

оледувдие случайные процессы тапке винеровокие:

с о ( 4 )  W  г  J

а) . .. f 0, i*  О,
t> 0 ;

й) (0W U)« \fcu>(jt/c)t i*0,  C->0;

в) о Л )»  ^f[u)(t)-n04(C )]t- ?O ;

u) ( i ) , to t ( i )  - незавкавмне винеровокие процессы;

Г ) 00tv> ( i h  ( l + t )  (Ot0)U /U -H M , t  *  o ,

где u3t0)(S )-  10 (s )- S O J ( i )  при 0 ^  S  $ I .
10.24* Доказать, что всякий процесс с независимыми приращения

ми является марковским.
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О Т В Е Т Ы
§ I

1.1. P = 0,14. 1.2. f> = Рг = 0,5. 1.3. a) 0,5; б) В - вынутый шар 
черный, р ( В ) = 0,2; р ( В ) « 0,8. 1.4. а) I/ a  !; fl) I /п п .
1.5. р = 0,5. 1.6. а) 3/8 (простые числа от I  до 20: 2,3,5,7,11, 
13,17,19; тевт ввд 4к +1: 5,13,17); б) 1/2; в) 3/8. I/65.
1.8. а) 0,5. St = {0 ,1,2,3,4,5,6,7,8,9} , а 1>г = -2±\[4 -<J,' дейст
вительны при ср = 0,1,2,3,4; А = {о ,1,2,3,4} ; 0) 0,3; в) 0,2.
t^ .2 /9 . I.IO . Ск"̂  П.* fa.1'')-1 I . I I . a) -I: tn/Kl&'m 4гГпА1 = 4/К;

Р ( С ) = 5/54. I.I4 . Р = См/С^0 = 0,331. I.I5 . а) 1/8; б) 1/6. 
I.I6 . П.= С§ С§;ГП= 8 с|; Р = 8/15. I.I7 . а= 44, Ш= 3 42, р =
* 3-4 .  I.I8 . а) 4; б) 21. I.I9 . Вычислим вероятность выигрыша для 
первого игрока: А - при бросании шести игральных костей выпадет еди- 
нвда; SL * Л 4х. ..х Л 6,£Ъ ^ = {1 *2 ,...,б }; Р (А )= (5/6 )6, Р( А )=
= I  - (5/6) . Вычислим вероятность выигрыша для второго игрока: В- 
при бросании двенадцати игральных костей выпадет хотя бы две едини- 
цн: Р ( В ) - I  - (17/6)(5/6)п . Р(А ) > Р ( В ) ,  так как (17/6)х
х(5/6)1:[- (5/6)6> (5/6)6 [  (625/216)2- I ]  > 0. 1.20. Соответствую
щие вероятности равны: I  - (5/6)* а 0,5177... , I  - (35/36) =
“  0,4914.. . I.2 I. a) ; б) (i - (1- ^ ) .
1.22. 1/С„+г_Аt ~0,637. 1.24. Р= 1/4. 1.25. Р = I-  I/3V/1T.
1.26. р= I/ I6 . 1.27. (VT/2)& • Описать вокруг монеты сферу с цент
ром, совпадающим с центром тяжести монеты. 1.28. За время Т  само
лет осмотрит область площадью S±-5TR2+2/̂ *1?" Т . P=(JTR2+2RtfT)S~A.
1.29. р = 0,52* I.3Q. Пусть х , у t 2 - длины отрезков. Возможные 
значения: 0 ^ х , у , Благоприятствующие значения 
+р$У+Ъх; р= 0,5. I.3 I. Пу с т ь  а, у — координаты точек. Возмож
ные значения: 0 ^  X , у < 0 . Благоприятствующие значения: 6/2,
У ^ 6/2, а+  е/2, Р= 1/4. 1.32. б) I )  P = l- (l- ? )z ;
2) р= Z(l-ea2) ; 3) р=1-(4-2)* ; 4) p  = Z2;

'5 ) f 2 Е г , если i  < 0,5,
Р ~ ( l -  2(1-г)г , если 2 > 0,5.

§ 2
2.1. р = 1/7. а) р = 1/6; б) р = 1/30; в) р = 1/5. 2.4.Птсть
А - первый стрелок поразит мишень, _В - второй стрелок поразит ми
шень, СА = А+В, Сг =ABfAB, С3 = АВ; Р ( С4 ) = Р (А )+ Р (В  ) -

116



0,94); P(C,) = Q,38; Р ( £ )  = 0.14/2.5. I- (I-  Р )4=
0,998; Р= 0.8, 2.6. Р = (5/24)> (IQ/24)+(П/24)* (8/24) + 
(8/24)* (6/24) = 31/96. 2.7. гг. = 4. 2.8. Вероятность выигрыш 

ля первого игрока Pj.= (l/2)+(I/23)+(I/2y)+ ... = 2/3, для второ- 
) игрока Рг= (1/2*)+(1/2*)+ . . .  = 1/3. 2.9. 4-C(i-P4)...fi-Pn) +
?i(l-P2)... ( i -Pn)+ (4-Pi)...( i-Pn-i)Pn + ЧРг (4-P3) а-Рп)+...+ (1-Pi)...
• (d-- Р(7-г)Рп-i P n ) ] .
i2 a  p(A)= i-  [ l-  fi-  p )n] к, k0 » [en (i- p *)] /fen [ i  -  a - p ) n]}.

.13. Жюри и судья принимают правильное решение с одной и той же
зроятностью 1/2. 2.14. Р= I-  (1/2!)+(1/3!)-...+(-1)п'д ( I/ а  !)
.15. А- оба сообщения совпадаю, но искажены. В- оба сооб
щник одинаковы, 0 - оба сообщения совпадаю и верны; В(, - на 
I  -м месте обоих сообщений стоят знаки либо оба верные, либо оба 
еверные, В^В^.В,*, P(Bj,) = Рг+ (1-Р)2 В = А + С,
ЧА) = Р (В )  - Р(С ) = (Р г+(4-Р)2)^  - (4 - Р )ггг.
.16. Вероятностное пространство: Л  = OJi}  0 J,)} , где
Ч принимаю значения либо 0, либо I  ("О" - означает отказ),

Pj, , если OJi= i ,
1- Pj, , если СЛв 0.

?  (CW i, ,^ 3)) — Pi (W j) Рз(и)з).
роизошло ообытие А = {(0 ,0 ,1 ); (0,1,0); (1 ,0 ,0 )}, Р ( А )  =
0,8*0,6*0,3 + 0,8*0,4*0,7 + 0,2*0,6*0,7. В;! = (0,0,1) - отка

зали I -й и 2-й элементы. Р (В 4) = 0,8*0,6*0,3,
Э (Р  /ДЧ - P (B i)- _______________ 0.8*0.6*0.3________________

1 Р(А) 0,8*0,6*0,3 + 0,8*0,4*0,7 + 0,2*0,6* 0,7
.17. Н t — стрелок взял для стрельбы винтовку под номером I .
I  = 1 ,2 ,...,5 , А - стрелок при одном выстреле попадёт в ми

шень из наудачу взятой винтовки. а)Р(А)г2Г̂ _А P(Ht) P(A)/H l) =
4-(0,5 + 0,6 + 0,7 + 0,8 + 0,9) = 0,7; б) Р (Н п /А )

 Р (^ )Р (А  /Н*)— = JL S —  = о 22. 2,18, р= -2..-1+
Р(А) 5*0,7 ' 12 I I '

■J2— . 2.19. р * 20/21. 2.20. 0,22.
I I  132

а) 8/29; б) 3/29; в) 12/29. 2.22. а) 1/2; б) 3/4. 2.23. р = 
= 1/2. 2.24. Р ъ  0.999. 2.25. р= 4/29. 2.26. Безразлично. 
J.27. Пусть звездочет положит в первую урву I  белых, j черных

/2  1 6 -8 3 6 6
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шаров, t; j  = 0,1,2. Максимум P ( l, j) ,
равный 2/3, достигается при I =Л; j  = 0 и при I  =1; j  = 2.
2.28. Пусть второй игрок имеет капитал 2 ; PC?)- вероятность 
разорения 2-го игрока, если он имеет капитал 2 . Введём события:
А - второй игрок разорился, Н*- в партии выиграл первый игрок, 
Иг- в партии выиграл второй игрок. Очевидно, P(Hi) = Р(Н2)=о,5; 
P(A/Hi) = PfA/Wa)-P (Ъ •+1) . По формуле полной вероятнос
ти Р(2) р (? -±) ■+ A.p(x+i) . Мы получили уравнение в конечных
разностях (i/2) p(Z +l)-*PCz)+ f  P(? -1) = 0, P (0)= i ,  P(a+ 6)- 0 . 
Решение этого уравнения ищем в виде PC?) - Ĉ 1CZ . Постоянные 
Cd и С2 определим из начальных условий: Р (0) = I  и Р(а  + 6)=о.
Р(2) - i- afg; P^ =a+6 * Если Р^ у  > то мы получаем урав-
некие ^ р (г +i)-P(Z)+P*P(?-$=Q. Решение ищем в виде Р(2 ) = 
ss Сл + Сг (^ /Р )^  « Используя начальные условия, получаем
Р (6)= (г/Р )6 [1- C V P)*Jti-W p )a+eJ -/
2.29. А - самолёт в процессе поисков будет обнаружен, Р* - са
молёт находится во втором районе. Пусть в первый район отправлено 
Г1(П£ 10) вертолётов, во торой - 10 - п . Тогда
P(Ht) =0,8; Р(Н г)=0,г3 P(A/U i) = l- (0 ,B )ni pfA/H2)= i-fo,8) ;
Р(А) = 0,8 [1 - (0,8)"] + 0,2 [1- (0 J) ̂ -п].
Исследуя Р(А') на максимум по а , находим: а= 8; Р(А) =0,74.
2.30. Решение. Исковая вероятность р= 22"°. (Aic/Ki)e~Ac J рак~1
= Л ре 'Ар. К=1
2.31. e "At.

§ 3 ,
3.1. (2)= 6/16, р6(3)= 5/16, рц(г) У ? 6 (з ) • а) (0,9) *
% 0,656; д) (0,9)4 +4 (0,1X0,9)3-0,948; в) 1-6(0,1)2* (0,9)г«  
*0,951; Г) 6(0,1)г 0,9 «  0,049. 3.3. а) 4- (0,9)*°- 2 (0,8)Р«
*  0, 6 2 4 ....) <5) [1-(О,#»- 2(0,8)9]/[1- (0,8)1О3 ^ 0,639....

2Л*. |гр^> 9, Р1ООоо^0) ~ 7^5 ̂  (М Я .* °> ° 81- 2*5*. МЫ по-
мещаем опечатку произвольно в книгу. Вероятность, что она попадёт 
на фиксированную страницу, равна 1/400. Делается 40 испытаний, 
а  = 40, q, = 399/400, РЧ0(2-2) = l-P^0(0)-ft|0(i)-  Находим по 

таблице: R,0(0) = 0,905; R,0 (1)^0,090; Йи,(^2) ~  0,005.
3.6. пр<^> 9. Воспользоваться локальной теоремой Муавра-Лапласа. 
р ^  0,051.
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3.7. lopq, < 9. Следует применить пуассоновское приближение,
а) 0,93803; б) 0,99983; в) 0,16062. 3.8. ^ К .г Р) = ^ ^ Р гдК-
3.9. Пусть "ушел* означает выбор коробки из левого кармана, "неу
дача" - выбор коробки из правого кармана. Тогда
а) Jftl- rr i, Л+1. * )  = C £_m (* )« "- » *  ;

б) 2 j(n -m } n+i, |-) = C _ m ( i ) 2n m .
3.10. P* = j-e~0>M rt ?  0.95. 3 .II. р {7 0 < т< 8 б }=  0,944.
3.12. 1 5 3  33. 3.13. Пусть л) - число мальчиков среди 10 ООО 
новорождённых. _ Г-З-пР . sooo-np)
р f t  < 10000 - -9} = p ft < 5000}= P ( v ^ ^
= 4  + ф (-3,0042) = 0,004.

Ь И ,  р|0,2 4 *  < 0,4} > р{|“ -  0,3| < 0.1} -  0,9а
3_.Ж. 0,62. 3.16. П ~ 65. 3*17. По условию р * 0,8; <̂ = 0,2; 
К̂ = 75; Кг= П ; Pa (75, И ) = 0,9. Воспользуемся интегральной
теоремой Лапласа:

Заметим, что П> 75, а, следовательно, 'Щ  У . Поскольку
ф  (4,3) ~  0,5, то модно считать, что = 0,5. Следо

вательно, (Т )[ 75-0,8 4 ] _  п Ц. По таблице иигпдч
V o,4V ft * / 9

75~ OjSn.—  _  _  1 ,2 8  • Решая это уравнение, получаем ~  10
0М\ГгГТили П ъ  100. 3.18. Г1 = 6147. 3.19. До условию  П.- 9QQ. Р= 0,9,4.

= 0,1. Следовательно, 2 ф ( EY90Q/ 0,9*0,Г) = 0,95 или ф(100 £ )* 
= 0,475. По таблице находим: 100 * £ = 1,96, отсюда £ = 0,02.
Таким образом, | - 0,91 ;?  0,02 или 0,88 <? т/900 ^ 0,92.
3.2Q. 55? ГП< 22.

1 7 -8 3 6 6
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4.1. I )

2)
3) J l

P
4.2. £

0 
0,1 
0,3 
0,5 
0,9
m

I
P|= S~2  ̂ 0,2 O .j

0,2 
0

1 4 ,
X < -2,

-2 < X < - I,
- I с  1  < 0,
0 < x  $ I ,
1 < X < 2,

X  > 2;
+ 0,2 & + 0,4 S± + 0,1

I - 1 4) P{-f £ f2<l}=0,2.

P
4.4. 5

0,125 
I

F (* )=
I/I5
o, o,

0,36, 0 < T £ I,

V
I

w
2 3 4-3f £ 0 I 2 3

0,375 0,375 0,125 P 0 1/5 3/5 1/5
2 3 - 4*6. § 0 I 2 »

7/15 7/15 Pi 0,36 0,48 0,16 ’
4.5. % 0 I . 2l 3 4

P 0,6561 0,2916 3*о 0,0036 0,0001

0,7 0,21 0,063 0,0189 0,0081I ,  X  >2 r ц U|UW,u,vxw iU,w i
d) Pfe < 2} « 0,91; P {£  «  3 } =  0,9919; P {l<  S £ 3 } = 0,0819.
4.8. Д -2 _ 0 I 2 4.9. d) 1 X 3 4 5

p <*2 ZH  11 P* Pi 0,25 0,15 0,4 0,2
p ( X )  .  0,25 S  (X  -I)+ 0,15 <54 Х-3)+0,4<Г (X  -4)+0,2<Г(ас-5). 

a) P {| = 1} = 0,25, P U  = 2$
A ilfli. a) g ^ 3}=0,5; d) 4 2 3 4

P 0,3 0,2 0,5
P (X ) = 0,3 £(X.-2)+ 0,2 <5* ( X  -3)+0,5 & (DC, -4).

6 )

a) E I 2 3 • • • к • • ft

P 0,1 0,1-0,9 0,1-0,9* • • • 0,1- 0,9 K~i ft ft ft

v  щтташшшштттш v

I -4i стрелком ( V = 1,2), a = I  - P t TO
1 a

PiP2C<k+Pt%) PM *A + PA )
?z 0 i I # * ■* a • ft *

P % PiHJVPa^i) ft «V P”̂ 1 + Pa % )oo .
ft ••
5p

4.13. P f r b f *  4  6 ( a - i ) .  4.14. I )  X  f 4dFfe)< : ДС-4 idFfe)=

= 1- F (x ) ~^l0 ^1-4<»; 2 ) X J  l-cfFC*)= 3 c / 4 '
1Д8 0 < X  < 8 . Пусть £> настолько
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маяш, чтобы F (6) — F (+0) <£.. Это можно сдавать,так как
F(S')-»F (+()),£-»0.тохда xji-dFfe)<jclFC2)= F(®)- f(x)<£.
Для второго слагаемого получаем оценку

х  J ~ |  d Ffe) < |  ( i-  F (£ ^  ,

волы х  достаточно мало. Такны образом, при достаточно малом ос
ОО

Х  < 2 e " 4Л5‘ а> 0.25; б) 0,75; j-(oc) = 2(х-2),
2 < 1 6  3; j- (x ) = О, Х ^ ]2 ,3 ] . 4.16. а) I )  \ЦГ ;
2) Jw *  к  зе«.и1 а - & м ,гО *;
i- ( i-  e n U l)3 . б) I )  а= -1/4; 2 ){& )= - 4 (x - i),|x U I,
J.(x) = о, |х|? 1- 3 )Зг/ А 5, I -  (3/4)3. в) I )  а  = 1/2 ;
2) j(x ) = + ; 3) J-  i-  (1 - ^ )3-

r ) i)  а - I, 6* -I; 2) ;f(*)= e-̂  x> 0 ;  J(x ) = о, X * 0 ;
e2- i . ( e3-e2*A 2 /_eJ-e^+ij)2

3 ) 3 *  е з ^ e 3 / > V e *  '  '

д) I ) a= 1/2 ; 2) j -C x i^ l '^ l+ lx l )"2 ;3) i - ( u ) 3-
е ) I )  a=  1/2; 2 ) } (a )  = 3TCOS5TX, x e [o , з)\1г/2.

4 . i7 .  i )  а  = ( 1 / у ) а » с ^  г  ; 2)  a = - ^ -  •, \  ( i ^ e * * * ) ;

3) a® 2Кг 1- e ' 41,1. 4.18. а) Реиение. I)J*  $=; - j- 2^5,
, а та

а= 0 ;  2) j О, x  ^ О,
F(^=j2€c , X € ]o ,  1/4 ],

(. I ,  X > 1/4 ;
3) моды нет, так как функция 1/{х  не ограничена на j  0, 1/4] ;
Медиану найдём из равенства 2 V3t = 1/2, X i/г = I/ I6 .

2 2д) Решение. I )  а  найдём из уравнения a  J  е~х  dx - i.

В“ЧЕ0ЛШ11/  е" 4 /^Я^ е~ *?<№-№ ГФ Ьт/Ю+ФШ)]*
л\1г[Ф (2,аг8)+ ф(1,4^)]^[<М9?б+о,42о?].
Здесь ф -  функция Лапласа. Таким образом, а *  (0,918'ТзГ Г  .
2) О, X <-L,

F (х ) = I  ( °,9 iSV3r)_i J e "  d t, - i< X £ 2 ,

I ,  X> 2 .
3) мода - 0; медиана находится из равенства
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0,9iSl6f _ А

S X e ~ ^ d t b  =  0 , 5

или
ф  ( I,4 I4x)+  ф> (1,414) = 0,459. 4.19. а) Решение. I )  функция 
распределения вероятности терпит скачок в точке 0, равной Л . Л  
найдём из условия

-|М \ь/уй+ л= 1. = Llz,1 X I

следовательно, А = l/2; 2) так как для 2 € Г-1,о1 4( =  -oj yjuj
« j j - f l - V - x )  , а дяя a e ]o ,i] у  J*c(u/fiT= ^-\/x. 

и учитывая, что А • 1/2, получаем
О, «X < - I,

fl) I )  А  -  1/3; 2)

F ( * ) «

г) I )  Ji -  а-5Г/а ; 2)

F(oc)e

д) I ) Jl = 2/3; 2)

F W  о .^\/з?+ЗА, 0 <ас ^ I ,
£, х  > I .

О, 01 < О,
(1/3> (1- CQS за), a  € ] 0,5/2], 
(l/зка-ссвззс), а€]$/2,5 ],

> I ,  зоЗГ.
2) Го, а й-i,

I (1/4)(У/г + ат1ла+х'/кх?1), -i < а  * о, 
F(xV 1-(ЗГ/8> (l/4)(cmiriX4x^3^) , О <х < I , 

.1» зс>1. 
fo,   о,
х агс$'та + \/1-аг‘ -4 , о <зсi ф, 

аагс£1|гас+ V l- a 2*, £ < x s i, 
U , 
о,

i-  4  е
I )  a= 4; 3) PfO<S< l }  = l- f  e*1*  0,086.

0C> I.
oc< 0,

0,< e«2,
a  > 6in2.

2)
F(x) ■ t

a  ^ o,
(2аг + 2а+1)е2х x > o;

4.21. a) 1- e _1; 6) F ( i ) = l - e ~ f  , i : > 0 ;  F (•£) = 0 ,4  0.
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-  X*
4.22. а)  ̂(х) - е  2б* ; б) \j26а2 - медиана, 6- мода.
1.,̂ ?. a) f  (а)= ^ х к"А е ” лв> х ? 0 ;  ;fc*)=0, х < о ;
й) х р = [-O o tn -d -p )]1̂  ; в) [(к - 1 )х ./ к 1 ^ .
4.24. а) 5/12; б) X . = а/2; в) t(x\ (О, х £ ]- а ,а [,

!/з *
г) мода не существует; медиана ^о,5 = О*
4.25. I )  А = 2/ЗГ ; 2) F 2(l)=  iL  агс±дге •= 0,6015 . 4.26. а,б) 
Да, например § (х)= i/\5T, Л€ ТО ,1/4!],/(*)- 0,Х^ ]0 , i/4 ]•
4.27. а) 1- 6~А̂  ; б) . 4.28. 1 - е _|сТ.
4.30, а) 5 0 I 2 3 .6) £ I 2 3 4

Р О ю 0,65 0,12 0,03’ р 0,49 0,14 0,27 0,1
А? 32,«

F(a>1
f О, X *  о,
x^/R^xe [ 0 , С̂хЛ=2ос/Кг̂ осе[0 ,R ]?J& )=0 ,х ^ [0,4].

—I  DC ̂  *
*  * ° > , Ш г * - Э * 7 %  Х€ [0,201

f  агсБ1а(а/2(^o^xs20, jCx)= • * [о,го].
I, а?20*

4.34. a) V  0. Х < ~ & , 6)1/3.
F (ос')=1 в ^ Ц 3/R), - R < a  s R,

I  I ,  x > R . .

4.33.

F W = J

^ [x O V acfllfa e  [0,2%
0, X^[0,R2].

о, я *  О, 
F (x >  (2A )a z c s in  (\fx/R ), o fa c *R 2, j- (*)=  j  

[ i , x ? R 2 ;
4.36. Решение» Площадь треугольника A M В зависит только от 
ординаты зс точки М , поэтоцуч рисунок) 
площадь А А И Б не превосходит 
ОС лишь тогда» когда точка М 

попадёт в полосу A BCD шириной (ft 
X  • Найдём ее площадь. Найдём 

суммарную площадь секторов
А ОТ) И вое : R2ol = А о  В
= R2axcsia(x/R.) . Определим площадь треугольника D O  С '
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yR4in(:jI-2<ttcsinf )= 4 : R4iri2azx:$in.(x/c> a V R 2— ос2 !

Суммарная площадь равна S  - R2azcsinCx/R")+ xVR2-x ?'. 
Вероятность попадания точки М в полосу A BCD равна
(2/ЗГ)atcsiri(x/R)+ (г х / з г ^ У ^ - х 2', х €  CO,R3.
4.37. а)

ЗСЙ»
(i/г'/г), ге]од] , б) И *Ь 1/3?г/*, г€]о,й,

о, z £ j o , d .о, г£]од] ; v . . _
4.38. а) Равенне £ (х )= Р (^ Л< а}= :р {кува {х  а:Д<дс}=

I »  Го. *  *  о.
k F5.(x>=jx, a  € [од],

1 ‘-1* х  > I-
Для любого Х£[О Д  [  (irnx  = 0 .Поэтоцу С М -  (°*  •̂ < I ,

n-*~ ?  ' " { I f  х ^ д .
б) Указание. Использовать равенства wwj.e-nfwac(fj)^^.(x)?l-l̂ £(-jr)̂
и результат а) Го, Х<0, ^  р (х)= $ °» ^  О,

R (х)=| i  - (i-х)" о о сд , ъ  1 I ,  x > i.
*" ( i .  . ^>1;

‘  Я ^ Д ) ;  «> ^ М  = Я 4 )-  - s J
■ХбО,
х> о.

4,t,99t ®) mi

a) 0, £ 0, 
 ̂> 0;

6 ) (y ) *  «*■* € a p { - A ( e a p ( o t v j ) - a)}3

h W=' (1/гф .«(€^ j[> 0; ^  W = { o,
X6 [од], 
з - £  [од] .

4.42. a)
5 ( * ) г

fL[Cx-B)/a] щя <ь> о,
CL< 0;Л- Pj[(x-€)/c^ при

б) С , . (О,
? t3 c ;i^ (V 7 )-  l* H x 4 < ? ), a  > o.

4.43. Решение, а) Обобщенная плотность вероятности ^  случайной 
величины Л равна Pg = (1/2) ( $ + 6^), плотность вероятности ве- 
личины 2 равна р„ (а) = i } х  € [0 ,ljу (X) = О, X  £  [ОД].

%  i j , « р? =f ( s  *  рг + «, *  Р? ♦ P j М '{ | 'Й й ’а :
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б) 1/4§ принимает значения о и 1/4 с вероятностями 1/2, следова
тельно, Rg = (1/2) (8+&а). Поетсцу Ps = P j 14 Pg =
= (i/2)[ Р- (X) + Р, (x-jA)J;

"  < Г1/2, х € [о, 1/4],

14 1х;'  1/2, JC е ] I.  5/4] ,
L о, Х  £ [0 ,5/4].

в) Для CC€jO,il Р (5 ^ х } = р{|*0)ч- P{g = l}P {£o t}*-|- (i+ a). 
Поэтому ( О, X  ̂0, а6   ̂^

5‘ l i ,  X>1; J *•
г) Для Х>0 Р|(5 Д )< х } = Р {|  = 0}+ P]S-i}PKV?)< ^] = b i/2 x .

{ О, ОС  ̂0, ( О J зек о ,
1/2, Х€]0,1], Р^хНф)$+Щ  f(x)*

- м . • > *,< *).£  [i M i - » )4]  , ,
V  . n r  .  ,  ,  Vd)f * (y )= |a  ( S y w  »

‘ 0, 3 u <0:$
r )4  ty)= r  )~. 4.45. Реаенже. а) Значка», которые принимают 
случайные величины § я £ , будем 
откладывать соответственно но ооям 
ТГи a .  Р& Д О сс} =0

волн Х< 0. Пусть х ?  о. Исполь
зуя независимость 5 и £ (рисунок) 
имеем; ^  (x) = Р $£/?)<
= Р { (S, * ) 6 ® Ь  (V)c(uoffl-=
- Jdw j

б) Аналогично(рисунок),как и для случаям- 
а ), имеем f̂ (x)= i | Ы)j ^(vjdudv=

_ ( У 2 > XfeHo.i],

- L“ 23Г -00
СО

f ° -34 j  тJ е г du J е
» xu

-3£*г d^+

1 Г -34* (ав_3̂
+ 23it)6 г <jftt J  € г dv:О .оо
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u -du - =  

_-3;
4.46. a) ^  (<j)= (l/ S N jT X i^ ^ e 'r  ;

й) V ^ V lf c r  & *> Г 0 i ») J j( j)= » F  e г , (po )ufrjf

г )¥ * )Ч гГ7 Т И Гв Р [ - 4 7 ^ а 1
г *  о.i^ L . ® )4 (н )s j 0 , ...

7  fe/г) е_г/г, * >o;, “  ) ? <«= f
0, Z 5 0,
ze _z4  2^0.

4 .48 . Решение. Значения, которые принимаю случайные величины £  
V * v  и ^  » d ip ** откладывать соответ-

1)"- ос/го ствевно по осям -и и ■V. Тогда
дня ЭС5 0 Fvg (х ) = о, для 
О < эс ̂  I  (рисунок)

** * (х) = JJ f| fu) f ь iv)dudir=
SO

~ f d u j ld T +  ^ d ' U  J  c(^a Ut Мгамм оравой. As ( « 3  =

_ 1 Л-1г»1*42*. к(г)= — q bSSL

_}-епх, леЛо.ч],
I  0, х 6 }0 ,1 ].

о ,  н < о ,
i - е ;*  о * г * 1 ,
е-г+1_е -г z ? i .

4 .51 . a ) P ll-*-? = m l=  . m .
^ p (5 = K }P {^ m - < i=  i k t W _ e- < ^ 4  
б )Кз°  Г о, г < о ,  г ? г ,  в) го, * < о ,

j  {г)~  Z , 0 < 2 5 4 , Ц г )= Ь 1г € ^  г»  О)
1 I 2-2,1 <  ̂ < 2 ;

4 (.* —СО* Г-
г )^ (г )= ^ = т ^ т - е ‘  г ?7 , а=а1+аг, G=icg + 6 ? '.

1 (f«s)n'4,:xe]o>l[,1 * 5 2 * .

J?(*H («-1)1
o ,

Реоомотреть случайную величину jf - -  Слч - JI_  и  убе
д иться, что  tn. V  распределена по показательному заходу с пара
метром . JL s  1 ( 1  = I , . . . ,  IV ).
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ft f i ,  ^ еГо, i /ч],
4.53. a) P,(o)= j*(x )+ (1/4)01/1/ j  (x)= I ,  X ^ l/ q j/г],

p** г  k  * V  H (* " 0 +^  b [x' ^ )+ « ^  ’
хг/1 , 0 < X < i /Ц,
Xz -(t/4)a+l/32, l / U *  x * t t / 2 ) ,

J(3/4)a -7 / 3 2 , 1/2 < Я  6 1,

(J$ * - j  1/г(-хг+(з/2')а+ g/i6), i< 25 5/4,
Ъ / Ч -  х /  +  э с ,  5 / 4  4 ct 5 5/2, 

v 0 ,  a / j  0 ,3 / 2 ].

«> h w - 4 p ) + w » ,

(3 / 4 )* ,  3L€ CO, l ]  ,

(4 *^ )ф =  j(3/4)f2-a),a6 Н Д
0 ,  2 C ^ [0 ,2 l

4.54. a) I )  % L i  — -I 3 | 5 . -I 2
Р 0,27 0,43 0,30 ’ P 0,55 0,45

2) 0,3; 3)P{|= 1, * » - i }  = 0,17, pfl=  1 } - 0,27; p ftr j] =0,55

a )_ l -2 4 i . 6 )
0,2 0,2 0,1

I P I
Ъ 0,2 , 0,5 0,3

r) I 3 9 .. Д) J J I 2 4_____
P 0,2 0,5 0,3 ? PI 0,2 0,5 0,3

4f56.
a) « -3 -2 -I 0 I 2 .6) I -2, -I P I 2

P 0,01 0,05 0,35 0,27 0,22 0,1 ' P 0,06 0,12 0,69 0,12 0,01
4.57. a)
F5 № •

l- a -3; x;?o> n ч а - а -гЛ  н о ,  
F* 1 * 5 1 0,0, X<0, 0, »f<0;

Й) p {l 5 £ s 2, 15 1 г}= а 3- а '6 - сН  + а '.12
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4.58. а) I )  С = 9; 2) г , Г О, Х<0  или Ч<0,
(1 - e '5a:X i- 6 “ 5a) ) x * o , y z o ,i

F% (x) = ■0, x  <0
. 1 - е-3л, а > о, V » ) °> 9^0,

, 1-е"3и, У>0>

3) ( 4 - е 'Ь) г ; 4 ) будут ; б) с = 1/2.
А,,5Я« в) Г о? а   ̂о или

<7Г¥ * ° »
S ln x & ln g ,  |  ,  0 < ^ ^ Г ’

S ln x ,  o < ^ f  , р

«и. f • *>?>
1 J/x >  г >

г г "

б)
i s lx)= o, oc^ 0, X > | ; | o, y £ J O , 5 j ;

oo

B)o- =2/3- 4*SIL a)^(?)=Jj(^z + )̂ d a
- J  J  C«. x - a )ck x  ; если Sd, Д2 независимы, то

6) <** O'jf (bf)ff-i
если g1, §г независимы, то ^

W  =_ J ix )\x\  " _ J • ^ г^ ')^ (у) Щ  ty-
f a4c exp {-  (ax + 6y-+ с ? )} , (x, д,г) еЗЭ,

{ 0, (M > ^

a = I/ jr* ;B )  I/ I2 ; 
6>F(*»¥)B $  агс*дх + y )(^ a ic tg « f  + 4 )>
r ) j$ (x ) = 3i_1(4 + x2) , % и £
4 ^ 1 ) 8 )  Ci/ar̂ 2- хг +- u2  ̂ R* .

= t 0, х г+ f  > R2 ;
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б) , ( (z / x f? )№ ~ x \  W  *  R , , ,
4(x)=  1 ' =

[  0 ,  |X| >R. £

в) 1/3 ЗГ ; 2) 5 E £ аячилими
_ ____________ § 5

&*Ix a)Mg = 5;40g = 29; (Г = 2; MQ = 3; 6) Mg = 0,9;£>£=0,49 
6 = 0,7; M0= I i  в) Mg = 0;S)£ = 1,2; <5*1,1; Mo - 0.

5.2. a) M^= 14; £>£ = I I ;  6) M ? =9; $ £  = 6; в) = 3CU +
+ 50 + C  = а г+ 20a . 5 JL  a) Ми = 4; SD» = 20; б)Му =11; 

20; в) М *, = 7; = 45; г) Мг = 4; © t = 45.
a) 1/8, 1/2, 3/8; б) M e (-1 + 1), MSfoa/?!* i/г»

M C 0 S - l/z ; в) = 9/2, М(£- Mg)3 = "3*
5.5. ms= *M # S«  u  (n*-i),M eiw »(V^)e*p{iO (^«X*«i5^af)[ 

воли r Ho . tS3T J  0, воли H - четное
x€]0,*C,Mel = i, M€ = ft v ’s воли 1Ь -  нечетное. 

Указание: использовать формулу i +2г+... + и? =• ■jr?(n+ 1)(2гг+1).
5.6. а) 0,1; 0,2; 0,3; б) М|Ч = 5,3. 5.7. а) Начальные моменты 
Ki= 4; Кг = 20; Kj = 116,8; Кч= 752; центральные моменты 
Д= 0; Д * 4; Д= 4,8; Д  = 35,2. б) Асимметрия /4S = 0,6; 
эксцесс Ек = -0,8. а) М*(|)= 1,5; б) M f(S) = 2,15.
5.9. U= 15000. 5.10.М? =500̂ 0.9*10.1 *  16. 5.Ы. Mg = 2(5/6)3.
5.12. Решение. Обозначим g - сумма числа очков, выпавших на ю. 
гранях, gi - число очков, чипячтг на грани I -й коотн. Очевид
но, ,..., £ц, - независимы я £ •  S i +...+ £и., следовательно, 
Mg= n.Mg= (7/2) М. ,$£  = (35/12) уь . 5.13. Пусть £ - число 
бросаний игральной коотн до появления шестерки ( £ = 1,2,... ). 
Тогда М| =21' го(*_а'У*М'а= 6* 5.14. Пусть g - число необходн-lift »i
мых для взвешивания гирь. Тогда: а) Mg = 1,8; б) Mg = 1,7; 
в) Mg = 2,0. Следовательно, наименьшее среднее число взвешиваний 
будет при системе б). 5.15. a) Mg-(^Xb'+d'b'Dg = (4/12)СЮг '-0;
б )И |=  П (М /^ % = П 0 (1- И )^ - ; в) Mg = a , % =  а(а+ 4) 

fiJZ e  а) 6)Mg = К/(Р1+ Рг), SDg = M(Pi V  Pz <Ь.>- fiJB e  ИТ = 
(5/3) t  ,<ЙТ = (10/9) х г . 5.19. а)М |=  2/3, ^ £  = I/L8;
б) Р{(1/3<< £<(1/2)} =  5/36. 5.20. а) l̂ p - i j al^i r=

= г V i /азт-1 •, б)W- ти 2/г, WCp- JV V a ĉhr= 3ЫМа.
5.21. 16- R/3'ЗГ . 5.23. a) Mg =0, ©£ = 2;° 6) Mg « 0,
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$g  = (S iV i2)- (1/2) oe. 0,3225; в) М |= 2 / (к / ^  ), 5D& =
= (I/  kl )(a/2 - 4/ST ); r ) M§ = »g = tn+ I ;  д) Mg= 1/.Д
fte, = I/  л2 • s.24. a) K5= 2/5, JH3 = 59/185. 5.25. Mr̂ = I-3*5- 
6 ... (2 К - I)6 1K , Mgi|c-1 = 0. 5.26. Решение. Mg =

-̂ r j^ n+1e-*cb= r(n+2)=fi+i.

Ms2= h. 1*мге х <к= C =(n+il(n+^, Фб.=п+1.
5.27. a) Mg= ( o L+ I).ji; 6) S)g = ( oC +1 )• Указание. Сделать 
подстановку i=  (3£/J!>) в использовать raiMa-функцию. 5.28. a )^=1;

K3= 1,3; К,- 57/36, ft-fa 0, > ,= 0,1 A = 1/35; 
6) As = 0, Efc =-1,7. 5.29. a)M0= 6 , Me = 6 '/2-^2  «I,I774d; 
б) Mo = Me= 0. 5.30. a) M<P (.5) =1» б) M*? (S)= 0,5;
в) M'f (I')=(i/2')[&»22+26t2] . 5.31. Укаеаяве. Ввестж случайные веяв-

2 1 / г • •  • 2 п / г

2 * 1 • •  *
g - И .

• • » Ml = Mgu< »e.
. - •Ut.-V’0 кк.-к .P  2-’ . . .  2-л • * !?'£**«>< 

UT7TF-= ^ V f̂ |fF - '= W ^ {|3 C il>...>|an |}-n-»0O Mill tf*«>v 151 1
5.36. Решение. Mg - jxetF(x) = Jx F  (aOdac a -

«о oo 0 °  0
= - *  [i-  F (*)] | + J [l - F &m *  fi -F(a)] = 0,0 Q
так как A j F'(x)dx s' Jx  F'(x)dx.

A A5.37. Доказательство вытекает из следующих соотношений: 
M f - 4 'P i+ -,, + KPK+ "' } P { S ? K ^ =!Px + Рк+i + • • • • 
S*2S**o~M g-, г̂ 1М (|- а )г= м (1"М 5)г = 3)5.
5.40. 6) нет. 5.41. Ревенве. Площадь крута равна S=  ЗГсС /4, 
где диаметр I  S  ct S  2, отсюда ЗГ/4^5 S3T. Пусть ЗГ/4 ОТ,
тогда p^g<a:| _  р{(У(1г/Ч )^ а }=  РМ<2>/а/гЗ = 2VэсД-'-d.
M S = {/ V rJ3r(x /^ T )d a=  ? /i2  ЗГ. §)3 = ® г/15.

1 Л5.42. I )М ^и = СХ;2) 1г= 100. 5.43. М* = 4/9; Щ  = 20/81.
ь а . - г / Щ е - * 'г< Ь * 1 / т х е * Ас>г*

= гФ (г> (1/^ Г )е г M f 'З ф (г ) + j+(2/i/3)ei = -fMf)2.
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5.45. М | * U 6- V f f i iT [ to (<l >('te)+T )  + \fIT exP

t0=^ = ^  . M |2 = [(Ми)г4$0и][Ф(*о)^- f ]+

2\fau + ____ t ti\
\ fW  2 / ’

S*46*. М3 - xydxdy = 0; %«> = |-JJ a2 tfdocty = фц.
5.47. = Mg-Mg = 1/4; ®<S= 7/144. 5.48. a) Ms?. = I
= 4/9; 6)M5Y. = °A »  *6i6t+ a$ бг + cd 6j.* 5.49. I)  2;2) I;
3) 5; 4) -1/3; 5) 13/3; 6) 13/3.
b5£L M£ J j V  H i z
~ 2 j°aj(a) М Л с +  2f°^ г(ц) h Itfty ~ (Ms - M ?),
-С» “<*>

me Fj (ас) и Кг(з) - функция распределения, соответственно 1 е  ? .
<5* — *®5 + + (M i-M j)2- (MS)2, 5*51. а) Мг = 5; = 36;
в) Kiz  = -12, = - I. 5.52. М? = 3. 5.53. а) М| = 0,55; М? -
= 0,10; 6) = 0,2475; = 0 ,59 ; b )C o V (£ , ? )=  -0,055; p ( i,? )  «
* -0,144. 5.56. а) Д .  24; б) М| -  М? * 2/5; в) Фд = 1/25;
r)COtf(i,0- -2.75; j>(§, 1) «  -2/3. 5.57. ^{*>^3x0,316.
5.58. - 1г к ( к 1+ т + К Г 2 К 2̂ = - т к ( п .4 т+  к )"2.,
Кп  = - т к ( п 4 т + к )-2 %  - К ^ .-  п ( т + к ) ( т г т к ) '2 =

- км (n + к) (и.4 т +к )-2 S)5 - К55  = К(и.+т)(ц+ m + Krf JW  =

^-Vnrn/cn+KXm+K^ ,Р |*=  -'/пк/(п+п9(тЦ' ^х~~^т /(№ +и)и+п)‘.
St.69л. р(Л|4^з1)0(1^+£г)=(с^|«11|)'(о(г/|л.г|>р(51 ?)•
6 лЖ  М^»2пр^, ©3= 2npq.(1-2pq,)■+ (о-1) 2 p̂ (p-<j.)2
5.61.а) coo-( ?1} ) = О , б) COO’(fa  yz)=Q,  ?,&- зависимы:
учесть, что P [ t *  tl = t } ~  i*

, . .  - . § . . £ ____________

6.1. a )%  W - 3 - (-Г+ 2)(1+г г) ;  6) ^ (2 ) =0>г40,12г40^г540>ЗН6;
В) ti(2 )=  г (5 - г г 4 . 6 ^  р г^-^Г1 зМ г= Р^, S)r=  *р?(рйГа-|Й, 
MX»" ^P’1,®^ПГИР'2 6*1*. a) ^  сг) = 2 -гТ
6) %  (0= РИ-Ч*)"1 ; в) tg (z ) =(<Ирг)* P+<P = i;\ (в* Л
7 ) % (г') = S  . 6.5. а) Производящая функция случайной
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е  ̂ и ~АСг-0л 1*С4~0_ с> (*+ /< )(*-Овеличины 5 + \ есть е  е*' = <£ , это
есть производящ ая функция цуассоновского распределения с парам ет-
ром .А+ М . §„6,. a) S ,. 0 I 12 .6)1 0 1 • • • к * * •

Р | 1/4 1/2 1/2 ’ Р 2м гг1 2-Ск+Л ... ->

г) биномиальное распределение Р{|=  к} = С* ("§) ( j )*1 . KrOJd;>..)n; 
n( ■>- (2^ !д) 2 (̂K*)̂ C2Kri) *  ̂" А,2, «“ •

^  П г) = и-г)СМ $-рЯ ’ «и* Т Ы - ^ Р Л -
Ь Ж а И И )-  (*+pert) \  P+ ^ i, Mg = np, S)s = af**;
в) S’(i) = expiA felt- i)> , Mg=SQs^A;
В) ^(-t) = Pd-^e^)"1, М5=<И^> Ъ£=ЧР~г-
f i J I*  Jtt)=  (2e " l t - i ) ‘ 4 . 6J& . co s1̂  • 6^  a) p -  
■ 0,5( o.i + 04); 6) P= 0,25( o_2 + 2.0 + <эг ). Указание.Найти ха
рактеристическую функцию случайной величины £ , принимающей значе
ния +1 и -I с вероятностями 1/2; в) р= 0,5( £_к + SK );
Г) * I - I ? К -К * • »

Р 2 г 2~г 2 " * 2 ^ » # • 2-Ск+Л »  * •

6.15. ft) - характеристическая функция случайной величины § , 
заданной законом
д 0 I _1 2 -2 *  *  « к -к * * *

•р ‘  do а, /2 Oi/2 Ог/2 аг/2 ♦ • * а*/2 а*1г • • •

б) Т(*)-7г е г >
9 I А

В) «К*)- в 1 “ аг, Ms • в> % г ^г !

г ) е 'а ; Ms h *®S не существуют. 6.19. в ), д ), е) Ис-
пользуя равенство находим Щ  = £)£ = 0. Из

®Д  = 0 следует f it ) — I.  fx  ̂ _д2
ВДОа. а)

Рг ы -

О, 2^0 
гг/2, o^zsi,

1-7 (2-2? ,  1<г£г,

[Хгге , 
0.

г ^ о ,
Е -2 О;

н>г
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в) # распределена до нормальному закону с параметрами ( & , 6 ) 
0.= Qi+ а г , 6-V6*-* 6? . 6,21. a) ^Gt) = (a/jf)(aa+a2)-1 (закон

Коши); б) j-(?0 = ac^o; $CQ=o, а х о ,
S«22,. - i/^ + U ^ - e x p ^ /e jaec^ rt},

M ( % i ) K =  t a + 2 ) . . .  ( г  +  2 к - г ) .

6,23. w (i)i2 =•¥(*)¥ (-4). 6.26. ¥ e x p f (^ У г  + £ )}.

■,-,1.7... -

L j L . a ) P l l= ^ } '=  Р(1+Ф )"4 ; 6), b )H S >1Z}= ;

г) Pfe = K|S >?] = (i^ )p -^ 'a(d-<{lM);
Д) P { | = K l 5 ^ }  =

e >  P { 5  =  K l 5 « * t f  =  P d + ^ V ^ - 1 ) ;

а) P f l -  K iS + ?~ t}* (e - ir\  i^ K ^ e - d *

з) M ( l |s+^ - C ' j - j S .

2 a a a P | f , * K | r + S  -  t t } =  ------------------------------

1 * * PU i+ S2= ^
2 ^  P i S 4 + s 2  -  n }  =  ( P ^ W l ) =  р Ч м  ( П + А

P  = к 11 + g. * t ib  * h~** «  — ____14 1 2 5 P^l+^l- n} *+ i
M *a ) К = H , 2oc€_x^ ifa(̂ |oc) = 2tfe '̂ ;

б) к=№)/зг, fl:l (ctl̂ >(2/v5T)e'C2ac+̂ 2 Сз/\бг)е
* j-fg | а внутри квадрата,

} *■ ч. v  jsno Ажццшта*
Внутри квадрата: б) f^fcx) = а~г(о-̂ г — 2\ос|")̂  fg (у) = a  2(a\iT-21gO;
■ )ij4(a ly )“  (а ^ ~  г»01УЛ (a il?-  2)3t0_ i;

I’Aoce"̂ 4̂ * ос-з-о, *̂o,
^x<o, ш  ^ O ;

* M 2, p o ,
0, ^ < 0 -
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в) lrt(A u)1 e -cA+ </)

0
r) 2 И Г \  P 0:

M (?  ,a)='

ОС < О ш  ^ < O ;

i/a , a> o,

0, cx< o.

7.10. a)

0, . ^ o ,

’« 0. fnr .irt<̂ R 5 * 1  0j]a|>i-l |̂.

гй- * г€й>Д
(г-г)г
12 , ? Ф Л

( 0, (o ^ / R ,
7.11. а) |1/2;

fg(a l ? +{>*2) - _ ос^Го,г], Я)(£|5+£=г)= z 2/ i2 ;
. . f A/?, osa*z, o ^ i ,

S |г-£Г^ г ^ х д и г ^ г ; ^ 11* ^

в)бхС г-х)?"5, o s a ^ z > ® (5 |5+ ?= г)- нг/4о.
7.12. Решение. Пусть £ а квадрат расстояния между двумя точками. 
Введём случайную величину £ = Ч (X  , Ч  )• принимающую значения: 
I , если X  и У  легли на одну и ту же сторону квадрата; 2, если
X  и У  легли на смежные стороны квадрата; 3, если X  и *У легли 

на противоположные стороны квадрата. Находим р{ *2. - 1 } = 1/4, 
Р { \ - 2  ̂ = 1/2 , р - i j  = 1/4. По форцуле полного

математического ожидания
М %1 = р{ Ч = Ц ?{1гк=Ц + Р{2= 2} Р{|1?=2}+Р{£*^=^Р{?лЗ},

P il21 ? - ij  *  J I  Cx-g)2cbtcl̂  = -g:;

Р{б! I ч-г] ’  J ! p?*f)Jxdy -- г/з;

Окончател&о имеем: M l2 = (I/4Xl/6)+(I/2X2/3M l/4X7/6)= 2/3. 
7.14. Решение. Пусть Р $ г - К } = Ри . Ивеем
М (?|г*1 «> ^ ГМ |1  - к т 5 .

i=i
По формуле полного математического ожидания

М г Л к р к " *  = т |М £ .

Условный второй начальный момент величины £
134



M W I ?  >К) = M [ ( С » i) J  = M [ r * f  M i] =к 1=1 L* j
= I T ^ ^  + 2 i r  m l  т *  = кМ£? + K (K -i)m i =

i » i  l < j  s

= K ( S | + m | )  + K (K - l)m | = к %  + Кгш |.
По формуле полного математического ожидания
M vf ^ ^ Ё Г к р ^ + ш гё ^ 7 к грк = % М г  + т г| М г г .

= + rn2g (2)2 + (М 2 )г) = Щ  М2 + т г§ ® г*™ У (М г )2
Mj? = Sg Мг + шгд ®z.

иЛ л. а) М ( l j l 2 = $  *  a L + 2(4 /бг)( у- а д
М( I J 14 = ос) = а* + г(6 ±/бг)(х -  о*);

в> ЯК*Д »а)* <£(*-*4, *0^,15* - * ) =
Ы Ы )  a>jg(*lif,? >  гх^ (£-хгГ 1,(а :^ ,г )€ » ,^ }г)=о,(ос)5/,£)Д

& t e la >U) = С а^ .Ч б», fe(2 l*,g )»o , (гс,у,г)^© ; 
б)М(|1^,г)=-гиЕлг^, о < ^ 1 ,

М(*г|х,г) = 6ас^ хг + ^ * 1 ,  х * о ,  р о ,

М (?1 ^ г )= 0 ,  х г+ ^ > 1  идти ос< О тту
It lS i.  М (?3I = О, §г = 10>0;M (SkI l t *  О, §г -10) = 2 •

* % l5i  = °> V ' 10) = ® 6 Л - °>  ^ i0 > = 9>6 * 
u a * a >  М(Сьг ь I CgzO*■ C in , MfCiVICjij)« 0,  ij£j.
Указание. Показать, что для i-^i ?■ и г* независимы. 6) М (§1 %) = 
« £  ( так как Jg  c ffg ). '

7.20. M f e l W -  3f )> } (агсЫ п+1) -агс^п)'* (ос).
И'г°° r,~i г i  1

7.21. Решение. а)Ак3[к/п,(«+1)/п]>ИЫ ^)= Х1] [“ рОйУ J * Зц№
“  ^ ( 2 к +1)/2п. *~° 7Z
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<5) ' О, X * L/Zyl,

Q i i - ✓ 2 ft
в) M < №  a *H* 7.22. Доказательство. Достаточ
ность очевидна. Необходимость. Пусть, например, функция i  (а?) не 
постоянна на Aj,. Тогда существуют два множества положительной 
меры B i С Aj, и ВгС А I такие, что ^(Вх) П К В г) =* 0 . 
Следовательно, j'M i (&*))- ВА и В  , где В В г * поэтому
В1Б ^  * 7.23. Решение. Так как 7П  конечная 6 -алгебра,
то существуют непересекащиеся множества A*,.. . ,  Ап. составля
ющие разбиение JQ. . Функция |  € И тогда и только тогда, когда % 
постоянна на А{,, следовательно, Я есть подпространство, натяну
тое на индикаторные функции Здх( к ? ) З д ^ (и ) ) .  Таким образом,
d im  И - Г1 , Пусть для любого в  £ <ГК£ Jj(oo)dprOn пусть

уъ е п /
g  Н , т.е. Z I ^ K J a k . Тогда (&,%)r2Z^ Ji(u ?)c(p  = ' 

в 0, т.е. J  1 % ♦ Пусть J i  £ для любой М с  И . В частности,
дм Д = ЛА(,,0 = ( J- » Здк ) » J   ̂Ф =  о.

. J . 1 _______________

8.1. а) Р{1£- М%] <  0, г } ^  0,59; б ) Р { | | - M^i< 0,2} ^  0,64.
8.2. Число отказов за время Т  - % *
а) Р<{)£- М 5! < г )  ^  0,88; б) Р { ) | -  М§) ^ 3 }  ^  0,05.
8.3. р {450^^550)^0,91 8*4*. а) р{\%  -16|<3] $-0,64;
б) Р{1В - 1 6 2} = 0,8. 8.5. Используя неравенство Чебышева, 
имеем: а )р { | JH- р\< 0,01} 51 0,75; б)р||/< - pi <0,0i} г* 0,97. 
Используя интегральную предельную теорему Муавра-Лапласа, имеем:
а) Р i!/ 1 - pi < 0,01 }  ~ 0,956; б) р { )/Л - pi < 0,01} » 1 .
8.6. а) П 2- 222223; б) ПЪ  14730. 8*8,. Для a  < 0:
-aj Г ц - d Гф  6 ц -х) d Щ ) ,  аг ё (J  (^-a)dF(̂ )}2 ̂
- J dF^Jty-^fiiF^ (d-FCaOX̂ +a*). F(oÔ 6г(6г+ а?)Ч
Для 0C> 0 доказательство аналогично. 8.10. а) да; б) нет;
в) да; г) нет. 8 .II. а ), б) нет; в ), г) да. 8.12. Да. 8.15. Да.
8.17. а) P { P n- ^ U  0 ,01 }^  0,71; б) p fiV ^ O .O l} £  0,74;
в) Pfph-3| <0,Gl} 5 0,83. Указание. Воспользуйтесь соотношением
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P { I V 3 U * } =

8.18. а) И ? (3277)2 ; 6) Y\  ̂ (467)2. Указание. Воспользуйтесь 
оценкой р$|Зи-ЗК£}~2ф (€^а/б^ • 8.22. а) Докажите утверждение
м §  конечно тогда и только тогда, когда < <=*=> *

n-i
затем воспользуйтесь леммой Бореля-Кантелли. 8.25. Указание,
*1К(А )=ре1Х+<к ( P e ^  + q.)1)
« (Д Ь  [ ^ ( W p ) / ^ .  е-алр /ад (р е  i x ^ +

9 s . rlf— ■ показать, что (M e бс* (И
8.27. p2r 0,99947. 8.28. - 0 ,0 0 9 ^ 0,009, где 3 -  суммарная 
ошибка. 8.29. р {Г}100§ < —Щ  <%■ 0,99952, рассмотреть случайную вали-

.А г/г

чинуД,=Спи = Z^ к , применить центральную предельную теорему
к AS . 8.30. it? 790. 8.31. Пусть случайная величина £? равна 
суше очков, выпавших при 1000 подбрасываний кости. Тогда 
I £ - 3500|4 106. 8.32. а) не выполняется; б),в) - выполняется.
8*33. tiyyi Pf  ̂~  ̂

A-»00 VX*
*. W  p f

n-*°°
§ч~ <?n
Vn <X

VSTj
? ( 
•}*J e x Pt

(a - ,  
J e

- if •jdv.
-<70

1 Д

p =

9.1. Пусть Ei - оба корабля в строю, Ег- в строю корабль А , 
корабль Ъ поражен; Е3 - в строю корабль В » корабль А пора
жен, Е. - оба корабля поражены;

*"5/16 5/16 3/16 3/16"
0 1 0  0
0 0 1 0

- ° 0 0 19.2. а) число состояний = 4; б) все состояния существенные; в) из
2-го состояния в 3-е можно перейти за два шага: £г ------Е± ,1±-- ^  Е 3; г) Р (г ) = ргт 9.3. а) 4; б) I  и 2 - состояния
несущественные, остальные существенные. 9.5. Р -  [Ру], ?Ц~ %■> 
Рц И  *  P ,R u r^ Pu-0 ,|j- l|> i. 9*7*. а) Да; q, =(10/30, 16/30, 
4/30). б) Да; 0, = (1/5, 2/5, 2/5); в) Да;^-(1/3, 1/3, 1/3);
г) Нет; д) Нет; в) Да; q = [(Ь Р гУ ^ - РгР^ А - Ра У (2 ' p i"рО] •
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M l a) P« (2 ) « 0,61; 6) p = (0,3; 0 ,7 ),p4ft)* J p £P£1(2)* 0,547,
9.9. Матрица вероятностей перехода -

Г о  i о 
P = 0 0 I

I 1/2 1/4 I/4_
регулярна, так как Р  не содержит нулевых элементов. Вектор пре
дельных вероятностей £ * (2/9, 3/9, 4/9). 9.10. Нет.
9.I I . ( ^0, q,t , q,3) = (1/26 , 4,26, 12/26 , 9,26). 9.12. (q^fy 
%  • <Ь|» = (4/38, 9/38, 12/38, 9/38, 4/38). 9.13. Матраца пере-.
ходов

Р  =

О
1/9
О
О

I
4/9
4/9
О

0
4/9
4/9
1

О
О

1/9
О

регулярна, так как Р  не содержит нулевых элементов. Вектор пре
дельных вероятностей (1/20 , 9/20 , 9/20, 1/20). 9.14. 0,375.
9.15. а) Пусть р°= (0,2; 0,3; 0,5), тогда Р(0- (143/400,
171/400, 86/400); 6) <} * (15/41, 18/41, 8/41). 9.17. а) Нет; б) Да,
2 il£ . 1/6. Ы & . а) Рм н .  (i/5)(54), PfjlH  = (4/5)1, = О,
для остальных I,  j ( i ; j ■ О,I , . ...5 ); 6) Рц С̂ )=(4/25Х5"+ Шь-2-L2 
Рц-г(2)в ((/25) 1(1-1.), Рц(_+г - (4/25)(5 - i-X̂  -0, Pt • (2)= О для остальных L, 
j  ( ь, j .  0 ,1 ,....5 ); в) pj г (i/2s) c j  , j  = 0 ,1 ,...,5 .

2^2. Pj » ( С , } ) г ( С £ ) ^  j ' 0 , 1 , 2 кг.

рг pq̂  п  **' 
р" р* рг г 2
рг рг рг г2

РЧг ?<{ 0,г\
9.24. a jZ IC jC ^ p l-o tjl-K M K -}!}

9.25. Состояния: Е<- прибор исправен, Е?- вышло из строя блоки
рующее устройство, прибор не работает; р.£°- 0\
В Г^ а - А - й ",

2^1,
9.22.

R сю _ 
12
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9.28. а) при пж  h независимы, поэтому
г _ m Г 1/4 1/2 I/4”1
[р,ч К ^ ]  = [р [^ к } ]^

при П =■ т  + i

1/4 1/2 1/4 
L 1/4 1/2 1/4J  

1/2 1/2 0 ' 
1/4 1/2 1/4 
О 1/2 1/2

б) следует из решения пункта а ). 9.29. а) Цепь неприводима и непе
риодична; б) цепь неприводима, имеет период 3; в) состояние Е, - 
несущественное, имеет два непересекаящихся класса сообщавшихся сос
тояний: ]%= {Е,, E j }  , $z~{ E j|, Es } . 9.30. Цепь имеет период
а) 3; б) 3. 9.36. а) Да; б) Нет.

S Ю
Ш * .  м IJ ( t ) « a ( i ) m ( t )  + Ш ), K J i i  Л )= в .(У  a (У  K.C*i it )

\ ( i )  = a e(i)6 4 t ).
10.2. а) Щ  (i) - 5lz+ 20-b +2, K? = 25 t2i*, S t y 2Sî
б)VtytO =3i +5, = (i1i ar 1Sifti1Siht2 7 = t"25in2i ;

в) Kj ft,,У * з п - [Ь  е Ч в ^ Н Ч ^ ;
^С-ь)=шг [ i- e^ + ie * ]* ;

г) Mt№=i, к ^ Л М Л ^ е° ^ +̂  fy(*)=«*2i V ?

10.3. к = e_ a  ^  . IM * . a) M l (*) = 0 ; 6)<%(t)=6г'}
в) = 6 г, К&Л)*0, ti -фЬг . 10.7. Пусть 0 (Л )~  04 .

0 ( i2)=  'X 'l , тогда iC * il^ i = 50) = ̂ C a lja a )[^ (a 1) ] 'i. 
Искомая вероятность

Г И а с *^  = 5 ° ) ^  - 1- Ф (2 ,68 )=  0,003?.
15 *

10.8. Так как Mj&(*k)  ̂ W  , то « 0. Найти K ^ ( t ) l r -0;
В1 (‘t ) распределена по нормальному закону с параметрами
( 0) a  {  clz + j ?  ) )  # где a  (d* + р -  0f309.
10.9. а) Так как производная любого порядка функции ^ ('Е ) суще
ствует в точке - О, то £ (t) дифференцируема любое число 
раз; б) К раз, I .
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10.IQ. a) S (u )) = (20-/3f)-(«<.3/ (u )i  + < )̂1);

6) 5 M = (лбУх). ( u ? W  +р)/[{Фг*<1.г̂ гУ-

В) iS (a ;)= (S )/ 4 # r}fe x p {-  (u>+py4*} +exp{(w-pf/u}).

If lt l i i  a) Kg (r)= 2aS^  •» (У) K | ( t )  = (Г й Г е 'Аг!

I& J& . a) = -j- (*)»■§-?
B)M^lt)=3,<a«|(U-4lB JSL  At • 10.14. K fti,iJ=  ж1« (^ Л Н Л
к и ь . f y w .  I ^ - e - Af ; » i .

10.16. P{wr(t) <T)-| W (S )«  u}= P{w (t)- (J(S)< T - u j r
[agr(-t г J  exp{- a^ .S) }  > s<^

— oo

конечномерные распределения имеют вид;

*1 . ~ , х » )= ( « ) ' й  ... (V t „ . , ) 'х
у  g y p  j-  J i  -  f e j L i l l 2_________
u t  I  zt* acti- io 2 (tn-t№-i) J

"t i, *̂*̂ 2.̂  “ * ^ ’bn.-
10.17. Воспользоваться определением марковского процесса и тем фак
том, что функция  ̂- и Сое) имеет обратную функцию ос-.и-Нр-
10.18. Воспользуемся соотношением
|̂ 0 7 (t+4 t) -ufffc) j 2 _ ii+A^) - № 60 J _  _ ^ _ (c > 0 ) .

10.20. MfcCb) - A ( i+i )~  At - A . Вычислить =
= -f ft))U  (Й+1)-Д(з))] f рассмотрев три случая: I )  S -1;
2) ; 3) t~ l <JS ^ “t  и убедиться, что во всех трех случаях
М f W X GS) монет зависить лишь от i  ~S . Воспользоваться при вы
числениях независимостью приращений £ (*+-0~ £($3 £СЗ+1)-£СЯ) .
10*21. Воспользоваться соотношениями Mu>2(h)=h, , M ^ ( h ) =3h*
которые можно получить с помощью характеристических функций, учи
тывая, что Gt? (fl) распределена по нормальному закону с парамет
рами (0,1).
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П Р И Л О Ж Е Н И Е  
\П. л-А

Значения функции Рд{п)= — -------а 1
ТАБЛИЦА I

rN [ 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
8187 7408 6703 6065 5488 4966 4493 4066
1637 2222 2681 3033 3293 3476 3595 3659
0164 0333 0536 0758 0988 1217 1438 1647
ООН 0033 0071 0126 0198 0284 0383 0494
0001 0002 0007 0016 0030 0050 0077 O III
0000 0000 0001 0002 0004 0007 0012 0020
- 0000 0000 0000 0000 0001 0002 0003

0,1
0
1
2
3
4
5
6

0,9048
0905
0045
0002
• ••«

1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

0,3679
3679
1839
0613
0153
0031
0005
0001
0000
0000

1353
2707
2707
1804
0902
0361
0120
0034
0009
0001
0000
0000
0000

0498
1494
2240
2240
1680
1008
0504
0216
0081
0027
0008
0002
0001
0000
0000
0000

0183
0733
1465
1954
1954
1563
1042
0595
0298
0132
0053
0019
0006
0002
0001
0000
0000
0000

0067
0337
0842
1404
1755
1759
1462
1044
0653
0363
0181
0082
0034
0013
0005
0002
• in
0000
0000
0000

0025
0149
0446
0692
1339
1606
1606
1377
1033
0688
0413
0225
0113
0052
0022
0009
0003
0001
0000
0000
0000

0009
0064
0223
0521
0912
1277
1490
1490
1304
1014
0710
0452
0263
0142
0071
0033
0014
0006
0002
0001
in i

0003 
0027 
0107 
0286 
0573 
0916 
1221 
1396 
1396 
1241 
0993 
0722 
0481 
0296 
0169 
0090 
0045 
0021 

19 
)4 

0002

0001 
ООН 
0049 
0150 
0337 
0607 
0911 
II7 I 
1318 
1318 
1186 
0970 
0728 
0504 
0324 
0194 
0109 
0058 
0029 
0014 
0006
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ТАБЛИЦА 2
Значения функции \  Ат- в / ГП1*1Т1 - О

п Ч 0,1 0,2 . 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
0 0,9048 8187 7408 6703 6065 5488 4966 4493 4066
I 9953 9825 9631 9384 9098 8781 8442 8088 7725
2 9998 9989 9964 9921 9856 9769 9659 9526 9371
3 9999 9999 9997 9992 9982 9966 9942 9909 9885
4 9999 9999 9999 9999 9998 9996 9992 9986 9977
& 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9998 9997
в 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999

Л 1.0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10
0 0,3679 1353 0498 0183 0067 0025 0009 0003 оош 0000
I 7358 4060 1991 09X6 0404 0174 0073 0030 0012 0005
2 9197 6767 4232 2381 1247 0620 0296 0138 0062 0028
3 9810 8571 6472 4335 2650 1512 0818 0424 0212 0103
4 9963 9473 8153 6288 4405 2851 1730 0996 0550 0293
5 9994 9834 9161 7851 6160 4457 3007 1912 1157 0671
6 9999 9995 9665 8893 7622 6063 4497 3134 2068 1301
7 9999 9989 9881 9488 8666 7440 5987 4530 3239 2202
8 9999 9998 9962 9786 9318 8472 7209 5925 4557 3328
9 9999 9999 9989 9919 9682 9161 8305 7167 5874 4579
10 9999 9997 9972 ' 9862 9574 9015 8159 7060 5830
I I - 9999 9999 9991 9945 9799 9466 8881 8030 6968
12 - 9999 9999 9997 9980 9912 9730 9362 8758 7916
13 - - Э999 9999 9992 9964 9872 9658 9261 8645
14 - - 9999 9999 9998 9986 9943 9827 9585 9165
15 - - - 9999 9999 9995 9976 9918 9780 -

16 — - - 9999 9999 9998 9990 9963 9889 -

17 — - - 9999 9999 9999 9996 9984 9947 —

18 - — - 9999 9999 9999 9999 9994 9976 -

19 — - - 9999 9999 9999 9999 9997 9990
20 - - - - 9999 9999 9999 9999 9996 —
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i - —-Значения функции ^(а)= ̂ == 6 г
ТАБЛИЦА 3

X____ 0 I 2 3 4 5 Г6 7 8 9
0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
од 3970 3965 3961 3%6 3%1 3945 3939 3932 3925 3918
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
0,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 ЗОН 2989 2966 2943 2920
0,8 2897 2874 .2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1,0 2420 2396 2371 2347 2392 2299 2275 2251 2227 2203
1Д 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1,2 1942 1919 18% 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1.4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1.5 12% 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0%7
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1.8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551
2,0 0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 ОНО 0107
2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
3,0 0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025
3,2' 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
3,4 0012 0012 10012 ООН ООН
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ПРОДОЛЖЕНИЕ TAEJL 3
X 0 ? 3 4 5 6 7 8
3,5 0*0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007
3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003
3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002
3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001

0006
0004
0003
0002
0001

Значения функции ф^х)=^= JV  г dti
ТАБЛИЦА 4

X 0̂ 2 3 4 6 6 7 8 9
0,0

______

г\г\л е\
- t X / i u . • 0080 0120 0160 0199 0239 0279 0319 0359v f  v

од 0398 0438 0478 0517 0557 0596 0636 0675 0714 0754
0,2 0793, 0832 0871 0910 0948 0987 1026 1064 1103 II4 I
0,3 1179 1217 1255 1293 1331 1368 1406 1443 1480 1517
0,4 1554 1591 1628 1664 1700 1736 1772 1808 1844 1879
0,5 1915 1950 1985 2019 2054 2088 2123 2157 2190 2224
0,6 2258 2291 2324 2357 2389 2422 2454 2486 2518 2550
0,7 2580 2612 2642 2673 2704 2734 2764 2794 2823 2852
0,8 2881 2910 2939 2967 2996 3023 3051 3079 3106 3133
0,9 3159 3186 3212 3238 3264 3289 3315 3340 3365 3389
1,0 3413 3438 3461 3485 3508 3531 3554 3577 3599 3621
1,1 3643 3665 3686 3708 3729 3749 3770 3790 3810 3830
1.2 3849 3869 3888 3907 3925 3944 3962 3980 3997 4015
1.3 4032 4049 4066 4082 4099 4115 4131 4147 4162 4177
1 . 4 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319
1.5 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4430 4441
1.6 4452 4463 4474 4485 4495 4505 4515 4525 4535 4545
1.7 1 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4625 4633
1,8 4641 4649 4656 4664 4671 4678 4686 4693 4700 4706
1,9 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4762 4767
2,0 4773 4778 4783 4788 4793 4798 4803 4808 4812 4817
2,1 4821 4825 4830 4834 4838 4842 4846 4850 4854 4857
2,2 4861 4865i 4868 4871 4875 4878 4881 4884 4887 4890
2,3 4893 4896 4898 4901 4904 4906 4909 4911 4913 4916
2,4 4918 4920 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 4936
2,5 4938 4940 4941 4943 4945 4946 4948 4949 4951 4952
2,6 4953 4955 4956 4957 4959 4960 4961 4962 4963 4964
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